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ランダム行列とは

・各成分が乱数で与えられる行列のこと。

・乱数は独立した同一の確率分布に従っている。

・ランダム行列の固有値や固有ベクトルは、行列のサイズ

N を無限大にすると普遍的な法則が現れる。



ウィシャート行列

・1928年に多変量解析における共分散の研究のため、統計学者ジョン・
ウィシャートにより導入されたランダム行列。

行列𝐴 ∶ 𝐾×Lとすると以下の2つのエルミート行列を作ることができる。

行列𝑅𝐾 = 𝐴𝐴T ∶ 𝐾 × 𝐾行列

行列𝑅𝐿 = 𝐴T𝐴 ∶ 𝐿 × 𝐿行列

このように表される行列をウィシャート行列という

各成分は平均0の確率変数𝒙 = 𝑥1, … , 𝑥𝑘
𝑇 ∈ 𝑹𝐾に従うとする。

行列の固有値λは非負の実数（λ≧０）である。[1] [2]



ウィシャート分布

ｚ∈ 𝑹𝐾が平均µ、共分散Σのd次元正規分布に従うこととすると、zの密
度関数は

𝑝(𝑧) =
1

2π
𝑑
2det(Σ)

1
2

exp (−
1

2
𝑧 − µ TΣ−1 𝑧 − µ )

で与えられる。

K× 𝐿行列Aの各列ベクトルが独立に𝒙(𝒊)～𝑁𝐾 0, Σ に従うとき、 K× 𝐾行
列𝑅𝐾が従う分布を、自由度L、パラメータΣのK 次元ウィシャート分布
と呼び、

𝐴𝐴T～ 𝑊𝐾 𝐿, Σ

と書く。



ウィシャート行列の極限固有値分布（1）

𝑊𝐾 𝐿, 𝐼𝐾 および 𝑊𝐾 𝐾, 𝐼𝐿 に従う２種類のウィシャート行列の固有値の大
きい方からmin (K,L )個の分布は同一であり、次元の大きい残りの固有値は
すべて０である。ここでL≥ K とする。 [2] 

𝐴𝐴T～ 𝑊𝐾 𝐿, 𝐼𝐾 となるランダム行列 𝐴 ∈ 𝑹𝐾×𝐿のサイズをα= 
𝐾

𝐿
の比を

保ったまま無限大にしていくと𝐴𝐴Tの固有値分布がある分布に収束すること
が知られており、この固有値の極限分布はマルチェンコ－パスツール則と
呼ばれている。

※この極限分布はウィシャート行列を数多く観測してすべての固有値について
調べた時だけではなく、ひとつだけ観測し、その（無限個の）固有値について調
べたときにも観測される分布である。（自己平均性）[2] [3] 



ウィシャート行列の極限固有値分布（2）

𝐴𝐴T～ 𝑊𝐾 𝐿, σ2𝐼𝐾 に従う1つの行列を考える。この行列の固有値の集合を
{τ1,…, τ𝐾}とし、これらを

𝑢𝑘 =
τ𝐾

𝐿
, （k = 1,…,K ）

によってスケーリングした値を考える。u の経験分布を

δP =
1

𝐾
{δ 𝑢1 +⋯+δ(𝑢𝑘)}

で定義する。

※ここでδ 𝑢 はu を中心とするDirac測度である。これは適当な集合 X 上で点 x ∈
X に対して定義される測度 δ𝑥であり、任意の（可測）部分集合 A ⊆ X に対して

δ𝑥 𝐴 = 1𝐴 𝑥 = ቊ
0, 𝑥 ∉ 𝐴;
1, 𝑥 ∈ 𝐴

を満たすものを指す。ただし 1𝐴 は A の指示関数を表す。 [3]



ウィシャート行列の極限固有値分布（3）

前頁で定義した経験分布δP は次のような条件の下で𝑝(𝑢)du に概収束（確率1
で収束）する。ただし密度関数 𝑝(𝑢) は

𝑢𝑚𝑖𝑛 = σ2(1 − α)2 , 𝑢𝑚𝑎𝑥 = σ2(1 + α)2

を用いて
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で与えられる。 [2][3]



おわりに

今回はウィシャート行列、ウィシャート分布について文献、参考書籍等を使用して調
べ、まとめあげた。

行列A の各要素の分布が、（行列の要素が独立、平均がゼロで分散が同一、高次モー
メントが存在する）の条件を満たすとき行列𝐴𝐴T の固有値密度が前項で与えた
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に収束することが知られており、MATLAB等の言語を使用することでグラフとして確
認することができる。今回は数式を主に扱ったが、収束の様子を確認するための有効
な手段であるグラフも以後活用していきたい。

また、簡単に触れたマルチェンコ－パスツール則についても知見を深めていきたい。
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