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1.  Ising model とは 

Ising model とは相転移を起こす簡単な系である。図 1 のよ

うに規則的に配列した粒子があり、それらの粒子はスピン

を持っている。通常、原子は磁気モーメント μ0を持ってい

るが、Ising model では上向きと下向きの 2 つの状態だけを

考える。スピンが孤立して存在していれば 2 状態のエネル

ギーは等しいが、隣接した粒子間で相互作用が働いている

ので、相互作用のエネルギーは 2 スピンが同じ向きの時は

−J、逆向きの時は J である。J＞0（強磁性体）であれば相

互作用はスピンを同じ向きにし、J＜0（反強磁性体）であ

れば逆向きにする働きをする。    

 

   

    

 

    

 

 

 

（図 1）2 次元においてスピンが乱雑に並んだ状態の 

 相互作用のエネルギーの様子（J＞0） 

1  ，up 

  −1 ，down 

とする変数 𝜎𝑖を導入することで、隣接したスピン間の 

相互作用のエネルギーを 

−J𝜎𝑖𝜎𝑗 

と表すことが出来る。よって、全系のエネルギー 

（ハミルトニアン）は、 

ℋ = −J ∑ 𝜎𝑖𝜎𝑗

(𝑖,𝑗)

 

となる。また、 

∑

(𝑖,𝑗)

 

は、全ての隣接したスピンの組の和を表す。 

 

2.  再帰的求解法による 1 次元 Ising model の解き方 

鎖状に並んだN粒子の Ising spinの系のハミルトニアンは、 

（外部磁場 B=0、自由境界条件） 

ℋ = − ∑ Ji𝜎𝑖𝜎𝑗

𝑁−1

𝑖=1

 

となる。※Jiは場所によって異なるため 

 

 

𝐽𝑖 = 𝛽J𝑖とすると、分配関数 ZNは 

𝑍N = ∑ ∑ ⋯
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𝑍N+1 =

∑ ∑ ⋯1
𝜎2=−1 ∑ exp(∑ 𝐽𝑖𝜎𝑖𝜎𝑗

𝑁−1
𝑖=1 ) ∑ exp(𝐽𝑁𝜎𝑁𝜎𝑁+1)1
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1
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= 𝑍𝑁(2cosh𝐽𝑁)  

= (2cosh𝐽N)(2cosh𝐽𝑁−1) ⋯ (2cosh𝐽1)𝑍1 

= (2N ∏ cosh𝐽𝑖
𝑁
𝑖=1 )𝑍𝑁                

ここで、臨界温度 TCをみつけるため、2 つのスピンの  

相関関数𝐺(2)(𝑟)を計算する。 

𝐺(2)(𝑟) = 〈𝜎𝑘𝜎𝑘+𝑟〉 = 𝑍𝑁
−1 ∑ 𝜎𝑘𝜎𝑘+𝑟

{𝜎}
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𝑖=1
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   𝑍𝑁𝐺(2)(𝑟) =
𝜕

𝜕𝐽𝑘
⋯

𝜕

𝜕𝐽𝑘+𝑟−1
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𝑘+𝑟−1
𝑖=𝑘 )(∏ cosh𝐽𝑖

𝑘−1
𝑖=1 )(∏ cosh𝐽𝑖
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∴ 𝐺(2)(𝑟) = ∏ tanh𝐽𝑖

𝑘+𝑟−1

𝑖=𝑘

= exp [−r/ξ] 

ここで、ξ(𝐽𝑖):相関長…相転移の起こる範囲を表す  

∴ ξ(𝐽𝑖) = −
1

log tanh𝐽𝑖
 

全範囲は相転移を起こすというのは、ξ → ∞と同値なので、

tanh𝐽 → 1 ,   𝐽 = 𝛽𝐽 =
𝐽

𝑘T
→ ∞ 

つまり、T = 0で全範囲の相転移が起こるということだが、 

絶対零度が 0 というのは成り得ないので、1 次元 Ising model の

相転移は有限温度では起こらないということが分かる。 
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