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ランダム行列とジニブル点過程 物理学科４年　松井　貴都

このポスターでは最近話題となっているランダム行列理論ついて、ポアソン点
過程とジニブル点過程の比較を行いランダム行列理論の紹介としたい。
ポアソン点過程
まず理想気体における統計力学を考える。n [mol]の気体粒子が存在するとき
その粒子数はN = nNAとかける(NAはアボガドロ定数 NA = 6.02× 1023であ
る）。 単位体積あたりの分子数を粒子数密度N/V = ρ で表すと、理想気体の
状態方程式 pV = nRT を用いて p = kBTρ となる。ここである領域∆に注目
しよう。∆の体積をνとしてこの領域内にいる粒子の数をN(∆)とする。理想
気体の粒子は飛び回っていて領域内の粒子数は常に変化しているが、これが熱
平衡状態にある場合はある関数に従って分布し、その平均、分散といった統計
的性質を調べることが出来る。n = 0, 1, 2...に対しN(∆) = nとなる確率は

P (n) =
λnZn(T )

Ξ(T, λ)
(1)

で与えられる。λはフガシティというパラメーターであり、ZnとΞは分配関数
と大分配関数である。(1)は確率分布であるから全確率の和は１であるから

Ξ(T, λ) =
∞∑
n=0

λnZn(T ) (2)

統計力学では p = kBT
ν ln Ξ(T, λ) が一般に成り立つ。これと理想気体の状態方

程式から導いたp = KBTρと比較することで

Ξ(T, λ) = eρν =
∞∑
n=0

(ρν)n

n!
(3)

が成り立つ。2番目から3番目については指数関数のマクローリン展開を用い
た。(2)式と比較すると

Zn(T ) =
ρνn

λnn!
e−ρν (4)

を得る。よってこの式と(3)の第一等式を用いることで(1)式は

P (n) =
(ρν)n

n!
e−ρν (5)

とかけることがわかる。(5)式のような確率分布関数で与えられる分布をパラ
メータρνのポアソン分布という。 他の有界領域についても考えてみる。互い
に共通部分持たない有界領域m個を∆1,∆2, ...,∆mとしその体積をν1, ν2, ..., νm
であるとすると、ある領域∆iのなかに存在する粒子の個数をN(∆i), i = [1,m]
と表そう。理想気体は粒子間相互作用はないため、各領域での相関はなくそれ
ぞれ独立な分布を取る。このことからN(∆i) = niは

m∏
i=1

P (ni) =

m∏
i=1

{(ρν)n
ni!

e−ρν
}

(6)

となる。任意のmと∆1,∆2, ...,∆mについて(6)式で分布が与えられるとき、こ
の点の集団を密度ρのポアソン点過程という。あくまで統計集団に対しての名
称であって、時間発展についてのものではないことに注意する。
ではこの確率法則に従う点の分布はどうなっているだろうか。

ポアソン点過程
図はポアソン点過程に従う乱数を円状に1000点分布させたものである。

密と疎な部分が目立ち不均等である。これは各領域∆iの中にある点の個数の
平均値はそれぞれの領域の点の個数とその確率分布の積の和が

⟨N(∆i)⟩ =
∞∑

ni=0

niP (ni) (7)

になるため、これを(5)式を代入しマクローリン展開を行うと、⟨N(∆i)⟩ = ρνi
と平均値が求まる。粒子数密度の平均は⟨N(∆i)

νi
⟩ = ρνi

νi
= ρとなり、iに依存しな

い。すなわち各領域には一様に点が分布することを表し、このことポアソン点
過程が空間的に一様な分布(一様分布)であると言える。したがって上図に表れ
る不均一性は”ゆらぎ”の効果、または”偶然”によるものであると考えなければ
ならない。

正規分布とジニブル点過程
正規分布は離散的な分布を示すポアソン分布に対し、連続的な値の分布を
示す。

p(µ, σ2)(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

(8)

独立な変数X1とY1を用意する。どちらも平均0、分散がσ2の正規分布
N(0, σ2)に従う乱数とする。虚数i =

√
−1 を用いてZj = Xj + iYjとすると一

つの複素数の乱数を表せる。このZをN 2個用意しそれを縦横N個ずつ配置し
た行列Zを定義する。

Z =


Z1 Z2 . . . ZN

ZN+1 ZN+2 . . . Z2N
... ... . . . ...

Z(N−1)N+1 Z(N−1)N+2 . . . ZN2


このような成分にランダムな値を取る行列をランダム行列という。この行列は
上三角行列Tとユニタリ行列Uを用いて

Z = UTU† (9)

という形に書き直せる。このTの対角成分はZ固有値Λj = ReΛj + iImΛjであ
る。この固有値の点の分布はどうなるのか。正規分布の確率密度の確率分布の
単位として、確率密度にルベーグ測度dxをかけたp(0, σ2)(x)dxを定義する。
これを確率測度という。ランダム行列の各成分の実部xjと虚部yjはそれぞれ
独立であるから,その確率測度は

N2∏
j=1

p(0, σ2)(xj)p(0, σ
2)(yi)dxidyi (10)

で与えられる。しかしZの確率測度はこの様なシンプルな形ではない。
(9)式で与えたれたランダム行列の間のユニタリ変換に対応し(xj, yj)

N2

j=1の関
数として与えられた確率測度から、N個の固有値λj

N
j=1、Tの対角成分以外の成

分tjk(1≤j≤k≤N)およびユニタリ行列Uの各成分を表す複素関数のとしての確率
測度をうまく変化する必要がある。この変数変換を正しく行えば、(10)式は次
のような形になる。∏
1≤j≤l≤N

|λl − λk|2
N∏
j=1

{e|λj|2/2σ2

dλjdλj}×
∏

1≤p≤p≤N

{e−|tpq|2/2σ2

dtpqdtpq}×dU (11)

dUはユニタリ行列に対するルベーグ測度といわれるものである。λj
N
j=1以外の

変数については積分して均すことでZの固有値(Λj)
N
j=1に対する確率測度が求め

られる。
複素平面を２次元平面とみなし、その平面上の点の座標を固有値の実部
XG

j = ReΛjと虚部Y G
j = ImΛjと対応させる。このN個の点(XG

j , Y
G
j )Nj=1の確

率密度は

cN(σ
2)

∏
1≤k≤l≤N

{(xl − xk)
2 + (yl − yk)

2} ×
N∏
j=1

p(0, σ2)(xj)p(0, σ
2)(yj) (12)

cN(σ
2)は規格化因子である。この確率密度で表現される２次元平面上の点分布

はジニブル点過程とよばれる。相互作用粒子系の配置を表す。

ジニブル点過程
ジニブル点過程の点分布は下図になる。左図との対比のためN = 1000とした。

行列Zの成分の正規分布は平均0，分散σ2 = 0とした。(12)式を見ると、各点
間の距離の2乗を与える因子{(xj − xk)

2 + (yj − yk)
2}がすべての点に対し掛け

られている。この因子のために『偶然に点の配置が偏る』ことが回避される。
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