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6頂点模型とその周辺
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6頂点模型とは

2次元平面上に広がる氷のモデルを考える. 氷はいくつもの水分子が規則正し
く(格子状に)配列したものである. これを簡易的に表したものを以下に示す.
ただし, 1つの酸素原子は共有結合で2つの水素原子と, 分子間力でほかの2つの
水分子にある水素原子と結合しているものとする.
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さて, ある酸素原子に注目してみよう. 酸素原子からは4本のボンドが出てい
る. そのうち2本を水素原子との結合パターンが共有結合(上の図の”—”のボン
ド)であるものに選ぶ通り数は, 全部で 4C2 = 6通りある. これが6頂点模型と呼
ばれる理由である. 格子の頂点に酸素原子, 辺に水素原子があるとして, 水素原
子と共有結合をしている酸素分原子を頂点に向かう矢印, 水素原子と分子間力
によって結合している酸素原子を頂点から出ていく矢印として表すと, 6頂点模
型は次のように表される.
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6頂点模型の分配関数

統計物理学において分配関数Zを求めることは非常に有益である. なぜならば,
分配関数Zは自由エネルギーF = −kBT lnZ やエントロピーS = −∂F/∂T の
ような物理量を求めることができるからである.したがって, 上で説明した6頂
点模型においても分配関数Zを求めたい. そのために次を定義する.

V :頂点全体の集合
C :矢印の配置全体の集合. すなわち, V = {(i, j)|1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤ M}
s :矢印が決定した状態

wij :頂点i, jにおけるボルツマンウェイト(局所ボルツマンウェイト)

このとき分配関数ZM,Nを次のように決定する.

ZM,N =
∑
s∈C

W (s) =
∑
s∈C

∏
i,j∈V

wij(s) =
∑

すべてのµの配置

∏
i,j∈V

wij(µp, µq, |µl, µm)

ただし, 最右辺の表示は下左図のように対応している.
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このとき, 1次元イジング模型と同様に転送行列Tを考える. 上右図にあるよう
な格子の行を1つ考えたとき転送行列Tは次のようになる.

Tα,β =
∑

µ1,...,µN+1
µ1=µN+1

w(µ1, µ2|α1, β1) · · ·w(µM , µM+1|αN , βN)

この転送行列を用いると分配関数ZM,Nは以下のように表される.

ZM,N = trTM

非対称排他過程

6頂点模型の話は, 非対称排他過程(Asymmetric Excursion Process)というものに
関係している. 非対称排他過程とは, 多粒子ランダムウォーク模型の1つであ
る. 具体的には以下のような規則にしてがって拡散していくものである.

時刻t = 0において粒子は, Z1 < 0なる位置に埋まっている.

各粒子は, 各時刻において確率pで右隣りのサイトにジャンプする. ただ
し右隣のサイトに粒子がいる場合, ジャンプすることはできない.

この条件のもと, 横軸に位置x, 縦軸に時刻tをとったときのグラフの例である.
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左にある6頂点模型の矢印表示において, 下向きと左向きの矢印をもつ辺を水
色の実線, 上向きと右向きの矢印をもつ辺を点線で表す.
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ある6頂点模型の矢印の配置が次のようになったときを考える.
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このグラフに, y = x− t− 1という変換をして横軸にy, 縦軸に時刻tをとった
グラフは以下のように非対称排他過程を示す(ただし初期条件として時刻t = 0
のときに粒子がZ1 < 0なる位置に埋まっているとする). このとき右のサイト
へジャンプする確率は, ボルツマンウェイトを各頂点にあてることで得られる.
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