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ファンデルモンド行列式とは
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ファンデルモンド行列式とはN×Nの

であらわされる行列式である。
ex N=3のとき

𝐷＝
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１ 𝑥2 𝑥2
2

１ 𝑥3 𝑥3
2
＝(𝑥2𝑥3
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＝𝑥2(𝑥3
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2 + 𝑥1𝑥3)(𝑥1 − 𝑥3)

=(𝑥3 − 𝑥1){𝑥2 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥1(𝑥3 − 𝑥2)}
=(𝑥3−𝑥1)(𝑥2−𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)



ファンデルモンド行列式の特徴
・Dの任意の二つの行を交換すると交換する前の符号を変えたも
のとなる。D=-D(交換後)

・𝑘列それぞれの要素𝑥𝑖
𝑘−1をσ𝑠=0

𝑘−1𝑎𝑠𝑥𝑖
𝑠と置き換えた場合

D(置換後)=𝑎𝑘−1D
となる。

ex N=3の時それぞれの𝑖に関する𝑥𝑖を5𝑥𝑖 + 6に置き換えると

D(置換後)=

1 5𝑥1 + 6 𝑥1
2

1 5𝑥2 + 6 𝑥2
2

1 5𝑥3 + 6 𝑥3
2

=(5𝑥2 + 6)𝑥3
2+(5𝑥3 + 6)𝑥1

2+(5𝑥1 + 6)𝑥2
2

−{(5𝑥1 + 6)𝑥3
2+(5𝑥2 + 6)𝑥1

2+(5𝑥3 + 6)𝑥2
2}

=5D



ファンデルモンド行列式の一般式

𝐷 =
１

𝑎0𝑎1…𝑎𝑁−1

𝑓1(𝑥1) 𝑓2 𝑥1
𝑓1 𝑥2 𝑓2 𝑥2

𝑓3 𝑥1 … 𝑓𝑁 𝑥1
𝑓3 𝑥2 … 𝑓𝑁 𝑥2

⋮ ⋮
𝑓1 𝑥𝑁 𝑓2 𝑥𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑓3 𝑥𝑁 … 𝑓𝑁 𝑥𝑁

N×Nのファンデルモンド行列式は𝑓𝑘 𝑥𝑖 = σ𝑠=0
𝑘−1𝑎𝑠𝑥𝑖

𝑠を使って

とあらわせる。



ファンデルモンドとヤコビアン

ここでは次の式の変数変換によるヤコビアンがファンデルモンドに
なっていることをたしかめていく。

𝜌(𝐻11,… ,𝐻𝑁𝑁)ς𝑖≤𝑗 𝑑𝐻𝑖𝑗=𝜌(𝐻11 𝑥, 𝑌 ,… ,𝐻𝑁𝑁(𝑥, 𝑌))|J(H → {𝑥, 𝑌})|𝑑𝑌ς𝑖=1
𝑁 𝑑𝑥𝑖

まずはHが実対称行列,Yは直行行列,Xが固有値行列の時,
その微分は

𝑑𝐻 = 𝑑𝑂𝑋𝑂𝑇 + 𝑂𝑑𝑋𝑂𝑇 + 𝑂𝑋𝑑𝑂𝑇

𝑂は直行行列故に𝑑𝑂𝑇 = −𝑂𝑇𝑑𝑂𝑂𝑇

𝑑𝐻 = 𝑑𝑂𝑋𝑂𝑇 + 𝑂𝑑𝑋𝑂𝑇 − 𝑂𝑋𝑂𝑇𝑑𝑂𝑂𝑇

𝑑𝑄 = 𝑂𝑇𝑑𝐻𝑂として 𝑑𝐻 → 𝑑𝑄のヤコビアンは考えなくてよい
𝑑𝑄 = 𝑂𝑇𝑑𝑂𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑂𝑇𝑑𝑂

𝑑Ω = 𝑂𝑇𝑑𝑂として
𝑑𝑄 = 𝑑Ω𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑑Ω
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𝑋𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗より

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗
これより𝐻が2×2のときヤコビアンは

|𝐽| =

𝑑𝑄11

𝑑Ω12

𝑑𝑄11

𝑑𝑥1

𝑑𝑄11

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

𝑑Ω12

𝑑𝑄12

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12

𝑑𝑥2
𝑑𝑄22

𝑑Ω12

𝑑𝑄22

𝑑𝑥1

𝑑𝑄22

𝑑𝑥2

=
𝑜 1 0

𝑥2 − 𝑥1 0 0
0 0 1

=(𝑥2 −𝑥1)

次にHがエルミート行列,Yがユニタリー行列,Xが固有値行列の時
その微分は

𝑑𝐻 = 𝑑𝑈𝑋𝑈† + 𝑈𝑑𝑋𝑈† + 𝑈𝑋𝑑𝑈†

𝑈はユニタリー行列故に𝑑𝑈† = −𝑈†𝑑𝑈𝑈†

𝑑𝐻 = 𝑑𝑈𝑋𝑈† + 𝑈𝑑𝑋𝑈† − 𝑈𝑋𝑈†𝑑𝑈𝑈†

𝑑𝑄 = 𝑈†𝑑𝐻𝑈として 𝑑𝐻 → 𝑑𝑄のヤコビアンは考えなくてよい

𝑑𝑄 = 𝑈†𝑑𝑈𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑈†𝑑𝑈



𝑑Ω = 𝑈†𝑑𝑈として
𝑑𝑄 = 𝑑Ω𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑑Ω

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗
𝑑Ω𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗

𝑅 + 𝑖𝑑Ω𝑖𝑗
𝐼 とすると

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗
𝑅 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗 + 𝑖𝑑Ω𝑖𝑗

𝐼 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
𝑑𝑄𝑖𝑗

𝑅 = 𝑑Ω𝑖𝑗
𝑅 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗,𝑑𝑄𝑖𝑗

I = 𝑑Ω𝑖𝑗
𝐼 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 とすると

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑𝑄𝑖𝑗
𝑅 + 𝑖𝑑𝑄𝑖𝑗

I

𝑁 = 2としてヤコビアンを計算すると

𝐽 =

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
𝐼

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑Ω12
𝐼

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑𝑥2

𝑑𝑄12
I

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
I

𝑑Ω12
𝐼

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑Ω12
𝐼

𝑑𝑄12
I

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
I

𝑑𝑥2
𝑑𝑄22

𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑𝑥2

=

0 0
𝑥2 − 𝑥1 0

1 0
0 0

0 𝑥2 − 𝑥1
0 0

0 0
0 1

= (𝑥2 − 𝑥1)
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最後に,Hが四元自己双対行列,Sがシンプレティック行列,Xが固有値行列の時、
その微分は

𝑑𝐻 = 𝑑𝑆𝑋𝑆𝑅 + 𝑆𝑑𝑋𝑆𝑅 + 𝑆𝑋𝑑𝑆𝑅

𝑆はシンプレクティック行列故に𝑑𝑆𝑅 = −𝑆𝑅𝑑𝑆𝑆𝑅

𝑑𝐻 = 𝑑𝑆𝑋𝑆𝑅 + 𝑆𝑑𝑋𝑆𝑅 − 𝑆𝑋𝑆𝑅𝑑𝑆𝑆𝑅

𝑑𝑄 = 𝑆𝑅𝑑𝐻𝑆として 𝑑𝐻 → 𝑑𝑄のヤコビアンは考えなくてよい
𝑑𝑄 = 𝑆𝑅𝑑𝑆𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑆𝑅𝑑𝑆

𝑑Ω = 𝑆𝑅𝑑𝑆として
𝑑𝑄 = 𝑑Ω𝑋 + 𝑑𝑋 − 𝑋𝑑Ω

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗
𝑑Ω𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗

𝑅 + 𝑖𝑑Ω𝑖𝑗
′ + 𝑗𝑑Ω𝑖𝑗

′′ +𝑘𝑑Ω𝑖𝑗
′′′とすると

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑Ω𝑖𝑗
𝑅 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗

+𝑖𝑑Ω𝑖𝑗
′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 +j𝑑Ω𝑖𝑗

′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 +𝑘𝑑Ω𝑖𝑗
′′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

𝑑𝑄𝑖𝑗
𝑅 = 𝑑Ω𝑖𝑗

𝑅 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗,

𝑑𝑄𝑖𝑗
′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 , 𝑑𝑄𝑖𝑗
′′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 , 𝑑𝑄𝑖𝑗
′′′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖

画像引用:Wikipedia
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𝑑𝑄𝑖𝑗
𝑅 = 𝑑Ω𝑖𝑗

𝑅 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖𝛿𝑖𝑗,

𝑑𝑄𝑖𝑗
′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 , 𝑑𝑄𝑖𝑗
′′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 , 𝑑𝑄𝑖𝑗
′′′ = 𝑑Ω𝑖𝑗

′′′ 𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 とすると,

𝑑𝑄𝑖𝑗 = 𝑑𝑄𝑖𝑗
𝑅 + 𝑖𝑑𝑄𝑖𝑗

′ +j𝑑𝑄𝑖𝑗
′′ + 𝑘𝑑𝑄𝑖𝑗

′′′

実際にN=2のヤコビアンをもとめる。𝐴 = 𝑥2 − 𝑥1

𝐽 =

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄12
′

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
′

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄12
′

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄11
𝑅

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

𝑅

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
𝑅

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

′

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄12
′

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
′

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

′′

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
′′

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄12
′′

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄12
′′′

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄12
′′′

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄12
′′′

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑Ω12
𝑅

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑Ω12
′

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑Ω12
′′

𝑑𝑄12
′′

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄12
′′

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
′′

𝑑𝑥2
𝑑𝑄12

′′′

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄12
′′′

𝑑𝑥1

𝑑𝑄12
′′′

𝑑𝑥2
𝑑𝑄22

𝑅

𝑑Ω12
′′′

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑𝑥1

𝑑𝑄22
𝑅

𝑑𝑥2

=

0 0 0
𝐴 0 0
0 𝐴 0

0 1 0
0 0 0
0 0 0

0 0 𝐴
0 0 0
0 0 0

0 0 0
𝐴 0 0
0 0 1

= (𝑥2 − 𝑥1)
4

よってN=2のそれぞれの𝐻に対するヤコビアンがファンデルモンド行列式の
べき乗となることが確認できました。
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