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マルチェンコ・パスツール則について

• 順序無正規化固有値分布で与えられる式で、漸近固有値分
布とも呼ばれる。また、順序無正規化固有値分布とは順序
付固有値の順序を無視してまとめた固有値全体の分布であ
る 1 。

• ウィシャート行列のサイズと自由度を（それらの比を一定
に保ったまま）無限に大きくしていった極限で収束する固
有値分布である 2 。

• ランダム行列の各要素が従う確率分布の詳細によらない普
遍性を有する 2 。



マルチェンコ・パスツール則を考える

• N×Mの行列 A の N とM の比をβとし、そのもとでM→∞で
の順序無正規化固有値 ෠λの漸近固有値分布 f(෠λ)を考えていく

𝛽 =
𝑁

𝑀

෠λ =
λ

𝑀
(λは固有値)

f(෠λ) = lim
𝑀→∞

𝑀𝑓𝑖
𝑢𝑛𝑜𝑟𝑑 𝑀෠λ

これらからマルチェンコ・パスツール則は次のように与えられ
る 1 。



f(෠λ)= 1 − 𝛽 +𝛿 ෠λ +
෡λ−෡λ−

+ ෡λ+−෡λ
+

2𝜋෡λ
ー①

ただし

෠λ± = 1 ± 𝛽
2

𝑧 + ≡ 𝑚𝑎𝑥 0, 𝑧

①の右辺の第一項はデルタ関数δは、M>Nではこの行列のエル
ミーと行列𝐴𝐻𝐴の固有値を求める場合に、値が 0 となる固有値を
含むことに よるものであるため、以下では、M<Nすなわちβ>1
に限定して、右辺第２項のみで考える。



β>1に限定して、右辺第２項のみで考えると①式は次のようにも書
ける

f(෠λ) =

4𝛽 − ෠λ − 1 − 𝛽
2

2𝜋෠λ
−②

０

さらにβ=1,(M=N)の場合には簡単になって

f(෠λ) =

1
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4

෠λ
− 1

0

となる 1 。
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2
）

（other）

（0 ≤ ෠λ ≤ 0）

（other）



次に②の累積分布関数を求めてみる。
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ここで上の積分は（文献(3)p122,124より）
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𝑥
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2
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ቐ
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𝑎
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という公式に当てはまるのでそれぞれ𝑎= −෠λ2,b=2 1 + 𝛽 ,c= − 1 − 𝛽 2

を代入して計算していく。



すると累積分布関数は次のように求まる
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β=1,(M=N)の場合には
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となる 1 。



②式より与えられる固有値の確率密度関数βをパラメータとして表示す
ると左下のグラフのようになり、それぞれ正規化固有値が限定された範
囲に収まる。また②式はMが十分に大きいと仮定された状態で導き出さ
れたものであるが、小さい規模でも高い精度で漸近固有値分布に近づく
ことが調べられている 1 。

③式から与えられる正規化固有値の累積分布関数をβをパラメータとし
て表示すると右下のグラフのようになる。βが大きくなるにつれて固有
値の相対的な変化の幅が小さくなっているのがわかる。

(※グラフは文献⑴より引用)



マルチェンコパスツール則の利用

マルチェンコパスツール則は情報学、工学分野で利用されることがあり、
例を挙げるとMIMOと呼ばれる無線通信を高速化する技術の固有値解析
や平均通信容量などで利用される。

具体的には、前のスライドの前半で述べたことを利用すると大きいサイ
ズのMIMOの通信容量を漸近固有値分布から近似的に求めようとする場
合などは、小さいサイズのMIMOからの近似でも高い精度で行うことが
できる。また、前のスライドの後半で述べたことはMINOのおいて、通
信基地局側と端末側との素子数に大きな差ができるつまり、β>>1という
値になるためあのようなグラフになる。これはMIMOにおいては安定し
た通信路を確保できるということを意味している。
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