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統計力学模型やランダム行列模型の流体力学極限お
よびスケーリング極限に関する研究

主結果
一般𝑑次元での先行結果に対して,我々は次元を𝑑 = 1,2と限定する
ことで級数展開を用いない表記を得ることを目的とした.

1次元の場合次の結果を得た.
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図2.本研究の結果（赤線）とサンプルオドメーター関数1024個による
標本共分散（緑線）の比較.（𝑛 = 32, Mathematica作成）

また2次元の場合,次の式で定義される変形ヤコビテータ関数で表す
ことが出来ると考えている.
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テータ関数は次のような2重周期的な性質を持つ.
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このことは2次元トーラスによる2重周期性を顕わに示している.
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研究の背景
砂山模型（sandpile model）とは,砂山の崩壊を記述するモデルであ
る.𝑛サイズの𝑑次元格子トーラスℤ𝑛

𝑑に砂山の初期高さを与え,次の
アルゴリズムに応じて崩壊し,安定な高さ（1とする）へと向かおうとす
る過程を考える.

アルゴリズム：次のような並列崩壊を考える.砂山の初期高さを𝑠0と
し,ステップ𝑡 = 1から始める.

i. すべての点𝑥 ∈ ℤ𝑛
𝑑で砂山が安定𝑠𝑡−1 𝑥 ≤ 1ならばアルゴリ

ズムを終了する.

ii. 各点𝑥 ∈ ℤ𝑛
𝑑で崩壊質量 𝑠𝑡−1(𝑥) − 1 +を定義する. 

𝑠𝑡−1(𝑥) − 1 + ≔max{0, 𝑠𝑡−1 (𝑥) − 1}
iii. 各点𝑥 ∈ ℤ𝑛

𝑑でステップ𝑡での砂山の高さ𝑠𝑡をグラフ・ラプラシア
ン(−ΔG)を使い次のように定める.

𝑠𝑡 𝑥 = 𝑠𝑡−1 𝑥 − −ΔG 𝑠𝑡−1 𝑥 − 1 +
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iv. 次のステップへ進む.（𝑡を+ 1する）
アルゴリズムが終了することを砂山が安定,対してアルゴリズムが終
了しないことを砂山が爆発すると呼ぶ.

オドメーター関数：ステップ𝑡までの各点𝑥 ∈ ℤ𝑛
𝑑から移動した総質量

𝑢𝑡(𝑥)を次のように定義する.

𝑢𝑡 𝑥 ≔ 
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砂山が安定するとき,安定状態での砂山の高さs(𝑥)は,オドメーター
関数 𝑢 𝑥 ≔ lim

𝑡→∞
𝑢𝑡(𝑥)を用いて次のように表される.

𝑠∞ 𝑥 = 𝑠0 𝑥 − −Δ𝐺 𝑢(𝑥)
砂山の初期高さを次のようにランダムに与える.[2]
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オドメーター関数の極限共分散について次の結果が示された.[1]
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図1. 2次元でのサンプルオドメーター関数のグラフ
（ 𝑛 = 32 ,MATLAB作成）
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統計力学模型の1つである砂山模型について,そのスケーリング極
限に関連した先行結果と我々の成果を示す.

結び
先行研究[1]は砂山模型のスケーリング極限として,非整数ガウス場
の一種である重ラプラス場との関係を示した.d次元トーラス𝕋𝑑で一

般に示された結果に対して低次元に限定することでより詳細な調査
を可能としている.図2.に示される通り実際の砂山模型の極限共分
散は本結果の定数シフトであり,この定数は今後の調査対象である.


