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2つの点分布の比較
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・平面状を一様に分布している．

→粒子間に斥力が作用しているため，
粒子が密集することなく分布している．

・密になったり疎になったりしていて偏りがある．

→粒子間に何の力も作用していないため，
偶然，粒子の疎密が生じている．

→行列式点過程に従っている．



行列式点過程の定義

ランダムな部分集合Y， 任意の集合A⊆У=｛1,・・・,N｝(У:グラウンドセット)

に対して

が成り立つとき， 確率Pを行列式点過程と呼ぶ（ とする）．

・K：N×N実対称行列， マージナル・カーネル（核）， 相関核と呼ばれる．

・KA：集合Aの要素に対応する行列 K の成分で構成された|A|×|A|行列．

（|A|は集合Aの要素数を表す．）
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行列式点過程の計算例

У＝｛1,2,3,4｝， A＝｛2,4｝とおく． このとき， 行列式点過程に従う集合Yが
集合Aを含むときの確率， つまり， Aが生起する確率は
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行列式点過程の歴史的な背景
・行列式点過程は，熱平衡状態にあるフェルミ粒子系の分布を与えることから元来は

「フェルミオン点過程（fermion processes）」と呼ばれていた．

・その後， 2000年にBorodin と Olshanskiによって「行列式点過程」と呼ばれるようになった．

→ 2人の論文で初めて「determinantal」という言葉が使われた．
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※左の論文は[3]の
タイトル，著者，及び
ABSTRACTの一部より
引用．



Slater 行列式

フェルミ粒子は Pauli の排他律に従う．Pauli の排他律を満たすような
波動関数の記述には，Slater 行列式が用いられる．

ここで， は規格化定数である（スピン自由度は考えないものとし
た）． 5

．



Slater 行列式と Ginibre点過程①
とし，波動関数を

とおく．これは のとき，量子力学的調和振動子の解として得られる
（ , ,     ：プランク定数， ：振動子の質量， ：角振動数）．
フォノンをフェルミ粒子系と見なし，この基底状態での存在確率

を計算する．2つの行列式の多重線形性より，まず， 部分の係数と規格化定数
を合わせて

を得る．続いて，(1)式の括弧内の分母部分 に注目し，多重線形性を2つの行
列式に用いると以下が示せる．

・・・(1)式
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Slater 行列式と Ginibre点過程②
同様に多重線形性を指数部分と分母部分 にも適用し，最後に2つ行
列式の中にある と ,（ ）の部分
に Vandermondeの行列式を用いると先の存在確率密度は以下のようになり，
下の式の右辺は Ginibre点過程の確率密度に一致する．

ここで，

であり， は平均0，分散 の正規分布を表す．

ランダム行列の
複素固有値の
2次元実平面上
での確率密度
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点分布のプロットの過程

・2回目のプロットは1回目のプロットに影響を受ける．

・3回目のプロットは1回目と2回目のプロットに影響を受ける．

・4回目のプロットは1回目と2回目， そして3回目のプロットに影響を受ける．

→行列式点過程に従う点分布のプロットの過程では， マルコフ過程と異なる
性質が見られる．

1 1 1 1

2 2 2

3 3

4
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行列式点過程の有用な性質

つまり， 以下の2つの不等式

が同時に成り立つ．

→行列式点過程に従う集合の要素のサンプリングを考える． 着目する
集合の要素数が大きく計算が困難な場合， 補集合を用いてサンプリ
ングを行えば計算コストを削減できる. 9

ランダムな部分集合YがマージナルカーネルKの行列式点過程に
従っているとき， その補集合У－YもまたI－Kの行列式点過程に従う．



Lアンサンブルによる行列式点過程の定義

半正定値性を有するN×N実対称行列 L について

が成り立つとき， 確率PLは行列式点過程である（ 𝐼 は単位行列）．

・規格化定数は以下の等式で現れる集合Bが空集合のときに相当する．

・𝐼 ത𝐵： ത𝐵 =У － B の要素に対応する対角成分が1で， それ以外の成分が

全て0である単位行列．
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カーネル L の非対角成分

集合AがA＝｛ i , j ｝で与えられる例を考えると， その確率は以下のように与えら
れる．

よって が大きくなると， 集合Yが2つの要素を持つ確率は小さくなり， カーネ
ル L の非対角成分は負の相関を決定していることがわかる． カーネル L の各
成分が類似度を表すものとすると，

無相関のとき,  すなわち のとき，

であるので， このときの点分布は独立になる（ポアソン点過程）．

他方， のとき， が示される． 11

．



Lアンサンブルの有用な性質①

2つのカーネル K と L には以下の関係式が成り立つ．

Lアンサンブルの定義式から， ランダムな部分集合Yが空集合∅であ
る確率は

ここで， 先ほどの2つのカーネル行列 K と L の関係式を使うと

∴ 12

.

.

．



Lアンサンブルの有用な性質②

ここで，

であるので， 空集合の確率について が示される．
これはLアンサンブルを応用したモデリングの際に， 有用な性質を与
える．

→実データをモデリングするとき， 稀なイベントやノイズのあるイベント
に対し， ゼロでない確率を割り当てなければならないが， Lアンサン
ブルではその手続きがすでに行われている．
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が存在する



Lアンサンブルの最適化問題①

アルゴリズムにおける問題が属するクラスの定義[4]

・ P：問題の入力のサイズの多項式で表せる時間で解決できる問題が属する
クラス．

・ NP：問題に対して提案された解が与えられたら，問題の入力のサイズとそ
の提案された解のサイズの多項式で表せる時間で，その提案された解が問
題の解だということが確かめられる問題が属するクラス．

・ NP困難：問題を多項式時間で解決できるアルゴリズムがあれば，NPのす
べての問題をこの問題に変換し，多項式時間で解けるようにする方法がある
という条件を満たす問題が属するクラス．

・ NP完全：問題がクラスNPに属し， その問題を多項式時間で解くアルゴリ
ズムが存在すれば，NPのすべての問題をこの問題に変換し，多項式時間で解
くことができる方法があるという条件を満たす問題が属するクラス．
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Lアンサンブルの最適化問題②

証明． この証明では， X3C問題がNP完全であることを採用する．

X3C問題の定義

|S|が3の倍数である集合Sを考える． CをSの中から3つの要素を持つ
集合Cnで作られる集合する． このとき， Sの要素を重複なく与えるCの
部分集合C′は存在するか．

例

S＝｛1,2,3,4,5,6｝, C1＝｛1,5,6｝, C2＝｛2,3,5｝,C3＝｛4,5,6｝,C4＝｛2,3,4｝

C＝｛C1,C2,C3,C4｝.  このとき， C′＝｛C1,C4｝が解となる． 15

Lアンサンブルで定義される の最大値を見
つける問題はNP困難である．



Lアンサンブルの最適化問題③

У＝｛1, ・・・,|C|｝， |S|×|C|行列Bを

と置き， 行列Bの各成分を

とする．このとき， 以下の|C|×|C|行列を得る．
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(Ciが要素sを含むとき)

(その他)



Lアンサンブルの最適化問題④
カーネル L は半正定値行列であるから以下で定義できる．

このとき， 以下の命題を示す．

det(LA)の最大値が γ𝑘−1より大きい CがC′を含む

（ の証明）

|S|＝3kと置くと， 集合Sの要素を重複することなく含む集合C′が存在するとき， C′に
属する集合に改めて添え字を付けると

と表され， に対し のとき ， のとき
となる． 今，det(LA)の最大値を求めたいので，AをC′の添え字の集合とすると以下を
得る．
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Lアンサンブルの最適化問題⑤

（ の証明）

C′が存在しないと仮定する．

(i)  |A| < k のとき， |A| ≤ k－1であるので

この対偶をとると，「 が存在する」となる．

(ii) |A| ≥ k のとき

2×2行列の行列式は平行四辺形の面積を， 3×3行列の行列式は平行
六面体の体積を与えることを思い出すと， det(LA)は以下のように書け
る． ただし， は列ベクトル が張る体積を表す．
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Lアンサンブルの最適化問題⑥

を に直交する部分空間への射影演算子とすると

と表せる． C′は存在しないと仮定すると， のうちk個の列ベクト
ルは直交していないことになる． したがって

が成り立つ． また， BiとBjが直交していないとき，
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（①の各項）

（②の各項）

①

②



Lアンサンブルの最適化問題⑦

よって， 行列式 det(LA) は

したがって， を得る．以上の議論の対偶をとると

「 C′が存在する」となる．

→以上より，det(LA)の最大化問題はNP困難である． 20
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