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Hullの境界𝝏𝑲𝒕
radial multiple SLE の流体力学極限における Hullの境界𝜕𝐾𝑡について次の結果を得た.
定理 2.

𝜉, 𝜂𝑡 𝜉 , 𝑆𝑡
𝜉
を定理と同様に定義する.𝑋𝑡 𝜉 を定義する.

𝑋𝑡 𝜉 ≔
4

𝜉 + 𝑖 𝜂𝑡(𝜉) 2 − 1
exp −𝑡 𝜉 + 𝑖 𝜂𝑡(𝜉) 2 .

このとき𝜕𝐾𝑡は次で定義するΓ𝑡(𝜉)を用いて𝜉による1パラメータで表示される.

Γ𝑡 𝜉 ≔ 1 +
1

2
𝑋𝑡 𝜉 ± 4𝑋𝑡 𝜉 + 𝑋𝑡 𝜉

2
,

ただしの符号は Γ𝑡(𝜉) ≤ 1を満たすように選択する.
初期条件𝜌𝑡 𝜙 = 𝛿 𝜙 でのSLE Hullの極限𝜕𝐾𝑡は次の式で与えられる.

𝜕𝐾𝑡 ≔ 𝑔𝑡
−1 exp 𝑖𝜃 ∈ 𝔻 𝜃 ∈ supp𝜌𝑡 = Γ𝑡 𝜉 𝜉 ∈ 𝑆𝑡

𝜉
∪ Γ𝑡 −𝜉 𝜉 ∈ 𝑆𝑡

𝜉

ここで𝑆𝑡
𝜉
は𝑆𝑡

𝜉
のℝ≥0 ≔ {𝑥 ∈ ℝ ∣ 𝑥 ≥ 0}についての閉包(closer)である.

先行研究
・chordal SLE : 上半平面ℍ上のランダム曲線について
Dyson modelとは,パラメータ𝛽 > 0に対して次の確率微分方程式に従う粒子系

𝑋𝑗
𝑁 𝑡

𝑗=1,…,𝑁
∈ 𝕎𝑁, 𝑋𝑗

𝑁 𝑡 ∈ ℝであり,ランダム行列理論でよく知られている.ここで

𝐵𝑗
𝑁 𝑡

𝑗=1,…,𝑁
は独立なブラウン運動である.

𝑑𝑋𝑗
𝑁 𝑡 = 𝑑𝐵𝑗 𝑡 +

𝛽
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1≤𝑘≤𝑁

1

𝑋𝑗
𝑁 𝑡 − 𝑋𝑘

𝑁(𝑡)
𝑑𝑡 .

以下パラメータ𝜅 = 8 /𝛽について 0 < 𝜅 ≤ 4とする.次の時間変更を行う.

𝑉𝑗
𝑁 𝑡 ≔ 𝑋𝑗

𝑁(𝜅𝑡/𝑁)

Dyson model で駆動されるmultiple SLEを考える。 𝑉𝑗
𝑁(𝑡)

𝑗=1,…,𝑁
を駆動関数とし,

実軸上ℝから上半平面ℍへと時間𝑡 ∈ 0, ∞ で発展し,無限遠へ向かう𝑁本のランダム

な単純曲線 𝛾𝑗
𝑁(𝑡)

𝑗=1,⋯,𝑁
を考える.次の微分方程式の解𝑔𝑡(𝑧)はランダム曲線

𝛾𝑗
𝑁(𝑡)

𝑗=1,⋯,𝑁
を表す.

𝜕𝑡𝑔𝑡 𝑧 =
1

𝑛
σ𝑗=1

𝑛 2

𝑔𝑡 𝑧 −𝑉𝑗
𝑁(𝑡)

, 

時刻𝑡 ∈ 0, ∞ において, 𝑔𝑡 𝛾𝑗
𝑁 𝑡 = 𝑉𝑗

𝑁(𝑡)である.また時刻𝑡までのランダム曲線を

𝑗=1ڂ
𝑁 𝛾𝑗

𝑁(0, 𝑡]と表記すると𝑔𝑡 𝑧 は次の等角写像である.

ℍ ∖ ራ

𝑗=1

𝑁

𝛾𝑗
𝑁 0, 𝑡 → ℍ

これの𝑁 → ∞極限を考える.極限での等角写像𝑔𝑡(𝑧)は以下の連立方程式の解として
与えられる.（[1,2]）

൞

𝜕𝑡 𝑔𝑡 𝑧 = 𝑀𝑡 𝑔𝑡 𝑧 ,

𝜕𝑡𝑀𝑡 𝑧 = −2 𝑀𝑡 𝑧 𝜕𝑧 𝑀𝑡 𝑧 , 𝑀𝑡 𝑧 = න
ℝ

2

𝑧 − 𝑢
𝜌𝑡 𝑢 𝑑𝑢 .

下段の式は非粘性の複素Burgers方程式である。𝜌𝑡(𝑢)は駆動関数であるDyson model
の確率密度関数であり,Wigner‘s Semicircle Law として知られている.
ここでHullと呼ばれる次の集合を境界として持つ,等角写像𝑔𝑡(𝑧)によって実軸に写さ

れるℍの部分集合𝐾𝑡について注目する.

𝜕𝐾𝑡 = 𝑔𝑡
−1 supp𝜌𝑡 , supp𝜌𝑡 = {𝑢 ∈ ℝ ∣ 𝜌𝑡 𝑢 > 0}.

𝜕𝐾𝑡はランダム曲線の先端の集合といえる.[2]では特定の初期条件に対し𝜕𝐾𝑡を明示
した. すべての曲線が原点出発である場合（ 𝜌𝑡 𝑢 = 𝛿(𝑢)）については次の通り
1つのパラメータ𝜑による表示を行った.([2]のProposition 3.2 や本ポスター図 1.参考)

𝐾𝑡 = 𝑡 𝒦

𝒦 = ෩Γ𝑠 𝜑 ෩Γ𝑠 𝜑 = 2 𝑖 𝑟 exp −𝑖𝜑 −
exp 2𝑖𝜑

2
, 𝜑 ∈ −

𝜋
2

,
𝜋
2

, 𝑟 ∈ 0,1 .

・radial SLE : 円板上のランダム曲線について
ランダム曲線をこれまでの代わりに円周上𝜕𝔻から円板内𝔻へと延び,円板内の点0へ
向かうときを考える.[3]は円周上のDyson modelと呼べる相互作用するランダム粒子
系によって駆動されるradial multiple SLE を考え,その極限における等角写像が次の連
立方程式によって与えられることを示した.

𝜕𝑡 𝑔𝑡 𝑧 = 𝑔𝑡 𝑧 𝑀𝑡 𝑔𝑡 𝑧 ,

𝜕𝑡𝑀𝑡 𝑧 = −2𝑧 𝑀𝑡 𝑧 𝜕𝑧 𝑀𝑡 𝑧 , 𝑀𝑡 exp(𝑖𝜃) = −𝑖 න
−𝜋

𝜋

cot
𝜙 − 𝜃

2
𝜌𝑡 𝜙 𝑑𝜙

この連立方程式を用いて, 𝑧 = 1出発の初期条件𝜌𝑡 𝜙 = 𝛿(𝜙)に対するDyson modelの
円周上への拡張を行った際の分布𝜌𝑡を明示しsupp 𝜌𝑡を導出した.逆写像𝑔𝑡

−1(supp 𝜌𝑡)
としてHullの境界𝜕K𝑡の明示を行った.その結果を報告する.

図 3.radial multiple SLE の流体力学極限におけるHullの境界の時間発展.

時刻 : 𝑡 = 0.25,0.5, ⋯ , 2.青色が {Γ𝑡 𝜉 ∣ 𝜉 ∈ 𝑆t
𝜉

} ,黄色が{Γ𝑡 −𝜉 ∣ 𝜉 ∈ 𝑆t
𝜉

}

円周上のDyson model の確率密度関数
円周上の Dyson model の流体力学極限での確率密度関数について,次の結果を得た.
定理 1

時刻𝑡 > 0,非負パラメータ𝜉を後で定義する集合𝑆𝑡
𝜉
の要素とする. 以下を定義する.

𝜂𝑡 𝜉 ≔ −𝜉2 + 2𝜉 coth 2 𝑡 𝜉 − 1 ,

𝜎𝑡 𝜉 ≔
𝜉 + 𝑖 𝜂𝑡 𝜉 − 1

𝜉 + 𝑖 𝜂𝑡 𝜉 + 1
exp 2 𝑡 𝜉 + 𝑖 𝜂𝑡(𝜉) .

𝜉の定義域𝑆𝑡
𝜉
は𝜂𝑡の零点𝜉𝑐

± 𝑡 ∶ 𝜂𝑡 𝜉𝑐
± 𝑡 = 0, 𝜉𝑐

− 𝑡 < 𝜉𝑐
+ 𝑡 ,を用いて次の通り表さ

れる.

𝑆𝑡
𝜉

≔ ൝
0, 𝜉𝑐

+ 𝑡 0 < 𝑡 < 1

𝜉𝑐
− 𝑡 , 𝜉𝑐

+ 𝑡 1 < 𝑡

偏角𝜃 ∈ −𝜋, 𝜋 に対するランダム粒子の分布𝜌𝑡(𝜃)は,𝜌𝑡(𝜃) > 0について次のように
与えられる.

𝜃, 𝜌𝑡 𝜃 =

arg 𝜎𝑡(𝜉) ,
𝜉

2𝜋
0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

−arg 𝜎𝑡(𝜉) ,
𝜉

2𝜋
− 𝜋 < 𝜃 ≤ 0

Schramm-Loewner Evolution (SLE) と呼ばれるランダムな曲線の成長についての研究を
紹介する.このポスターでは先行研究として,図 1.のような上半平面ℍ =

𝑧 ∈ ℂ ℑ 𝑧 > 0 へと成長するモデルを紹介し,単位円板内𝔻 = 𝑧 ∈ ℂ 𝑧 < 1 で
の問題を示す.主結果としてランダム曲線の先端の集合である 𝜕𝐾𝑡を明示する.
また今後の発展を述べる.

図 1.相互作用し,互いに交わらないランダ
ムな曲線の模式図と,無限本の曲線の先端に
よる界面𝜕𝐾𝑡=1 ([2]を参考に作成)

図 2. 円周上で相互作用するランダム粒子の確率密度関数𝜌𝑡(𝜃).
時刻 𝑡 = 0.2,0.5, ⋯ , 1.25 .
半円のような分布が広がり,𝑡 > 1で円周すべて（−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋）に広がって
いく様子が見られる.

今後の展望
chordal multiple SLE は統計物理モデルのスケーリング極限との対応が知られている.
またガウス自由場(GFF)との結合が示されている.（[4]）radial multiple SLE でのHullの
境界の明示は,上半平面での対応関係から円板での対応関係への拡張に対して有用で

あると考える.また radial とchordalではランダム曲線の終端𝛾𝑗
𝑁(∞)がそれぞれ,

(radial) : 領域の内部である円板の中心,(chordal) : 領域の端点である無限遠点と異な
る問題となっている.その違いも明らかにできるのではないかと考えている.
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