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概 要

2 次元格子上の統計力学模型やフラクタル曲線の連続極限を統一的に記述することが
予想されている確率的 Loewner 発展 (SLE)について，入門的な解説を行う．
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1 Loewner 鎖

1.1 Riemannの写像定理と複素 Brown 運動

C の開部分集合で，連結しているものを領域とよぶ．Ĉ をRiemann球 C ∪ {∞} とする．
C の部分集合 A に対して，その Ĉ における補集合 Ĉ \ A が Ĉ の連結部分集合を成してい
るとき, A は単連結であるということにする．（この定義から，単連結な集合 A が C 上の連
結していない複数の集合から成っている場合もある．ただし，領域は連結集合であるものと
したので，単連結領域 D と言ったときには，D は連結集合である．）C 上の原点を中心とす
る単位円をD = {z ∈ C : |z| < 1} と記す．
一般に，領域 D ⊂ Ĉから領域 D′ ⊂ Ĉへの写像 f が D 上の正則関数で与えられ，D → D′

が全単射であるとき，f : D → D′ を共形変換 (共形写像)という．この定義から，∀z ∈ D で

f ′(z) ≡ df(z)

dz

= 0 であり，逆写像 f−1 : D′ → D もまた共形変換であることになる．

定理 1.1 (Riemann の写像定理) D が C 全体ではない単連結領域であるとする．この D
内の 1 点 z0 ∈ D を選ぶ．このとき，D を単位円 D に写す共形変換で

f(z0) = 0 かつ f ′(z0) > 0 (1.1)

であるものが存在し，それは一意的に定まる．

証明は [1] Chapter 6を参照せよ．

複素上半平面を H = {z ∈ C : Im (z) > 0} と書く．H の有界部分集合 A において，
A = H ∩ A であり，かつH \ A が単連結であるとき，A を コンパクト H-hull という．

Q = H-hull 全体の集合

と書くことにする．A ∈ Q 自体は連結していない複数の集合から成っていてもよい．ただ
し，A ∩ R 
= ∅ である．
A ∈ Qが与えられているものとする．H\Aは C全体ではない単連結領域なので，Riemann

の写像定理 (定理 1.1) より

f
(1)
A : H \ A → D, 共形変換
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が存在することが保証される．1 次分数関数で表される共形変換を，特にMöbius 変換とよ
ぶ．その特別なものとして

f (2)(z) =
αz − αβ

z − β
, |β| = 1, α ∈ H (1.2)

を考えることにすると，これは

f (2) : D → H, 共形変換

である（f (2)(0) = α である). この 2 つを合成した f
(3)
A = f (2) ◦ f (1)

A ≡ f (2)(f
(1)
A (·)) は

f
(3)
A : H \ A → H, 共形変換

である．
H\A の境界は，A の境界の一部 ∂A∩Rc と実軸の一部 R∩Ac

, および無限遠点∞とから
成る．f (1)

A : H \A→ D によって，∂A∩Rc とR∩Ac
は単位円周 ∂D ≡ {z ∈ C : |z| = 1} 上

に写される．∞ もまた，f (1)
A により ∂D 上のいずれかの点に写される．他方，f (2) : D → H

によって，∂D は H の境界，すなわち R および ∞ に写される．(1.2) で与えられる f (2) で
は，特に z = β という ∂D 上の点が∞ に写される．よって f (2) の径数 β を調節することに
より，f (3)

A として ∞ を ∞ に写すものが得られる．∞ 以外の H \ A の境界である ∂A ∩ Rc

と R ∩ Ac
は，ともに f

(3)
A によってR に写されることになる．

f
(3)
A は元来は H \A 上で定義した関数であるが，上の考察により，R ∩Ac

に拡張される．

f
(3)
A はR ∩ Ac

上では実関数である. つまり，z ∈ R ∩ Ac
のときには f

(3)
A (z) = f

(3)
A (z) が成

り立つ．したがって，次の Schwarzの鏡像原理によって下半平面に解析接続することがで
きる．

補題 1.2 (Schwarz の鏡像原理) H 内の領域 D において f が正則であるとする．この領
域 D の実軸に対する鏡像を D̃ とすると，領域 D̃ において関数 f̃(z) = f(z) は正則である．

1/f
(3)
A (1/z) を考えると，これは原点 0 を原点 0 に写す正則関数であるから，原点 0 の周

りで次のように Taylor 展開できる．

1

f
(3)
A (1/z)

= a1z + a2z
2 + z3z

3 + · · · .

これより

f
(3)
A (z) = b1z + b0 +

b−1

z
+
b−2

z2
+ · · ·

という展開が得られる．上述のように，z ∈ R∩Ac
に対して f

(3)
A (z) ∈ R∩Ac

であることか
ら，aj ∈ R, j ∈ {1, 2, 3, . . .}, かつ, bj ∈ R, j ∈ {1, 0,−1, . . .} である．
次に，H → H の Möbius 変換で∞ を ∞ に写すものを考えることにする．これは

f (4)(z) = d1z + d0, d1 > 0, d0 ∈ R
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で与えられる．これと f
(3)
A との合成を考えると[

f (4) ◦ f (3)
A

]
(z) = f (4)(f

(3)
A (z))

= d1b1z + (d1b0 + d0) +
d1b−1

z
+
d1b−2

z2
+ · · ·

となるが，特に d1b1 = 1, d1b0 + d0 = 0 ⇐⇒ d1 = 1/b1, d0 = −b0/b1 と係数 d0, d1 を選ぶこと
にする．こうして定められた共形変換を

gA : H \ A → H

と書くことにする. これは条件

lim
z→∞

[
gA(z) − z

]
= 0 (1.3)

を満たし，

gA(z) = z +
c−1

z
+
c−2

z2
+ · · · , cj ∈ R, j ∈ {−1,−2, . . . }, (1.4)

と展開できるものである．(1.3) は流体力学的条件とよばれるが，これは (1.4) の展開の初項
z の係数が 1 であり，かつ，z に依らない定数項はないという条件である．
条件 (1.3) より z − gA(z) は H \A 上有界な正則関数であるから，その実部と虚部はそれ

ぞれ H \ A 上有界な調和関数である．ここでは虚部

φA(z) = Im (z − gA(z)) (1.5)

を考えることにする．
虚数単位を i =

√−1 と書く．B(j)
t , j = 1, 2 を 2 つの独立な 1 次元標準 Brown 運動 と

する．このとき，標準複素 Brown 運動は

Bt = B
(1)
t + iB

(2)
t (1.6)

で定義される．いま，領域 D に対して，この内点 z ∈ D からスタートした複素 Brown 運
動に対して τD = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ Dc} とする．一般に，B0 = z という初期条件の下での複
素 Brown 運動の確率分布を Pz[ · ] と書き，また期待値をEz[ · ] と書くことにする．
次の命題が知られている．（例えば, 文献 [5] ではProposition 2.10 として与えられている.)

命題 1.3 領域 D の境界に対して，有界で連続な関数 F : ∂D → R が与えられているもの
とする．このとき，D の中では調和的であり，∂D 上では F に一致するようなD → R の
関数 u が一意的に定まり，D 内の各点 z ∈ D に対する値は

u(z) = Ez[F (BτD
)] (1.7)

で与えられる．
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この命題を D = H \ A に対して適用する．z ∈ H \ A に対して τ�\A を τ と略記すると，

τ = τ�\A = inf{t ≥ 0 : Bt ∈ A ∪ R} (1.8)

である．つまりこれは，（t = 0 で z ∈ H \ A をスタートした）複素 Brown 運動がコンパク
ト H-hull A か実軸 R のいずれかにはじめて到達する時刻である．(1.5) で与えた調和関数
は，命題 1.3 より

φA(z) = Ez[φA(Bτ )]

と書くことができることになる．(1.5) をこの式の右辺に代入すると

φA(z) = Ez[Im (Bτ )] − Ez[Im (gA(Bτ ))] = Ez[Im (Bτ)] (1.9)

となる．ただしここで，τ の定義よりBτ は H \A の (∞ 以外の)境界上の点であり，これは
共形変換 gA で R 上に写されるので，その虚部 Im (gA(Bτ )) = 0 であることを用いた．(1.9)
を (1.5) と等値することにより，

Im (gA(z)) = Im (z) − Ez[Im (Bτ )], z ∈ H \ A (1.10)

という表式が得られる．

1.2 半平面容量, Schwarz 微分，H-excursion

(1.10) で特に z = i y, y > 0 とおくと，Im (i y) = y なので

Im (gA(i y)) = y − Ei y[Im (Bτ )]

となる．ここで (1.4) の展開式を用いると

(LHS) = Im

(
i y +

c−1

i y
+ O

(
1

y2

))
= y − c−1

y
+ O

(
1

y2

)
なので

y − c−1

y
+ O

(
1

y2

)
= y −Ei y[Im (Bτ )].

したがって
c−1 = lim

y→∞
yEiy[Im (Bτ )]

が得られる．以下ではこの量をA ∈ Q に対する半平面容量 (half-plane capacity) とよび，
hcap(A) と表すことにする：

hcap(A) ≡ lim
y→∞

yEiy[Im (Bτ�\A
)], A ∈ Q. (1.11)

この定義より，A ∈ Q に対して

gA(z) = z +
hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
)
, z → ∞ (1.12)

5



となる．
半平面容量に関して，2 つの補題を証明しておくことにする．以下では，C 上の集合 S =

{z : z ∈ S} に対して，

拡大・縮小 : r > 0 に対して rS = {rz : z ∈ S}
平行移動 : u ∈ C に対して S + u = {z + u : z ∈ S}

と書くことにする．

補題 1.4 r > 0, x ∈ R とすると，A ∈ Q に対して次が成り立つ．

hcap(rA) = r2hcap(A), (1.13)

hcap(A+ x) = hcap(A). (1.14)

証明. 共形変換 gA の定義より，

grA(z) = rgA(z/r), (1.15)

gA+x(z) = gA(z − x) + x (1.16)

が成り立つことは明らかである．展開 (1.12) を用いると

(1.15) の左辺 = z +
hcap(rA)

z
+ O

(
1

|z|2
)

であり，

(1.15) の右辺 = r

{
z

r
+

hcap(A)

z/r
+ O

(
1

|z/r|2
)}

= z +
r2hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
)

なので，両辺の 1/z の係数を比較すると (1.13) が得られる．同様に

(1.16) の左辺 = z +
hcap(A+ z)

z
+ O

(
1

|z|2
)

であり，また

(1.16) の右辺 = (z − x) +
hcap(A)

z − x
+ O

(
1

|z − x|2
)

+ x

= z +
hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
)

なので，(1.14) が得られる．
いま A,B ∈ Q であり

A ⊂ B
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とする．共形変換 gA によってH \A→ H となるが，A ⊂ B なので gA(B \A) ∈ Q である．
さらに

H \ gA(B \ A) → H

と写像する共形変換が ggA(B\A) ということになる．以上より

gB = ggA(B\A) ◦ gA, A,B ∈ Q, A ⊂ B (1.17)

という関係が成り立つことになる．このとき，次が成り立つ．

補題 1.5 A,B ∈ Q, A ⊂ B とする．このとき

hcap(B) = hcap(A) + hcap(gA(B \ A)) (1.18)

が成り立つ．

証明. 展開式 (1.12) より

gA(z) = z +
hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
)
,

ggA(B\A)(z) = z +
hcap(gA(B \ A))

z
+ O

(
1

|z|2
)
, z → ∞.

したがって [
ggA(B\A) ◦ gA

]
(z) = ggA(B\A)

(
gA(z)

)
= ggA(B\A)

(
z +

hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
))

=

{
z +

hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
)}

+
hcap(gA(B \ A))

z +
hcap(A)

z
+ O

(
1

|z|2
) + O

(
1

|z|2
)

= z +
1

z

(
hcap(A) + hcap(gA(B \ A))

)
+ O

(
1

|z|2
)

となるが，(1.17) よりこれが

gB(z) = z +
hcap(B)

z
+ O

(
1

|z|2
)
,

と等しくなければならない．これより (1.18) が導かれる．

x0 ∈ R に対して，Ω をH 内の x0 の開近傍とする．Ω を H の中に写す共形変換で，x0 を
含む実軸上のある区間 [x0 − r, x0 + r], ∃r > 0 を実軸 R 上に写す共形変換を ϕ とする．こ
の共形変換 ϕ の x0 における微係数を ϕ′(x0) と書くことにすると，補題 1.4 から次が導か
れる．
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補題 1.6 任意の ε > 0 に対して，次を満たすように δ > 0 をとることができる：もしも
A ∈ Q が x0 の δ-近傍 {z ∈ H : |z − x0| < δ} に含まれているならば，∣∣hcap(ϕ(A)) − ϕ′(x0)

2hcap(A)
∣∣ ≤ ε|hcap(A)| (1.19)

が成り立つ．

C3 級連続関数 f(z), z ∈ C に対して，Schwarz 微分を次式で定義する：

Sf(z) =

(
f ′′(z)
f ′(z)

)′
− 1

2

(
f ′′(z)
f ′(z)

)2

=
f ′′′(z)
f ′(z)

− 3

2

(
f ′′(z)
f ′(z)

)2

. (1.20)

次が成り立つ．

補題 1.7 D ⊂ C を，原点 0 の ε-近傍を含む単連結領域とする．f : D → H を f(0) =
0, f ′(0) = 1である共形変換とする．負符号をつけた反転写像を�(z) = −1/z とし (�−1(z) =
�(z) である)，A = �(H \D) とおくと,

Sf(0) = −6 hcap(A) ≤ 0 (1.21)

である．

証明. 合成写像 φ ≡ �−1 ◦ f ◦�, すなわち

φ(z) = �−1(f(�(z)) = �−1(f(−1/z)) = − 1

f(−1/z)
(1.22)

は，H \ A を H に写す共形変換を与える．与条件より

φ(∞) = lim
z→∞

(
− 1

f(−1/z)

)
= ∞,

φ′(∞) = lim
z→∞

φ′(z) = lim
z→∞

f ′(−1/z)

(f(−1/z))2

1

z2

= lim
z→∞

f ′
(
−1

z

){
f(−1/z) − f(0)

−1/z − 0

}−2

=
f ′(0)

(f ′(0))2
= 1

であるから，この共形変換は流体力学的条件 (1.3) を満たす．よってこれは，(1.12) のよう
に展開できる共形変換 gA にある実数 x ∈ R を加えたものである：

φ(z) = x+ gA(z), ∃x ∈ R.

よって，(1.22) より

f(z) = − 1

φ(−1/z)
= − 1

x+ gA(−1/z)
, x ∈ R

となる．分母を gA(w) = w + hcap(A)/w + O(|w|−2), w → ∞ に従って展開して整理すると

f(z) = −
{
x− 1

z
− hcap(A)z + O(z2)

}−1

= z + xz2 + {x2 − hcap(A)}z3 + O(z4)
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が得られる．これから一般に f ′′(0) = 2x, f ′′′(0) = 6{x2 − hcap(A)} であることが分かるの
で，(1.21) が導かれる.

複素 Brown 運動は (1.6) のように，実部と虚部が互いに独立な 1 次元標準 Brown 運動で
あるが，虚部を 3 次元 Bessel 過程（付録 A.2 を参照）としたものを, H-excursion とよぶ
ことにする：

B̂t = Bt + iXt,

Bt = 1 次元標準 Brown 運動, Xt = 3 次元 Bessel 過程. (1.23)

ただし，X0 = x > 0 とする．H-excursion は，実軸 R に衝突しないという条件の下での H

内ので複素 Brown 運動として実現される．このことから，半平面容量 (1.11) に対して，次
の表式を与えることができる．A ∈ Q, x ∈ R に対して，

hcap(A) = lim
y↑∞

y2P̂x+i y
[
B̂[0,∞) ∩ A 
= ∅

]
. (1.24)

ただし，P̂x+i y は B̂0 = x+ i y から出発したH-excursion に対する確率分布であり，B̂[0,∞)
は H-excursion の軌跡全体を表す．また，A ∈ Q, z ∈ H \ A に対して，

P̂z
[
B̂[0,∞) ∩A = ∅

]
=

Im (gA(z))

Im (z)
(1.25)

が成立する．この等式で，z = x+ i ε とおいて，ε ↓ 0 の極限をとることにより，

P̂x
[
B̂[0,∞) ∩A = ∅

]
= g′A(x), x ∈ R \ A (1.26)

という等式が得られる．ただし，g′A(x) =
dgA(x)

dx
である．

1.3 単純曲線 γ に対応する共形変換 gt

時間 t ∈ [0,∞)をパラメータとしてもつ曲線γ : [0,∞) → Cを考える．γ(0, t] = {γ(s) : s ∈
(0, t]}, γ[t1, t2] = {γ(s) : s ∈ [t1, t2]}といった記法を用いることにする．任意の 0 ≤ s < t <∞
に対して γ(s) 
= γ(t) であるとき，γ は単純曲線であるという．
曲線 γ が次の条件を満たしているものとする：

(C.1) (i) γ(0) ∈ R, (ii) γ(0,∞) ⊂ H, (iii) γ は単純曲線である.

各時刻 t > 0 ごとに，γ(0, t] ∈ Q であり，H \ γ(0, t] → H なる共形変換 gγ(0,t](z) が定義
される．以下では

gt(z) = gγ(0,t](z), z ∈ H \ γ(0, t], t > 0 (1.27)

と書くことにする．これは

gt(z) = z +
b1(t)

z
+ O

(
1

|z|2
)
, z → ∞ (1.28)
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と展開できる．ここで

b1(t) = hcap(γ(0, t]) (1.29)

である．本 1.3 節では t を固定して考えることにする．
1.1 節では (1.10)，すなわち

Im(gt(z)) = Im(z) − Ez[Im (Bτ )], z ∈ H \ γ(0, t] (1.30)

という表式を得た．ただしここで

τ = τ�\γ(0,t] ≡ inf{s ≥ 0 : Bs ∈ γ(0, t] ∪ R} (1.31)

である．
いま

R = Rt = sup{|γ(s) − γ(0)| : s ∈ [0, t]} (1.32)

とする．つまり γ(0, t] は γ(0) を中心とする半径 R の半円 B(γ(0), R) ∩ H の中に含まれる
ことになる．この半円の外の H の点 z ∈ H \ B(γ(0), R) に対して，この点を出発点とする
複素 Brown 運動を考える．半円 B(γ(0), R) ∩ H の円周を Γ と書くことにする．上述の複
素 Brown 運動が，この半円周 Γ 上または実軸 R に初めて到達する時刻を σ と書くことに
する (図 1 を参照):

σ = inf{s ≥ 0 : Bs ∈ Γ ∪ R}.

γ (t)

γ (0)+Rγ (0)

Bσ�

z

γ (0)-R

Bτ�

図 1: 上半複素平面 H 内の単純曲線 γ(0, t] と z ∈ H を出発点とした複素 Brown 運動の軌跡

指示関数を1( · )と書くことにすると（条件 aに対して，条件 aが成り立つときは 1(a) = 1,
それ以外のときは 1(a) = 0 である），時刻 τ と σ の定義から

Ez[Im (Bτ)] =

∫
Γ∪�

Ez
[
1(Bσ ∈ dω)Eω[Im (Bτ)|Bσ ∈ dω]

]
10



であるが，複素 Brown 運動の強 Markov 性より, これは∫
Γ∪�

Pz[Bσ ∈ dω]Eω[Im (Bτ )] =

∫
Γ

Pz[Bσ ∈ dω]Eω[Im (Bτ )] (1.33)

で与えられる．Bσ ∈ R の場合には τ = σ であり，Im (Bτ) = 0 となることから最後の等式が
成り立つ．付録 A.1 の (A.13) で与えた Poisson 核HD′ で ζ → z, r → γ(0), q → θ としたも
のとして与えられる関数

p(z, γ(0) +Rei θ) = −2

π

∞∑
n=1

sin(nθ)Rn−1Im

[
1

(z − γ(0))n

]
(1.34)

を用いて，(1.33) は

Ez[Im (Bτ )] =

∫ π

0

p(z, γ(0) +Rei θ)Eγ(0)+Rei θ

[Im (Bτ )]Rdθ (1.35)

と書くことができる．この結果を (1.30) に代入すると

Im [gt(z)] = Im [z] +
2

π

∞∑
n=1

RnIm

[
1

(z − γ(0))n

] ∫ π

0

sin(nθ)Eγ(0)+Rei θ

[Im (Bτ )]dθ (1.36)

となる．
曲線 γ[0, t] は，その出発点 γ(0) を中心とする半径 R の円に含まれる．この曲線を実軸に

沿って−γ(0) だけ平行移動して原点を出発点とするようにした後，全体を 1/R に拡大また
は縮小して得られる曲線を γ̂[0, t] と書くことにする．これは原点を中心とする単位円 D に
含まれることになる．そして

τ̂ = inf{s ≥ 0 : Bs ∈ γ̂(0, t] ∪ R} (1.37)

とする. 複素 Brown 運動の平行移動不変性と拡大・縮小共変性より

Eγ(0)+Rei θ

[Im (Bτ )] = REei θ

[Im (B
�τ )] (1.38)

が成り立つので，(1.36) は

Im [gt(z)] = Im [z] +
2

π

∞∑
n=1

Rn+1Im

[
1

(z − γ(0))n

] ∫ π

0

sin(nθ)Eei θ

[Im (B
�τ )]dθ

= Im

[
z +

∞∑
n=1

bn
(z − γ(0))n

]
, z ∈ H \ γ(0, t] (1.39)

となる．ただし

bn = Rn+1 2

π

∫ π

0

sin(nθ)Eei θ

[Im (B
�τ )]dθ, n ∈ N ≡ {1, 2, . . .} (1.40)

である．gt は H\γ(0, t]で正則であるので，その実部 Re [gt(z)]と虚部 Im [gt(z)]はCauchy-
Riemann の微分方程式を満たさなければならない．その結果，虚部に対する表式 (1.39) よ

11



り，c =定数 としてRe [gt(z)] = Re [z +
∑∞

n=1 bn/(z − γ(0))n] + c となるが，流体力学的条
件 (1.3) より c = 0 でなければならない．これより

gt(z) = z +

∞∑
n=1

bn
(z − γ(0))n

, z ∈ H \ γ(0, t] (1.41)

と定まることになる．これを (1.28) および (1.29) と見比べると，半平面容量に対して

b1(t) = hcap(γ(0, t]) = R2 2

π

∫ π

0

sin θEei θ

[Im (B
�τ )]dθ (1.42)

という表式が得られることになる．
0 ≤ θ ≤ π のとき，n = 2, 3, . . . に対して

| sin(nθ)| ≤ cn sin θ (1.43)

となる有限な値 cn をとることができる．Eei θ
[Im (B

�τ)] ≥ 0 なので，(1.40) より

|bn| ≤ Rn+1 2

π

∫ π

0

| sin(nθ)|Eei θ

[Im (B
�τ )]dθ

≤ cnR
n+1 2

π

∫ π

0

sin θEei θ

[Im (B
�τ)]dθ

である．よって (1.42) より,

|bn| ≤ cnR
n−1|b1|, n = 2, 3, · · · (1.44)

という評価が得られる．

1.4 Loewner の微分方程式

前 1.3節では時刻 tを固定して考えたが，ここでは時間を連続的に変化させることにする．
bn = bn(t) と書くことにして

gt(z) = z +
∞∑

n=1

bn(t)

(z − γ(0))n
(1.45)

とする．
ε > 0として，時刻 t+ ε までの曲線 γ(0, t+ ε] を考える．これに対応する共形変換 gt+ε(z)

は次のような合成で与えられる：

gt+ε(z) = gγ(0,t+ε](z)

=
[
ggt(γ(t,t+ε]) ◦ gt

]
(z) = ggt(γ(t,t+ε])(gt(z)), z ∈ H \ γ(0, t+ ε]. (1.46)

これは，(1.17) で特にA = γ(0, t], B = γ(0, t+ ε] としたものである．
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B \ A = γ(t, t + ε] であり，gA(B \ A) = gγ(0,t](γ(t, t + ε]) = gt(γ(t, t + ε]) である．共形
変換 gt は H \ γ(0, t] を H に写すので，γ(t, t+ ε] は gt の定義域 H \ γ(0, t] に入っており，
よってその像は gt(γ(t, t+ ε]) ⊂ H である．
有界領域 D ⊂ C に対して

diam(D) = sup{|z − w| : z, w ∈ D} (1.47)

とし，曲線 γ = {γ(t) : t ∈ [0,∞)} に対して，δ > 0, 0 < t0 <∞ として

osc(γ, δ, t0) = sup{|γ(s) − γ(t)| : 0 ≤ s, t ≤ t0, |t− s| ≤ δ} (1.48)

と定義する．また，0 ≤ s < t に対して

||gs − gt||∞ = sup{|gs(z) − gt(z)| : z ∈ H \ γ(0, t]}
= sup{|ggs(γ(s,t]) − z| : z ∈ H \ gs(γ(s, t])} (1.49)

とする．このとき，次が成り立つ．(文献 [5] に Lemma 4.1 として与えられている.)

補題 1.8 曲線 γ が条件 (C.1) を満たすものとする．このとき，0 ≤ t <∞, 0 < ε ≤ ε <∞
に対して，

diam
[
gt(γ(t, t+ ε])

]
≤ c

√
diam(γ[0, ε])osc(γ, ε, ε), (1.50)

||gt − gt+ε||∞ ≤ c
√

diam(γ[0, ε])osc(γ, ε, ε) (1.51)

となる定数 c <∞ が存在する．

この補題 1.8 より，次が導かれる．

補題 1.9 曲線 γ が条件 (C.1) を満たすものとする．このとき，次が成り立つ．
(i) gt は各 z ∈ H \ γ(0, t] において，t の連続関数である．
(ii) 各時刻 t ≥ 0 において，

lim
z→γ(t):z∈�\γ(0,t]

gt(z) = Ut (1.52)

となる Ut ∈ R が唯一存在する．また，この Ut は

Ut = lim
s↑t

gs(γ(t)) (1.53)

を満たし, t について連続である．

注 1.1 以後では，(1.52) および (1.53) の意味において

gt(γ(t)) = Ut ∈ R, t ∈ [0,∞) (1.54)

と書くことにする．
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この補題 1.9 の (1.52) より，Ut = limε↓0 gt(γ(t+ ε)) ∈ R であり，(1.46) は

gt+ε(z) = gt(z) +
∞∑

n=1

bn((t, t+ ε])

(gt(z) − Ut)n
(1.55)

という形に書けることになる．ただしここで

Rε
t = max{|gt(γ(t+ s)) − Ut| : 0 ≤ s ≤ ε}, (1.56)

として，

b1((t, t+ ε]) = b1(t + ε) − b1(t),

|bn((t, t+ ε])| ≤ cn(R
ε
t )

n−1|b1((t, t+ ε])|, n = 2, 3, · · · (1.57)

が成り立つ．初めの等式は補題 1.5 から導かれ，後の不等式は (1.44) と同様にして導くこと
ができる．
以上より∣∣∣∣gt+ε(z) − gt(z) − b1(t + ε) − b1(t)

gt(z) − Ut

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=2

cn(Rε
t )

n−1

|gt(z) − Ut|n |b1(t+ ε) − b1(t)|

という不等式が得られることになる．この両辺を ε で割ると∣∣∣∣gt+ε(z) − gt(z)

ε
− 1

gt(z) − Ut

b1(t + ε) − b1(t)

ε

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=2

cn(R
ε
t )

n−1

|gt(z) − Ut|n
∣∣∣∣b1(t+ ε) − b1(t)

ε

∣∣∣∣
となるが，ここで ε→ 0 の極限をとることを考える．半平面容量 b1(t) = hcap(γ(0, t]) は時
間に関して微分可能であり，

lim
ε↓0

b1(t+ ε) − b1(t)

ε
=
db1(t)

dt
=

d

dt
hcap(γ(0, t]) (1.58)

が存在するものと仮定する．limε↓0Rε
t = 0 であるから，

lim
ε↓0

gt+ε(z) − gt(z)

ε
=

1

gt(z) − Ut

db1(t)

dt
, b1(t) = hcap(γ(0, t])

という等式が成り立つことになる．補題 1.9 より，この等式の右辺に現れる gt(z) と Ut は t
に関して連続である．よって，db1(t)/dt が t の連続関数であると仮定すると，gt(z) の右微
分（上式の左辺）も t について連続ということになる．このことから，上式は gt(z) の微分
dgt(z)/dt に等しいことが保証される．
よって，b1(t) = hcap(γ(0, t]) がC1 級連続であれば，gt は次の微分方程式を満たすことに

なる．

dgt(z)

dt
=

1

gt(z) − Ut

db1(t)

dt
, b1(t) = hcap(γ(0, t]). (1.59)

ただし，初期条件は g0(z) = z である．これを Loewner の微分方程式 (Loewner differ-
ential equation) という．また，Ut をLoewner 方程式の駆動関数という．この初期値問題

14



の解として与えられる，時刻 t ≥ 0 で径数付けられる共形変換の族 (gt( · ))t≥0 は Loewner
鎖 とよばれる．

注 1.2 補題 1.5 と補題 1.8 より，b1(t) は t について狭義単調増加であり，t > 0, ε > 0 に
対して，b1(t+ ε)− b1(t) ≤ c diam(γ[0, t+ ε])diam(γ[t, t+ ε]) となる定数 c <∞ があること
が導かれる．したがって，b1(t) は t の連続関数である．上の (1.58) のところでは，さらに，
b1(t) = hcap(γ(0, t]) がC1 級連続であることを仮定したが，この仮定は必ずしも必要ではな
い．曲線 γ を (時刻 t の代わりに) 半平面容量 b1(t) そのもので径数付けすることが可能で
あるからである．通常は γ̃(t) = γ(b−1

1 (2t)) とおく．この定義より

b1(t) = hcap(γ̃((0, t])) = 2t (1.60)

となるので，Loewner 方程式は

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) − Ut

, g0(z) = z (1.61)

となる．以下では，特に断りのない限り，(1.61) を Loewner 方程式とよぶことにする．

1.5 Loewner 鎖の逆変換 ft = g−1
t と跡 γ

1.3 節と 1.4 節では，条件 (C.1) を満たす曲線 γ : [0,∞) → H を考え，共形変換 gt :
H \ γ(0, t] → H, t ≥ 0 の満たすべき常微分方程式 (1.61) を導いた．この Loewner 方程式は，
曲線 γ の各時刻での先端の値 γ(t) から (1.54) によって与えられる t の連続関数 Ut で駆動
される形をしている．
以下では，逆に適当な条件を満たす t の連続関数 Ut を与えて，その Ut で駆動される

Loewner 方程式 (1.61) の解 gt によって H から共形的に消去される 曲線 γ を導くことを考
えることにする．
Ut : [0,∞) → R, (ただし U0 = 0 とする)を t の連続関数として，各 z ∈ H \ {0} に対し

て，Loewner 方程式 (1.61) の解を gt(z) とする．解 gt(z) は gt(z) − Ut 
= 0 である間は存在
する．そこで

Tz = sup{t > 0 : gt(z) − Ut 
= 0} (1.62)

として，

Ht ≡ {z ∈ H : Tz > t}, Kt ≡ {z ∈ H : Tz ≤ t} (1.63)

と定義する．任意の t ≥ 0 に対して，Kt は H 内のコンパクトな集合であり，Ht は非有界
な開領域である．gt は Ht を H に写す共形変換である．

Loewner 鎖 (gt)t≥0 に対して，

ft ≡ g−1
t , f̂t( · ) = ft( · + Ut) (1.64)

とする．ft は H → Ht の共形変換である．定義より ft(gt(z)) = z であるが，この自明な式
の両辺を t で微分すると (z と t は独立なので右辺の t 微分は零であり)

d

dt
ft(gt(z)) + f ′

t(gt(z))
d

dt
gt(z) = 0
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が得られる．ただし一般に，z の解析関数 F (z) に関して F ′(z) = ∂F (z)/∂z と書くことに
する．ここで，Loewner 方程式 (1.61) を代入すると，

d

dt
ft(gt(z)) + f ′

t(gt(z))
2

gt(z) − Ut
= 0

となるので，gt(z) を改めて z と書くことにすると

d

dt
ft(z) = −f ′

t(z)
2

z − Ut
, f0(z) = z (1.65)

という，gt の逆変換 ft に対する方程式が導かれる．
(1.54) は

γ(t) = g−1
t (Ut) = ft(Ut) = lim

z→0,z∈�
ft(z + Ut)

と式変形できるので，Loewner 鎖に対して，一般に

γ(t) ≡ lim
z→0,z∈�

f̂t(z) (1.66)

を考えることにする．これをLoewner 鎖の跡 (trace of Loewner chain)とよぶことにす
る．極限として唯一の点が定まらないときには，γ(t) はすべての極限点の集合を表すものと
する．各 t ≥ 0 で γ(t) が H 上の唯一の点として定まり，γ(t) が t の連続曲線であるとき，
「Lowner 鎖の跡 γ は連続曲線である」あるいは「Loewner 鎖は連続曲線 γ で生成される」
という．
一般に

A = {D :単連結領域, D 
= C, D � 0},
S∗ = {f : D 上の単葉関数 (≡ 正則かつ単射), f(0) = 0, f ′(0) > 0}

とすると，Riemann の写像定理 (定理 1.1)より，A と S∗ とは 1対 1対応することになる．
ここでは，S∗ の部分集合として

S = {f ∈ S∗ : f ′(0) = 1}

を考え，これに対応する A の部分集合をA1 とする．任意の F ∈ S は，原点 0 の周りで

F (z) = z +
∞∑

n=2

anz
n (1.67)

と展開できて，次が成り立つことが示せる．(例えば，文献 [5] には Proposition 3.16 として
与えられている.)

命題 1.10 (Bieberbach) F ∈ S ならば，|a2| ≤ 2 である．

この命題から，有名な Koebe の 1/4 定理 (Koebe One-Quarter Theorem)が導かれる．

定理 1.11 (Koebe 1/4 定理) F ∈ S ならば，B(0, 1/4) ⊂ F (D) である．
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そして，これの系として次が得られる．

系 1.12 D,D′ を C 上の単連結領域とし，f : D → D′ を共形変換とする．いま，z ∈ D,
f(z) = z′ ∈ D′ に対して，d = dist(z, ∂D), d′ = dist(z′, ∂D′) とすると，

d′

4d
≤ |f ′(z)| ≤ 4d′

d

が成り立つ．

さて，(各 t ≥ 0) に対して，ft は H → Ht ∈ Q の共形変換である．像 Ht は原点 0 を含
まないが，これを β0 ∈ C, Imβ < 0 だけ並行移動して，像が原点を含むようにする．さらに
全体を β1 倍 (β1 ∈ C) する（拡大・縮小・回転する）ことにより，像が A1 の元となるよう
にできる．すなわち，

φβ(z) = β0 + β1z, φβ(Ht) ∈ A1 (1.68)

とする．
また，D → H なる共形変換がMöbius 変換 (1.2) で与えられることを述べたが，その逆の

共形変換 (H → D) はMöbius 変換

ϕα(z) = γ
z − α

z − α
, α, γ ∈ C, Imα > 0, |γ| = 1 (1.69)

で与えられる．ただし，この変換は α ∈ H を原点 0 ∈ D に写す．
以上の考察から，(β0, β1) を適当に選べば，

ft( · ) = φ−1
β ◦ F ◦ ϕα( · )

= φ−1
β (F (ϕα( · ))), F ∈ S (1.70)

と表せることが分かる．ただし，α (と γ)は任意に選ぶことができる．(図 2 を参照.)

以下で，|f ′
t(z)| の挙動を評価する必要が生じる．そのため，対数微分

∂

∂z
log f ′

t(z) を計算

したい．(1.68) より φ−1
β (z) = (z − β0)/β1 なので，(1.70) より

f ′
t(z) = (φ−1

β )′(F (ϕα(z)))F ′(ϕα(z))ϕ′
α(z) =

1

β1
F ′(ϕα(z))ϕ′

α(z),

f ′′
t (z) =

1

β1

F ′′(ϕα(z))(ϕ′
α(z))2 +

1

β1

F ′(ϕα(z))ϕ′′
α(z)

となるので，
∂

∂z
log f ′

t(z) =
f ′′

t (z)

f ′
t(z)

=
F ′′(ϕα(z))

F ′(ϕα(z))
ϕ′

α(z) +
ϕ′′

α(z)

ϕ′
α(z)

である．
パラメータ α は任意に選ぶことができた．そこで，各 z ∈ H に対して，上の対数微分

を計算する際に，α = z とすることもできる．つまり，Möbius 変換で H → D とする際に
z ∈ H → 0 ∈ D となるようにすることになるので，ϕz(z) = 0 である．また，(1.69) より

ϕ′
α(z) = γ

α− α

(z − α)2
, ϕ′′

α(z) = −2γ
α− α

(z − α)3
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図 2: ft = φ−1
β ◦ F ◦ ϕα.

なので，

ϕ′
z(z) =

γ

z − z
=

γ

2i Im z
, ϕ′′

z(z) = − 2γ

(z − z)2
= − 2γ

(2i Im z)2

である．また，F ∈ S の展開 (1.67) より，F ′(0) = 1, F ′′(0) = 2a2 なので，

∂

∂z
log f ′

t(z) = 2a2
γ

2i Im z
− 2

2i Im z
=
a2γ − 1

i Im z
(1.71)

という表式が得られる．
これから，命題 1.10 を用いると (|γ| = 1 なので)∣∣∣∣ ∂∂z log f ′

t(z)

∣∣∣∣ =
|f ′′

t (z)|
|f ′

t(z)|
≤ |a2| + 1

Im z
≤ 3

Im z
(1.72)

という評価が得られる．また，f ′
t(z) = |f ′

t(z)|ei arg(f ′
t(z)) と極表示してから対数をとると

log f ′
t(z) = log |f ′

t(z)| + i arg(f ′
t(z)) (1.73)

となるので，この t 微分をとると

d

dt
log f ′

t(z) =
d

dt
log |f ′

t(z)| + i
d

dt
arg(f ′

t(z))

が得られる．この等式の実部をとると

Re

(
d

dt
log f ′

t(z)

)
=

d

dt
log |f ′

t(z)| ≤
∣∣∣∣ ddt log f ′

t(z)

∣∣∣∣ (1.74)

である．他方，ft に対する微分方程式 (1.65) の両辺を z で微分すると

d

dt
f ′

t(z) = −f ′′
t (z)

2

z − Ut
+ f ′

t(z)
2

(z − Ut)2
,
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つまり
d

dt
log f ′

t(z) = −f
′′
t (z)

f ′
t(z)

2

z − Ut
+

2

(z − Ut)2

を得るので，(1.74) より

d

dt
log |f ′

t(z)| ≤
|f ′′

t (z)|
|f ′

t(z)|
2

|z − Ut| +
2

|z − Ut|2 ≤ |f ′′
t (z)|

|f ′
t(z)|

2

Im z
+

2

(Im z)2

が得られる．よって，(1.72) を用いると，

d

dt
log |f ′

t(z)| ≤
8

(Im z)2

であることが導かれる．0 ≤ s ≤ t として，これを s から t まで積分すると

|f ′
t(z)| ≤ exp

{
8(t− s)

(Im z)2

}
|f ′

s(z)|

を得る．
次に，(1.73) を z で微分して，両辺の実部をとると，

Re

(
∂

∂z
log f ′

t(z)

)
=

∂

∂z
log |f ′

t(z)|

となる．そこで (1.71) および命題 1.10 を用いると

∂

∂z
log |f ′

t(z)| = Re

(
a2γ − 1

i Im z

)
=

Im (a2γ)

Im z
≤ |a2|

Im z
≤ 2

Im z

を得る．z, w ∈ H として，これを z から w まで積分すると

|f ′
t(w)| ≤ |f ′

t(z)| exp

{∫ w

z

2

Im z′
dz′
}

となるが，特に Im z ≤ Imw の場合には

|f ′
t(w)| ≤ |f ′

t(z)| exp

{ |w − z|
Im z

}
が成り立つ．以上を補題の形にまとめておく．

補題 1.13 Loewner 鎖の逆変換 (ft( · ))t≥0 は次を満たす．

|f ′
t(z)| ≤ exp

{
8(t− s)

(Im z)2

}
|f ′

s(z)|, 0 ≤ s ≤ t, z ∈ H, (1.75)

|f ′
t(w)| ≤ exp

{ |w − z|
Im z

}
|f ′

t(z)|, t ≥ 0, z, w ∈ H, Im z ≤ Imw. (1.76)
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1.6 跡 γ が連続曲線であるための条件

Loewner 鎖の跡 γ が連続曲線であるための条件は次で与えられる．

命題 1.14 各 t ≥ 0 に対して

γ(t) = lim
y↓0

f̂t(i y) (1.77)

が存在して，γ(t) : [0,∞) → H が連続であるならば，Loewner 鎖 gt の跡 γ は連続曲線で
ある．

y, t ≥ 0 に対して

V (y, t) = f̂t(i y) (1.78)

と書くことにする．これは微分方程式 (1.65)の解で与えられるのであるから，(y, t) ∈ (0,∞)×
[0,∞) で連続であることは明らかである．命題 1.14 の条件は，V が [0,∞)× [0,∞) で連続
であることを要請している．微分方程式 (1.65) で一様な時間変更をしても解の時刻につい
ての連続性には影響しないので，V が [0, 1] × [0, 1] で連続であれば，命題 1.14 の仮定が満
たされることになる．

limε↓0 δ(ε) = 0 となる関数 δ があって，

|V (y1, t1) − V (y2, t2)| ≤ δ(y1 + y2 + |t1 − t2|), 0 ≤ t1, t2 ≤ 1, 0 < y1, y2 ≤ 1 (1.79)

であれば，任意の t0 ∈ [0, 1] に対して，極限 limy↓0,t→t0 V (y, t) = V (0, t0) が存在することに
なる．よって，連続関数 V は [0, 1] × [0, 1] に拡張できることになる．
整数 j ∈ N に対して，

y1, y2 ≤ 2−j, 0 ≤ t1, t2 ≤ 1, |t2 − t1| ≤ 2−2j

であるものと仮定する．また，以下では V ′(y, t) =
∂

∂y
V (y, t), V̇ (y, t) =

∂

∂t
V (y, t) と記すこ

とにする．

|V (y1, t1) − V (y2, t2)|
≤ |V (y1, t1) − V (2−j, t1)| + |V (2−j, t1) − V (2−j, t2)| + |V (2−j, t2) − V (y2, t2)| (1.80)

において，右辺の 3 項をそれぞれ評価したい．まず，第 1 項を評価するのに，仮に 2−m ≤
y1 ≤ 2−m+1, m > j であったとすると，

|V (y1, t1) − V (2−j, t1)|

≤ |V (y1, t1) − V (2−m+1, t1)| +
m−1∑

�=j+1

|V (2−�, t1) − V (2−�+1, t1)|

≤ |y1 − 2−m+1| sup
y1≤�y≤2−m+1

|V ′(ỹ, t1)| +
m−1∑

�=j+1

|2−� − 2−�+1| sup
2−�≤�y≤2−�+1

|V ′(ỹ, t1)|

≤
m∑

�=j+1

2−� sup
2−�≤�y≤2−�+1

|V ′(ỹ, t1)| ≤
∞∑

�=j+1

2−� sup
2−�≤�y≤2−�+1

|V ′(ỹ, t1)|.
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ここで，各区間 2−� ≤ ỹ ≤ 2−�+1 において，それぞれ，k12
−2� ≤ t1 ≤ (k1 + 1)2−2� となる

k1 = k1(�) ∈ {0, 1, . . . , 22� − 1} を選ぶことにする．(図 3 参照.) そして，補題 1.13 の (1.76)
を用いると

|V ′(ỹ, t1)| = |f̂ ′
t1
(i ỹ)| = |f ′

t1
(i ỹ + Ut1)|

= |f ′
t1
(i 2−� + Uk12−2� + i (ỹ − 2−�) + (Ut1 − Uk12−2�))|

≤ exp

[
1

2−�
{|ỹ − 2−�| + |Ut1 − Uk12−2� |}

]
|f ′

t1(i 2
−� + Uk12−2�)|

≤ exp

[
1

2−�
{2−� + (Ut1 − Uk12−2�)}

]
|f ′

t1
(i 2−� + Uk12−2�)|

≤ e1 exp
{

2�(Ut1 − Uk12−2�)
}
|f ′

t1
(i 2−� + Uk12−2�)|

を得る．さらに，補題 1.13 の (1.75) を用いると

|f ′
t1(i 2

−� + Uk12−2�)| = |f ′
k12−2�+(t1−k2−2�)(i 2

−� + Uk12−2�)|

≤ exp

{
8

(2−�)2
(t1 − k12

−2�)

}
|f ′

k12−2�(i 2
−� + Uk12−2�)|

≤ exp

{
8

2−2�
2−2�

}
|f̂ ′

k12−2�(i 2
−�)| = e8|f̂ ′

k12−2�(i 2
−�)|

なので，|V ′(ỹ, t1)| ≤ e9 exp
{

2�|Ut1 −Uk12−2� |
}
|V ′(2−�, k12

−2�)| を得る．よって，(1.80) の右

辺第 1 項に対しては

|V (y1, t1) − V (2−j, t1)| ≤ e9
∞∑

�=j+1

2−� exp
{

2�(Ut1 − Uk12−2�)
}
|V ′(2−�, k12

−2�)|

という上限が得られる．
同様にして，(1.80) の右辺第 3 項に対しても，各 � ≥ j + 1 に対して，k22

−2� ≤ t2 ≤
(k2 + 1)2−2� となるように k2 = k2(�) ∈ {0, 2, · · · , 22� − 1} を選ぶことにすると，

|V (2−j , t2) − V (y2, t2)| ≤ e9
∞∑

�=j+1

2−� exp
{

2�(Ut2 − Uk22−2�)
}
|V ′(2−�, k22

−2�)|

という上限が得られる．
また，(1.80) の右辺第 2 項に対しては，

|V (2−j, t1) − V (2−j, t2)| ≤ |t1 − t2| sup
t1≤t≤t2

|V̇ (2−j, t)|

≤ |t1 − t2| sup
t1≤t≤t2

∣∣∣∣ ddtft(i 2
−j + Ut)

∣∣∣∣ ≤ 2−2j sup
t1≤t≤t2

∣∣∣∣ ddtft(i 2
−j + Ut)

∣∣∣∣
であるが，Löwner 鎖の逆変換に対する方程式 (1.65) より∣∣∣∣ ddtft(i 2

−j + Ut)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f ′
t(i 2

−j + Ut)
2

i 2−j

∣∣∣∣ = 2j+1|f ′
t(i 2

−j + Ut)|
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図 3: 各区間 2−� ≤ ỹ ≤ 2−�+1 において, それぞれ，k12−2� ≤ t1 ≤ (k1 + 1)2−2� となる k1 = k1(�) ∈
{0, 1, . . . , 22� − 1} を選ぶ．

が成立する．そこで，t1 ≤ t ≤ t2 である各 t に対して，k2−2j ≤ t ≤ (k + 1)2−2j となる
k = k(t) ∈ {0, 1, . . . , 22j − 1} を用いると，補題 1.13 の (1.75) および (1.76) より，

|f ′
t(i 2

−j + Ut)| = |f ′
k2−2j+(t−k2−2j)(i 2

−j + Uk2−2j + (Ut − Uk2−2j))|

≤ exp

{
8

(2−j)2
(t− k2−2j) +

1

2−j
(Ut − Uk2−2j)

}
|f ′

k2−2j(i 2−j + Uk2−2j)|

≤ e8 exp
{

2j(Ut − Uk2−2j)
}
|f ′

k2−2j(i 2−j + Uk2−2j)| = e8 exp
{

2j(Ut − Uk2−2j)
}
|V ′(2−j, k2−2j)|.

よって，

|V (2−j, t1) − V (2−j, t2)| ≤ 2−2j2j+1 sup
t1≤t≤t2

e8 exp
{

2j(Ut − Uk2−2j)
}
|V ′(2−j, k2−2j)|

= 2e82−j sup
t1≤t≤t2

exp
{

2j(Ut − Uk2−2j)
}
|V ′(2−j, k2−2j)|

という上限が得られる．以上より，

|V (y1, t1) − V (y2, t2)|

≤ e9
∞∑

�=j+1

2−� exp
{

2�(Ut1 − Uk12−2�)
}
|V ′(2−�, k12

−2�)|

+2e82−j sup
t1≤t≤t2

exp
{

2j(Ut − Uk2−2j )
}
|V ′(2−j, k2−2j)|

+e9
∞∑

�=j+1

2−� exp
{

2�(Ut2 − Uk22−2�)
}
|V ′(2−�, k22

−2�)| (1.81)
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という評価が得られた．
この結果より，直ちに次の補題が導かれる．

補題 1.15 正の数列 rj , j ∈ N で以下が成り立つものがあるとする：

|V ′(2−j, k2−2j)| ≤ 2jrj , k ∈ {0, 1, . . . , 22j − 1}, (1.82)

lim
j→∞

rj = 0, (1.83)

lim
j→∞

√
j

log rj
= 0. (1.84)

また，定数 c > 0 があり，

|Ut − Us| ≤ c
√
j2−j, 0 ≤ s, t ≤ 1, |t− s| ≤ 2−2j (1.85)

が成り立つとする．このとき，V (y, t) は [0, 1] × [0, 1] で連続である．

証明. (1.81) の右辺第 1 項において，|t1 − k12
−2�| ≤ 2−2� なので，条件 (1.82), (1.85) の下

では，

R(j) ≡
∞∑

�=j+1

2−� exp
{

2�(Ut1 − Uk12−2�)
}
|V ′(2−�, k12

−2�)|

≤
∞∑

�=j+1

2−� exp
(
2�c

√
�2−�

)
2�r� =

∞∑
�=j+1

ec
√

�r�

=

∞∑
�=j+1

exp

{
log r�

(
1 + c

√
�

log r�

)}
.

よって，条件 (1.83), (1.84) の下では，limj→∞R(j) = 0 となる．(1.81) の右辺第 3 項も同
様に j → ∞ で零になる．また，

((1.81)の右辺第 2 項) ≤ 2e82−j exp
(
2jc
√
j2−j

)
2jrj

= 2e8ec
√

jrj = 2e8 exp

{
log rj

(
1 + c

√
j

log rj

)}
→ 0, j → ∞

である．よって，0 ≤ t1, t2 ≤ 1 に対して，y1, y2 ↓ 0, |t1 − t2| ↓ 0で |V (y1, t1)−V (y2, t2)| → 0
となるので，(1.79) の状況が実現する．よって，題意は証明された．

2 確率的 Loewner 発展 (SLE)

2.1 SLE と SLE の跡

(Bt)t≥0 を原点を出発点とする 1 次元標準 Brown 運動とする．径数 κ ≥ 0 として，

Ut =
√
κBt, t ≥ 0 (2.1)
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とおき，各 z ∈ H \ {0} に対して，(2.1) を駆動関数とする Loewner 方程式 (1.61) の解
を gt(z) とする．gt は Ht を H に写す共形変換である．このようなランダムな Loewner 鎖
(gt( · ))t≥0 を (径数 κ の)確率的 Loewner 発展（stochastic Loewner evolution (with
parameter κ)) あるいはSchramm-Loewner 発展とよび，SLE（あるいは SLEκ）と略記
する．また，Kt = H \Ht を SLE の hull という．

2 つのランダムな時間発展（確率過程）(At)t≥0 と (Bt)t≥0 が同じ確率法則に従うとき，

(At)t≥0
(law)
= (Bt)t≥0 と記すことにする．定義からすぐに，SLE は次の性質を持つことが導か

れる．これらは，駆動関数である Brown 運動 Bt の性質が「遺伝」したものである．

命題 2.1 (i) [スケーリング性] Kt を SLE の hull とする．任意の α > 0 に対して，

(α−1/2Kαt)t≥0
(law)
= (Kt)t≥0, (2.2)

(α−1/2gαt(
√
α · ))t≥0

(law)
= (gt( · ))t≥0. (2.3)

(ii) [ある種の定常性] t0 > 0 として，t0 だけ時間並進した SLE

g̃t0
t (z) ≡ gt0+t ◦ g−1

t0
(z + Ut0) − Ut0 (2.4)

を定義する．すると，

(g̃t0
t ( · ))t≥0

(law)
= (gt( · ))t≥0 (2.5)

である．また，(g̃t0
t (·))t≥0 と (gt(·))0≤t≤t0 とは独立である.

証明. (i) gα
t (z) = α−1/2gαt(

√
αz)とおくと，初期値は gα

0 (z) = α−1/2g0(
√
αz) = α−1/2

√
αz =

z = g0(z) である．Bα
t = α−1/2Bαt とおくと，gα

t (z) の従う方程式は

dgα
t (z)

dt
= α−1/2dgαt(

√
αz)

dt

= α−1/2 2α

gαt(
√
αz) −√

κBαt

=
2

α−1/2gαt(
√
αz) −√

κα−1/2Bαt

=
2

gα
t (z) −√

κBα
t

である．Brown 運動のスケーリング性 (Bα
t )t≥0

(law)
= (Bt)t≥0, ∀α > 0 より，(gα

t ( · ))t≥0 も
(gα

t ( · ))t≥0 も同じ SLEκ であるから，(2.2) と (2.3) が成り立つ．
(ii) 初期値は g̃t0

0 (z) = gt0 ◦ g−1
t0 (z + Ut0) − Ut0 = z + Ut0 − Ut0 = z = g0(z) である．また，

B̃t0
t = Bt0+t − Bt0 とおくと，

dg̃t0
t (z)

dt
=

d

dt
gt0+t(g

−1
t0

(z + Ut0))

=
2

gt0+t(g
−1
t0 (z + Ut0)) − Ut0+t

=
2

g̃t0
t (z) + Ut0 − Ut0+t

=
2

g̃t0
t (z) −√

κB̃t0
t

(2.6)
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である．(B̃t0
t )t≥0

(law)
= (Bt)t≥0, ∀t0 ≥ 0 なので，(2.5) が結論される．(B̃t0

t )t≥0 と (Bt)0≤t≤t0 と
は独立なので，最後の主張も成り立つ．

SLE が連続曲線 γ で生成されるとき，SLE の跡を特に SLE 曲線 (SLE curve, SLE
path)という．

2.2 負時刻への拡張と逆変換 ft = g−1
t

B0 = 0 である 1 次元標準 Brown 運動 (Bt)t≥0 に対して，これと独立な別の 1 次元標準
Brown 運動 (Bt,−)t≥0 を用意して (B0,− = 0 とする), B−t = Bt,−, t > 0 とおくことによって，
(Bt)t∈� に拡張する．その上で Ut =

√
κBt, t ∈ R を駆動関数とする Loewner 方程式

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) −√
κBt

, t ∈ R (2.7)

の解として，SLE を (gt( · ))t∈� と拡張して考えることにする．次の補題が示すように，t < 0
のときは，gt は H から H の部分領域である Ht への共形変換となる．なお，命題 2.1 (i) で
述べた gt のスケーリング性は，t < 0 に対しても成り立つ．
一般に，2 つの確率変数X と Y の分布が等しいとき，A d

= B と記すことにする．

補題 2.2 任意の t ∈ R に対して

g−t( · ) d
= f̂t( · )− Ut. (2.8)

証明. 時刻 t0 ∈ R を任意に選んで，B̃t0
t = Bt0+t − Bt0 とおく．(2.4) で特に t = −t0 とす

ると，g̃t0−t0(z) = g0 ◦ g−1
t0 (z + Ut0) − Ut0 = f̂t0(z) − Ut0 である．ところが，命題 2.1 (ii) は

t ∈ R に拡張できるので，特に t = −t0 とすると，g̃t0−t0( · )
d
= g−t0( · ) である．よって，(2.8)

が t = t0 で成立することになる．t0 は任意に取れるので，命題が証明されたことになる．

注 2.1 g−1
t = ft の満たすべき方程式は，t と z に対する偏微分方程式 (1.65) である．し

かし，等式 (2.8) は，常微分方程式である (2.7) を t < 0 に対して解けば，ft の分布が定め
られることを主張している．

2.3 SLE flow

以下では，(2.7) 式において

a =
2

κ
, ht(z) =

gt(
√
κz)√
κ

, Wt = −Bt (2.9)

とする．すると，ht(z) が満たす Loewner 方程式は

dht(z)

dt
=

a

ht(z) +Wt
, h0(z) = z (2.10)

となる．
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いま，z0 = x0 + i y0 ∈ H を指定し，点 Zt = ht(z0) +Wt の時間変化 (SLE flow) を調べる
ことにする．これは，方程式

dZt =
a

Zt

dt + dWt, Z0 = z0 (2.11)

に従う．Zt = Xt + iYt とおいて，(2.11) の実部と虚部をとると

dXt =
aXt

X2
t + Y 2

t

dt+ dWt, (2.12)

dYt = − aYt

X2
t + Y 2

t

dt (2.13)

が得られる．これから，伊藤の公式を用いると

d log Yt = − a

X2
t + Y 2

t

dt, (2.14)

d|Zt|2 = d(X2
t + Y 2

t ) =
(2a+ 1)X2

t + (1 − 2a)Y 2
t

X2
t + Y 2

t

dt+ 2XtdWt, (2.15)

d

[
Xt

Yt

]
= 2a

Xt

Yt

1

X2
t + Y 2

t

dt+
1

Yt
dWt, (2.16)

d[logZt] =

(
a− 1

2

)
1

Z2
t

dt+
1

Zt
dWt (2.17)

が得られる．
このうち，(2.17) の

(左辺) = d
[
log(|Zt|ei arg(Zt))

]
= d[log |Zt|] + i d[arg(Zt)],

(右辺) =

(
a− 1

2

)
(Xt − iYt)

2

(X2
t + Y 2

t )2
dt+

Xt − iYt

X2
t + Y 2

t

dWt

=

[(
a− 1

2

)
X2

t − Y 2
t

(X2
t + Y 2

t )2
dt+

Xt

X2
t + Y 2

t

dWt

]
+i

[
(1 − 2a)

XtYt

(X2
t + Y 2

t )2
dt− Yt

X2
t + Y 2

t

dWt

]
であるから，両辺の実部どうし，虚部どうしをそれぞれ等置すると，次が得られる：

d[log |Zt|] =

(
a− 1

2

)
X2

t − Y 2
t

(X2
t + Y 2

t )2
dt+

Xt

X2
t + Y 2

t

dWt, (2.18)

d[arg(Zt)] = (1 − 2a)
XtYt

(X2
t + Y 2

t )2
dt− Yt

X2
t + Y 2

t

dWt. (2.19)

注 2.2 (2.19) より，

a =
1

2
⇐⇒ κ = 4

26



のときに限り，arg(Zt) が局所マルチンゲールになることが分かる．

また，ht(z) の満たす Loewner 方程式 (2.10) の両辺を z で微分してから z = z0 とすると

dh′t(z0)
dt

= − a

(ht(z0) +Wt)2
h′t(z0) = −ah

′
t(z0)

Z2
t

,

つまり,
d

dt
log h′t(z0) = − a

Z2
t

が得られるので，

log h′t(z0) = −
∫ ∞

0

a

Z2
s

ds (2.20)

が結論される．この両辺の実部をとると

log |h′t(z0)| = −a
∫ t

0

X2
s − Y 2

s

(X2
s + Y 2

s )2
ds (2.21)

となるので，

|h′t(z0)| = exp

{
−a

∫ t

0

X2
s − Y 2

s

(X2
s + Y 2

s )2
ds

}
(2.22)

という表式が導かれる．

2.4 時間変更

次に従って，時間変更 t→ σ(t) を行う：

dσ(t)

dt
= X2

σ(t) + Y 2
σ(t) = |Zσ(t)|2 ⇐⇒ t =

∫ σ(t)

0

ds

X2
s + Y 2

s

. (2.23)

この時間変更は，Zt を通じて Wt に依存しているのでランダムな時間変更であり，また flow
の初期点 z0 = x0 + i y0 に依存していることに注意せよ．この時間変更に伴って，

Z̃t = Zσ(t), X̃t = Xσ(t), Ỹt = Yσ(t)

とする．すると，(2.13) より

dỸt = −aỸtdt, Ỹ0 = y0 ⇐⇒ Ỹt = y0e
−at (2.24)

となり，Ỹt の時間発展は決定論的であることになる．他方，X̃t の時間発展は，1 次元標準
Brown 運動を改めて

W̃t =

∫ σ(t)

0

1√
X2

s + Y 2
s

dWs (2.25)
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で与えることによって

dX̃t = aX̃tdt+

√
X̃2

t + Ỹ 2
t dW̃t (2.26)

で記述される．
さらに，

h̃t(z) = hσ(t)(z), K̃t =
X̃t

Ỹt

, Ñt =
X̃2

t

X̃2
t + Ỹ 2

t

=
K̃2

t

K̃2
t + 1

とおくことにすると，(2.16), (2.22) および伊藤の公式より，次が導かれる：

dK̃t = 2aK̃tdt +

√
K̃2

t + 1 dW̃t, (2.27)

dÑt = (1 − Ñt){4(a− 1)Ñt + 1}dt+ 2

√
Ñt(1 − Ñt)dW̃t, (2.28)

|h̃′t(z0)| = exp

{
−a

∫ t

0

X̃2
s − Ỹ 2

s

X̃2
s + Ỹ 2

s

ds

}
= eat exp

{
−2a

∫ t

0

Ñsds

}
. (2.29)

2.5 後進 Loewner 方程式

2.2 節で SLE を負時刻へ拡張したが，t ≤ 0 に対して，さらに時間の進みを逆転させて，
時間的に負の方向に時間発展させる方程式という意味で，後進 Loewner 方程式を考えるこ
とにする．以下では

ht,−( · ) = h−t( · ), t ≥ 0

と記すことにすると，後進 Loewner 方程式は

d

dt
ht,−(z) = − d

dt
h−t(z) = − a

ht,−(z) +Wt,−
, h0,−(z) = z, Wt,− = −Bt,− (2.30)

で与えられることになる．

注 2.3 (2.9) より，h′t(z) = g′t(
√
κz) なので，補題 2.2 より

f̂ ′
t(z)

d
= h′−t(z/

√
κ) = h′t,−(z/

√
κ), t ≥ 0, z ∈ H

が成り立つ．

H 上の z0 = x0 + i y0 を初期点とする後進 SLE flow に対しては，

Zt,− = Z−t = ht,−(z0) +Wt,− = Xt,− + iYt,−
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と書くことにする．すると，

dZt,− = − a

Zt,−
dt+ dWt,−,

dXt,− = − aXt,−
X2

t,− + Y 2
t,−
dt+ dWt,−,

dYt,− =
aYt,−

X2
t,− + Y 2

t,−
dt, (2.31)

d

[
Xt,−
Yt,−

]
= −2a

Xt,−
Yt,−

1

X2
t,− + Y 2

t,−
dt+

1

Yt,−
dWt,−,

|h′t,−(z0)| = exp

{
a

∫ t

0

X2
s,− − Y 2

s,−
(X2

s,− + Y 2
s,−)2

ds

}
が得られる．
これらに対しても，

dσ−(t)

dt
= X2

σ−(t),− + Y 2
σ−(t),− = |Zσ−,−(t)|2 ⇐⇒ t =

∫ σ−(t)

0

ds

X2
s,− + Y 2

s,−
. (2.32)

によって，時間変更 t → σ−(t) を行い，X̃t,− = Xσ−(t),−, h̃t,−(z) = hσ−(t),−(z) などと記すこ
とにすると，

Ỹt,− = y0e
at, (2.33)

dK̃t,− = −2aK̃t,−dt+

√
K̃2

t,− + 1 dW̃t,−, (2.34)

dÑt,− = (1 − Ñt,−){−4(a+ 1)Ñt,− + 1}dt+ 2

√
Ñt,−(1 − Ñt,−)dW̃t,−, (2.35)

|h̃′t,−(z0)| = exp

{
a

∫ t

0

X̃2
s,− − Ỹ 2

s,−
X̃2

s,− + Ỹ 2
s,−
ds

}
= e−at exp

{
2a

∫ t

0

Ñs,−ds
}

(2.36)

が成立することが分かる．ただし，

W̃t,− =

∫ σ−(t)

0

1√
X2

s,− + Y 2
s,−
dWt,− (2.37)

は 1 次元標準 Brown 運動である．

2.6 Rohde-Schramm の局所マルチンゲール

Rohde-Schramm [9] は次の局所マルチンゲールを導入した．

命題 2.3 r と β が次の関係式を満たすとする：

r2 − (2a+ 1)r + aβ = 0. (2.38)
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このとき，

MRS
t = Ỹ

β−(r/a)
t,−

(
|Z̃t,−|
Ỹt,−

)2r

|h̃′t,−(z0)|β (2.39)

は局所マルチンゲールである．

証明. (2.33) と (2.36) より，(2.39) は

MRS
t = y

β−(r/a)
0 e−rt(1 − Ñt,−)−r exp

{
2aβ

∫ t

0

Ñs,−ds
}

(2.40)

と書き直せる．よって，(2.35) を用いると，伊藤の公式より，

dMRS
t = 2r

√
Ñt,−MRS

t dW̃t,−

であることが導かれる．

上の結果から，
E[MRS

t ] = E[MRS
0 ], t ≥ 0

であるが，(2.39) に (2.33) を用いると

MRS
t = y

β−(r/a)
0 et(aβ−r)

(
|Z̃t,−|2
Ỹt,−

)2r

|h̃′t,−(z0)|β

と書けることと，(h̃0,−(z) = z より h̃′0,−(z) ≡ 1 なので)

E[MRS
0 ] = MRS

0 = y
β−(r/a)
0

( |z0|
y0

)2r

であることより，

E

⎡⎣( |Z̃t,−|
Ỹt,−

)2r

|h̃′t,−(z0)|β
⎤⎦ =

( |z0|
y0

)2r

et(r−aβ)

という等式が得られる．いま，r ≥ 0 とすると，(|Z̃t,−|/Ỹt,−)2r = {(X̃2
t,− + Ỹ 2

t,−)/Ỹ 2
t,−}r ≥ 1

なので，E[(|Z̃t,−|/Ỹt,−)2r|h̃′t,−(z0)|β] ≥ E[|h̃′t,−(z0)|β] である．さらに，Markov の不等式より，
任意の λ > 0 に対して

E

[
|h̃′t,−(z0)|β

]
≥ λβ

P

[
|h̃′t,−(z0)| ≥ λ

]
であるから，次が得られることになる：

P

[
|h̃′t,−(z0)| ≥ λ

]
≤ λ−β

( |z0|
y0

)2r

et(r−aβ), r ≥ 0, λ > 0. (2.41)

さらに，次が導かれる．
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系 2.4 0 ≤ r ≤ 2a+ 1 である各 r に対して，c = c(r, a) <∞ が存在して，次が成立する：

P

[
|h′t,−(z0)| ≥ λ

]
≤ cλ−β

( |z0|
y0

)2r

δ(y0, λ),

0 ≤ ∀t ≤ 1, 0 ≤ ∀y0 ≤ 1, e ≤ ∀λ ≤ y−1
0 . (2.42)

ただしここで，β = [(2a+ 1)r − r2]/a ≥ 0 であり，

δ(y0, λ) =

⎧⎨⎩
λ(r/a)−β, r < aβ のとき,
− log(λy0), r = aβ のとき,
y

β−(r/a)
0 , r > aβ のとき.

(2.43)

証明. (2.31) より，
d

dt
Yt,− =

a

Yt,−

Y 2
t,−

X2
t,− + Y 2

t,−
≤ a

Yt,−

なので，

Yt,− ≤
√

2at+ y2
0 ≤ √

2a+ 1

である.(条件 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ y0 ≤ 1 を用いた.) 時刻 T を ỸT,− =
√

2a+ 1 となる時刻とす
る．(2.33) が成り立つので，具体的に

T =
1

a
(log

√
2a+ 1 − log y0) (2.44)

と求められる．よって，

P

[
|h′t,−(z0)| ≥ λ

]
≤ P

[
sup

0≤t≤T
|h̃′t,−(z0)| ≥ λ

]
が成り立つ．いま，λ = eaλ̃ とおいて，ある時刻 0 ≤ t∗ ≤ T で |h̃′t∗,−(z0)| ≥ eaλ̃ が成り立つ
とする．ところが，Ñt,− = X̃2

t /(X̃
2
t + Ỹ 2

t ) ≤ 1 なので，(2.36) より, s ≥ 0 に対して

|h̃′t+s,−(z0)| = e−at exp

{
2a

∫ t

0

Ñs,−ds
}
e−as exp

{
2a

∫ t+s

t

Ñs,−ds
}

≤ |h̃′t,−(z0)|e−ase2as = eas|h̃′t,−(z0)|

であるので，j = [t∗] ≡「t∗ を超えない最大の整数」とすると，

|h̃′t∗,−(z0)| = |h̃′j+(t∗−j),−(z0)| ≤ ea(t∗−j)|h̃′j,−(z0)| ≤ ea|h̃′j,−(z0)|

である．よって，|h̃′j,−(z0)| ≥ λ̃ が導かれる．したがって，

P

[
sup

0≤t≤T
|h̃′t,−(z0)| ≥ λ

]
≤

[T ]∑
j=0

P

[
|h̃′j,−(z0)| ≥ λ̃

]
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が成り立つ．ここで再び (2.36)で Ñt,− ≤ 1に注意すると，t ≥ 0に対して一般に |h̃′t,−(z0)| ≤
e−ate2at = eat であるので，上式の右辺の j の和は，eaj < λ̃, つまり j < (1/a) log λ̃ となる
ような j についてはとる必要はない．以上より，

P

[
sup

0≤t≤T
|h̃′t,−(z0)| ≥ λ

]
≤

[T ]∑
j=[(1/a) log �λ]

P

[
|h̃′j,−(z0)| ≥ λ̃

]
という上限が得られることになる．
ここで (2.41) を用いると

(右辺) ≤ λ̃−β

( |z0|
y0

)2r [T ]∑
j=[(1/a) log �λ]

ej(r−aβ)

である．ところが，

[T ]∑
j=[(1/a) log �λ]

ej(r−aβ) ∼
⎧⎨⎩

e[(1/a) log �λ](r−aβ), r < aβ のとき,
T − (1/a) log λ̃, r = aβ のとき,
eT (r−aβ), r > aβ のとき,

であるから，λ̃ = e−aλ であることと (2.44) より，(2.42) および (2.43) が成り立つように
c = c(r, a) がとれることが分かる．

3 SLE の基本的な性質

3.1 SLE 曲線の存在

定理 3.1 κ 
= 8 のとき，確率 1 で SLEκ の跡は連続曲線である．

注 3.1 SLE8 の跡も連続曲線であるが，それにはここで述べるものとは別の証明が必要で
ある．文献 [8] を参照．

証明. SLE のスケーリング性 (命題 2.1 (i)) より，t ∈ [0, 1] に対して示せばよい．命題 1.14
と補題 1.15 より，確率 1 で, ε > 0 とランダムな定数 c が存在して，

|f̂ ′
k2−2j(i 2−j)| ≤ c2j−ε, j ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . , 22j − 1}, (3.1)

|Bt −Bs| ≤ c|t− s|1/2| log
√

|t− s||1/2, 0 ≤ s, t ≤ 1 (3.2)

が成り立つことを証明すれば十分である．((3.2) で t = s + 2−2j とおくと，|Bt − Bs| ≤
c2−j| log 2−j|1/2 = (c

√
log 2)

√
j2−j となり，確かに条件式 (1.85) の形になる．)

(3.2) は，1 次元 Brown 運動の一様連続性に関する結果

P

[
lim
δ↓0

osc(B, δ, 1)√
2δ log(1/δ)

= 1

]
= 1 (3.3)
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より，確率 1 で成立する．
(3.1) には，注 2.3 および Borel-Cantelli の補題より

∞∑
j=1

22j−1∑
k=0

P

[
|h′k2−2j ,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
<∞ (3.4)

を示せばよい．ここで，系 2.4 において，r = a + 1/4 < 2a+ 1 とおくと，

β = a + 1 +
3

16a
> 0, aβ − r = a2 − 1

16
=

(
a− 1

4

)(
a +

1

4

)
(3.5)

となる．(2.42) で z0 = i 2−j/
√
κ, λ = 2j−ε とおくと，|z0| = y0 = 2−j/

√
κ なので

P

[
|h′t,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
≤ c2−β(j−ε)δ(2−j/

√
κ, 2j−ε).

a = 2/κ > 1/4, つまり κ < 8 とすると，(3.5) より r < aβ であるので，(2.43) の１行目が
使えて，

P

[
|h′t,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
≤ c2−(j−ε)[2β−(r/a)]

を得る．他方，a < 1/4, つまり κ > 8 とすると，r > aβ なので (2.43) の 3 行目より

P

[
|h′t,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
≤ cκ−[β−(r/a)]/22−j[2β−(r/a)]+βε

を得る．a 
= 1/4 (κ 
= 8) ならば

2β − r

a
= 2a+ 1 +

1

8a
> 2

であるから，いずれの場合も

P

[
|h′t,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
≤ c2−(2+ε)j

となるように c > 0, ε > 0 をとることができる．この上限は t には依存しないので

22j−1∑
k=0

P

[
|h′t,−(i 2−j/

√
κ)| ≥ 2j−ε

]
≤ 22j × c2−(2+ε)j = c2−εj, ε > 0

であり，よって (3.4) が保証される．

3.2 SLE 曲線のフラクタル次元

SLEκ 曲線 γ[0,∞)のフラクタル次元の κ依存性を定めたい．ここでは，ボックス次元 (box
dimension)を評価する．ボックス次元とは，各 0 < R < ∞ に対して，γ[0,∞) ∩ B(0, R)
を被覆するのに必要な半径 ε の円板の個数の最小値が ε ↓ 0 で ε−dimb と冪乗則に従って増大
するとき，その指数 dimb の値のことをいう．この定義より

P[γ[0,∞) ∩ B(z, ε) 
= ∅] � ε2−dimb , ε ↓ 0, z ∈ H (3.6)
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となる．以下では，

dimb = dimb(κ) =

{
1 + κ/8, 0 < κ < 8
2, κ ≥ 8

(3.7)

であることを示す．
そのために，x ∈ R に対して，確率変数

Δx = dist[x+ i , γ[0,∞) ∪ R]

を考える．SLE のスケーリング性 (命題 2.1 (i))より

dist[x+ i y, γ[0,∞) ∪ R]
d
= yΔx/y, y > 0

である．事象 {γ[0,∞)∩B(x+ i , ε) 
= ∅} と事象 {Δx ≤ ε} とは等価なので，(3.7) の主張は，
(3.6) より，次の形の定理として与えることができる．

定理 3.2 (i) κ ≥ 8 のとき，確率 1 ですべての x ∈ R に対してΔx = 0 である．
(ii) 0 < κ < 8 のとき，各 M ≥ 0 に対して，次が成り立つような正の定数 c = c(κ), c′|x| =

c′|x|(κ), 0 ≤ |x| ≤M が存在する：

c′|x|ε
1−(κ/8) ≤ P[Δx ≤ ε] ≤ cε1−(κ/8), 0 ≤ |x| ≤M. (3.8)

以下しばらく，この定理を証明するための準備をする．(2.9) で与えられた ht は D =
Ht → D′ = H の共形変換であるので，系 1.12 を f = ht, z = x + i として適用すると，
d = dist(x + i , ∂Ht), d

′ = dist(ht(x + i ), ∂H) = dist(ht(x + i ),R) = Im (ht(x + i )) である
から，

Im (ht(x+ i ))

4dist(x+ i , ∂Ht)
≤ |h′t(x+ i )| ≤ 4Im (ht(x+ i ))

dist(x+ i , ∂Ht)

が得られる．そこで

Dt(x) = log
|h′t(x+ i )|

Im (ht(x+ i ))
= log |h′t(x+ i )| − log Im (ht(x+ i )) (3.9)

と定義すると，

1

4
dist(x+ i , ∂Ht) ≤ e−Dt(x) ≤ 4 dist(x+ i , ∂Ht) (3.10)

が成り立つことになる．Zt = ht(x+ i ) +Wt = Xt + iYt とおくと，Z0 = X0 + iY0 = x+ i
であり，(2.21) より

d

dt
log |h′t(x+ i )| = −a X2

t − Y 2
t

(X2
t + Y 2

t )2
,

であり，また (2.14) より

d

dt
log Im (ht(x+ i )) =

d

dt
log Yt = −a 1

X2
t + Y 2

t
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なので，

d

dt
Dt(x) = −a X2

t − Y 2
t

(X2
t + Y 2

t )2
+ a

1

X2
t + Y 2

t

=
2aY 2

t

(X2
t + Y 2

t )2
≥ 0 (3.11)

である．つまり，Dt(x) は t の単調増加関数である．そこでD(x) ≡ limt↑Tx+i
Dt(x) とおく

と，Δx = inft<Tx+i
dist(x+ i , ∂Ht) であるから，(3.10) の t ↑ Tx+i の極限として

1

4
Δx ≤ e−D(x) ≤ 4Δx (3.12)

が得られる．(3.12) より，D(x) ≥ r =⇒ Δx ≤ 4e−r なので，D(x) = ∞ ならば Δx = 0 で
あり，また，次が成り立つような定数 c, c′M が得られれば，(3.8) が成立することになる：

c′|x|e
−r(4a−1)/(4a) ≤ P[D(x) ≥ r] ≤ ce−r(4a−1)/(4a). (3.13)

ただしここで，a = 2/κ であることを用いた．(3.11) より

D(x) = 2a

∫ Tx+i

0

Y 2
s

(X2
s + Y 2

s )2
ds (3.14)

である．
定理 3.2(i) の証明. (3.14) において，2.4 節で行った時間変更 (2.23): t→ σ(t) を施す．ま

た，D̃t(x) = Dσ(t)(x) と書く．

C̃t = log K̃t ⇐⇒ K̃t = e
�Ct

とおくと，K̃t = X̃t/Ỹt = Xσ(t)/Yσ(t) に対する方程式 (2.27) より，伊藤の公式に従って計算
すると

dC̃t =

[
2

(
a− 1

4

)
− 1

2
e−2 �Ct

]
dt+

√
1 + e−2 �Ct dW̃t (3.15)

が得られる．この C̃t を用いると，

d

dt
D̃t(x) =

2a

1 + e2 �Ct

と書けるので，(3.14) は

D(x) = 2a

∫ ∞

0

ds

1 + e2 �Cs
(3.16)

と表せる．a ≤ 1/4 ⇐⇒ κ ≥ 8 のときは，(3.15) のドリフト項は負なので，各 T > 0 に対し
て，T ∗ ≤ s ≤ T ∗ + 1 では C̃s ≤ 0 となるような T ∗ > T が確率 1 で存在することになる．
よって，κ ≥ 8 では，確率 1 でD(x) = ∞ である．

定理 3.2 (ii) の証明のために，次式に従って，さらなる時間変更 t→ σ̂(t) を行う：

dσ̂(t)

dt
=

1

K̃2
�σ(t) + 1

.
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そして，K̂t = K̃
�σ(t) と書くことにすると，

dK̂t =
2aK̂t

1 + K̂2
t

dt+ dŴt (3.17)

となる．ここで，Ŵt は時間変更後の 1 次元標準 Brown 運動であり，

Ŵt =

∫
�σ(t)

0

√
K̃2

s + 1dW̃s

で与えられる．この 2 度目の時間変更後の変数を用いると，(3.16) は

D(x) =

∫ ∞

0

2a

(1 + K̂2
t )2

dt (3.18)

と表せる．a > 1/4 ⇐⇒ κ < 8 では D(x) <∞ である．
ここで ψ を R → C のある C2 級連続関数とし，また θ ∈ R として

ML
t ≡ ψ(K̂t) exp

{
i θ

∫ t

0

2a

(1 + K̂2
s )2

ds

}
(3.19)

とおく．伊藤の公式より

dML
t = ψ′(K̂t) exp

{
i θ

∫ t

0

2a

(1 + K̂2
s )2

ds

}
dŴt

+

[
ψ′(K̂t)

2aK̂t

1 + K̂2
t

+
1

2
ψ′′(K̂t) + i θψ(K̂t)

2a

(1 + K̂2
t )

2

]
exp

{
i θ

∫ t

0

2a

(1 + K̂2
s )2

ds

}
dt

を得る．ただしここで, (3.17)を用いた．よって，ψ として

1

2
ψ′′(x) +

2ax

1 + x2
ψ′(x) +

2i aθ

(1 + x2)2
ψ(x) = 0 (3.20)

の解を用いると，ML
t は局所マルチンゲールであることになる．さらにいま，x → ∞ で

ψ(x) → 1 となる解を選ぶものと仮定する．
マルチンゲール収束定理より

E[ML
0 ] = E[ML

t ] = E[ML
∞], 0 ≤ ∀t ≤ ∞

が成り立つが，K̂0 = X̂0/Ŷ0 = x/1 = x なので

E[ML
0 ] = E[ψ(K̂t)] = ψ(x)

であり，また，t→ ∞ で K̂t → K̂∞ = ∞ となるので，

E[ML
∞] = E

[
ψ(K̂∞) exp

{
i θ

∫ ∞

0

2a

(1 + K̂2
t )2

dt

}]
= E[ei θD(x)]

であるから，確率変数 D(x) の特性関数

ΨD(x)(θ) ≡ E[ei θD(x)] (3.21)

は ψ(x) で与えられることになる．
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補題 3.3 κ < 8 のとき，確率 1 で D(x) <∞ であり，その特性関数 (3.21) は

ΨD(x)(θ) =
Γ(a +

√
(a− 1/2)2 − i aθ )Γ(a−√

(a− 1/2)2 − i aθ)√
πΓ(2(a− 1/4))

×F
(
α+(θ), α−(θ),

1

2
;

x2

1 + x2

)
(3.22)

で与えられる．ただしここで，Γ(z) はガンマ関数

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ssz−1ds, Re z > 0 (3.23)

であり，F (α, β, γ; z) はGauss の超幾何関数

F (α, β, γ; z) =
∞∑

k=0

(α)k(β)k

(γ)k

zk

k!
, (c)k ≡ Γ(c+ k)

Γ(c)
= c(c+ 1) · · · (c+ (k − 1)), (c)0 ≡ 1

(3.24)

である．また，

α±(θ) =
1

2
− a±

√(
a− 1

2

)2

− i aθ (3.25)

である．

証明. (3.20) において ψ(x) = f(u), u = x2/(1 + x2) とおくと，

u(1 − u)f ′′(u) +

[
1

2
+ 2(a− 1)u

]
f ′(u) + i aθf(u) = 0

となる．これはGauss の超幾何方程式

u(1 − u)F ′′ +
{
γ − (α + β + 1)u

}
F ′ − αβF = 0 (3.26)

で特に，αβ = −i aθ, α+ β = −2a+ 1, γ = 1/2 とした場合に他ならない．よって，(3.25) と
おくと，解は

f(u) = cF

(
α+, α−;

1

2
; u

)
と求められる．x → ∞ で u = x2/(1 + x2) → 1 なので，条件 limx→∞ ψ(x) = 1 は f(1) = 1
に等しい．Gauss の超幾何関数 (3.24) は

lim
x↑1

F (α, β, γ; x) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)

という性質を持つので，

c =
1

F (α+, α−, 1/2; 1)
=

Γ(1/2 − α+)Γ(1/2 − α−)

Γ(1/2)Γ(1/2 − α+ − α−)
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と定まる．Γ(1/2) =
√
π であるから，(3.22) が得られる．

定理 3.2(i) の証明. まず，x = 0の場合を考えることにする．このときにはF (α+, α−, γ; 0) =
1 である．ガンマ関数 (3.23) は

Γ(z) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!

1

z + k
+

∫ ∞

1

e−ssz−1ds

と展開できるので，|z| < a+ 1 で解析的である関数 A(z) を用いて，z ∈ C に対して

Γ(a+ z)Γ(a− z) =
1

a2 − z2
+ A(z)

と表せる．ここで，z =
√

(a− 1/2)2 − i aθ とすると，a2 − z2 = a{(4a − 1)/(4a) + i θ} な
ので，

ΨD(0)(θ) =
c(a)

λ+ i θ
+ Ã(θ), λ =

4a− 1

4a
, c(a) =

1

a
√
πΓ(2(a− 1/4))

(3.27)

と表せる．ただし，Ã(θ) は {|θ| < λ+ ε}, ∃ε > 0 で解析的な関数である．特性関数を逆フー
リエ変換すると分布関数になるので，(3.27) から，

P[D(0) ≥ r] = const.e−λr + o(e−(λ+ε)r), r → ∞ (3.28)

であることが導かれる．よって，(3.13) が成り立つような定数 c, c′0 を与えることができる．
x 
= 0 の場合も同様である．したがって，(3.8) の成立が結論される．
一般に，フラクタル図形のボックス次元 dimb は，Hausdorff 次元 dimH より小さくなる

ことはないので，(3.7) の結果は，SLEκ 曲線 γ[0,∞) のHausdorff 次元 dimH の上限を与え
たことになる．上では

P

[
dist[z1, γ[0,∞) ∪ R] ≤ ε

]
� ε2−d, ε ↓ 0 (3.29)

という評価を，z1 = x+ i ∈ H に対して行ったが，2 点 z1, z2 ∈ H に対して

P

[
dist[z1, γ[0,∞) ∪ R] ≤ ε, dist[z2, γ[0,∞) ∪ R] ≤ ε

]
� ε2−d

( |z1 − z2|
ε

)−(2−d)

(3.30)

という評価が得られれば, dimH の下限を与えることができる．Beffara [2] はこれを行い，次
の定理を証明している．また，Lawler [7] は Frostman の補題（例えば [3] を参照)を用いた
別証明を与えている．

定理 3.4 SLEκ 曲線 γ[0,∞) のHausdorff 次元 dimH(κ) は

dimH(κ) =

{
1 + κ/8, 0 < κ < 8
2, κ ≥ 8

a.s. (3.31)

である．
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4 SLE 曲線の 3 つの相

4.1 Bessel 過程との対応関係

SLE flow の方程式 (2.11) で z0 → x ∈ R とすると，これは D 次元 Bessel 過程 BESD に
対する確率微分方程式 (付録 A.2 を参照)

dXx
t =

D − 1

2

1

Xx
t

dt+ dWt, Xx
0 = x ∈ R \ {0} (4.1)

で

D − 1

2
= a ⇐⇒ κ =

4

D − 1
⇐⇒ D =

4

κ
+ 1 (4.2)

とおいたものに等しい．各 xに対して同じ 1次元標準 Brown運動 Wt をとり，Tx = inf{t ≥
0 : Xx

t = 0} の初期値 x 依存性を考える (Bessel flow). x < y なら Xx
t < Xy

t , ∀t ≤ Tx なの
で，一般に Tx ≤ Ty である．次が成立する (付録 A.2を参照)．

(1) D ≥ 2 のとき，確率 1 で Tx = ∞, ∀x > 0.

(2) 1 ≤ D < 2 のとき，確率 1 で Tx <∞, ∀x > 0.

(2a)
3

2
< D < 2 のとき，0 < x < y に対して, P[Tx = Ty] > 0.

(2b) 1 ≤ D ≤ 3

2
のとき，0 < x < y ならば確率 1 で Tx < Ty.

4.2 SLE の 3 つの相

これに対応して，SLEκ で生成される曲線 γ には, 径数 κ の値に応じて, 次のような 3 つ
の相があることが導かれる（図 4 参照）.

定理 4.1 (i) 0 < κ ≤ 4 のとき，γ は単純曲線であり，γ(0,∞) ⊂ H である．また，この
とき確率 1 で

lim
t→∞

|γ(t)| = ∞. (4.3)

(ii) 4 < κ < 8 のとき，γ は自分自身や実軸と接することがあるが，確率 1 で⋃
t>0

Kt = H (4.4)

である．よって，|γ(t)| → ∞ である．しかし

γ[0,∞) ∩ H 
= H (4.5)

である．つまり，H 全体を埋めつくすことはない.
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0 0 0

(a) (b) (c)

図 4: (a) 0 < κ ≤ 4 のときの SLE 曲線の様子：実軸に接することのない単純曲線．(b) 4 < κ < 8
のときの SLE 曲線の様子：自分自身や実軸に接するが十文字に交わることはない曲線．曲線が伸び
ていくと，曲線で囲まれた領域 (斜線部分) は上半平面 H を覆いつくしていくが，曲線自身で H が
埋めつくされることはない．(c) κ ≥ 8 のときの SLE 曲線の様子：上半平面 H を埋めつくしていく
曲線．

(iii) κ ≥ 8 のとき，γ は H のすべての点を埋めつくす：

γ[0,∞) = H. (4.6)

いずれの場合も，SLEκ 曲線 γ は γ(0) = 0 から limt↑∞ γ(t) = ∞ に至り, γ[0,∞) ⊂ H

であるランダムな曲線である．以下では，SLEκ 曲線 γ の確率測度を μκ
(� ;0,∞) と記すことに

する．

5 局所性と制限性

5.1 局所性 (κ = 6)

H-hull B ∈ Q のうち，0 /∈ B であるもの全体の集合をQ± と書くことにする．B ∈ Q±
に対して, H \B → H の共形変換で次の条件を満たすものを ΦB と書くことにする (これは，
一意的に定まる)：

ΦB(z) = z +
c

z
+ O

(
1

z2

)
, z → ∞.

ここで，係数 c = hcap(B) である．SLEκ 曲線 γ に対して

τB = inf
{
t ≥ 0 : γ(t) ∈ B

}
とする．t < τB の間は，γ は H 内の非有界な部分領域 D ≡ H \B 内に制限されていること
になる（図 5 参照)．
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D = \ B

O

γ (t) γ (τB)

B

図 5: H から B ∈ Q± を除いた非有界領域D = H \ B を考える．t < τB の間は，曲線 γ はH の部
分領域 D 内に制限されていることになる．

以下，t < τB とする．SLE 曲線 γ(0, t] の ΦB による像を

γB(0, t] = ΦB(γ(0, t]), t < τB

と書くと，これは H 内の曲線となる．この変換を図 6 の [左上 ⇒ 右上]で表した．この変
換後の曲線 γB(0, t] に対するH-hull を Kt,B と書き，Ht,B = H \Kt,B とする. γ の確率測度
μκ

(� ;0,∞) の共形不変性より，これに対応して

SLE gt,B : Ht,B → H

が一意的に定まる．これが図 6の [右上⇒右下]に図示した変換である．曲線 γB は共形変換
ΦB により変換されているので，元の SLE 曲線 γ とはその径数付けに差が生じる．そのた
め，γB の従う方程式は (2.7) に変更を加えたものになる．注 1.2 で述べたように，Loewner
方程式 (2.7) では，hcap(γ(0, t]) = 2t となるように曲線の径数付けをしたからである．
gt,B に対する方程式を求めるために，図 6 の [左上 ⇒ 左下] に図示したように，変換前の

SLE gt を考えることにする．変換 gt により，Ht は H に共形変換され，先端点 γ(t) の像と
して実軸上にUt = gt(γ(t)) ∈ R が得られる．それに伴い，B ∈ Q± は gt(B) ∈ Q± に変換さ
れる．図 6 の右下に描いた gt,B の像は，図の左下に描いた gt の像に次の共形変換を施すこ
とによって得られるはずである：

Φt,B( · ) ≡ Φgt(B)( · ). (5.1)

ここで，補題 1.6 をA = γ(t, t+ dt], ϕ = Φt,B, x0 = Ut =
√
κBt として適用すると，

d

dt
hcap(γB(0, t]) =

d

dt
hcap(Φt,B(γ(0, t]) = (Φ′

t,B(Ut))
2 d

dt
hcap(γ(0, t]) = 2(Φ′

t,B(Ut))
2
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が得られる．よって，gt,B の従う方程式は

d

dt
gt,B(z) =

2(Φ′
t,B(Ut))

2

gt,B(z) − Ut,B
(5.2)

であることが分かる．ただしここで，Ut =
√
κBt に対して，

Ut,B = Φt,B(Ut) = gt,B(γB(t)) (5.3)

である．

γ (t) ΦB

B0 ΦB(0) ΦB(B)

�t

Ut gt(B)

�t,B

Ut,B

Φt,B

図 6: [左上⇒右上] ΦB : B を消去し，D = H\B を H全体に写す共形変換. SLEκ曲線 γ(0, t], t < τB

は，曲線 γB(0, t] = ΦB(γ(0, t]) に変換される． [左上 ⇒ 左下] gt: SLEκ 曲線 γ(0, t] を消去する共形
変換. [右上 ⇒ 右下] gt,B : 曲線 γB(0, t] を消去する共形変換. [左下 ⇒ 右下] これがΦt,B ≡ Φgt(B)

であるが，この可換図から, この変換は gt,B ◦ ΦB ◦ g−1
t に等しいことが分かる．

Ut,B に対して伊藤の公式を用いると，Ut =
√
κBt なので

dUt,B =
[
Φ̇t,B(Ut) +

κ

2
Φ′′

t,B(Ut))
]
dt+

√
κΦ′

t,B(Ut)dBt

を得る．

Φ̇t,B(Ut) ≡ lim
z→Ut

d

dt
Φt,B(z), Φ′

t,B(Ut) ≡ lim
z→Ut

∂

∂z
Φt,B(z), Φ′′

t,B(Ut) ≡ lim
z→Ut

∂2

∂z2
Φt,B(z)
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と書くと，付録 A.3 の (A.52) より

Φ̇t,B(Ut) = −3Φt,B
′′(Ut)

なので，この式は

dUt,B =
[κ
2
− 3

]
Φ′′

t,B(Ut)dt+
√
κΦ′

t,B(Ut)dBt (5.4)

と書き直せる．ランダムな時間変更 t �→ r(t) を

t =

∫ r(t)

0

Φ′
s,B(Us)

2ds

に従って行い，Ũt,B ≡ Ur(t),B とおくと，(5.4) は

dŨt,B = −b(κ) Φ′′
r(t),B(Ur(t))

Φ′
r(t),B(Ur(t))2

κdt+
√
κdB̃t (5.5)

と変換される．ただし，

b(κ) =
6 − κ

2κ
. (5.6)

であり，

B̃t ≡
∫ r(t)

0

Φ′
s,B(Us)dBs

は 1 次元標準 Brown 運動である．g̃t,B(z) ≡ gr(t),B(z) とすると，(5.2) は

d

dt
g̃t,B(z) =

2

g̃t,B(z) − Ũt,B

と変換される．
κ = 6 のときに限り b(κ) = 0 となり，(5.5) は dŨt,B =

√
6dB̃t となる．このときは，任意

の A ∈ Q± に対して, gt(z) も g̃t,B(z) もともに, Ut
d
=

√
6Bt で駆動される SLE6, つまり (2.7)

で κ = 6 とした式を満たす．言い換えると，部分領域 D = H \ B,B ∈ Q± に制限された γ
を ΦB で共形変換した像 γB(0, t] = ΦB(γ(0, t]), t < τB は，制限のない SLE6 の時間変更と
分布が等しいということである．このような不変性を局所性 (locality property)という．

定理 5.1 SLEκ 曲線の確率測度 μκ
(� ;0,∞) は κ = 6 のときに限り局所性を持つ．

注 5.1 2次元格子上の臨界パーコレーション模型に対して定義される浸透探索過程（percolation
exploration process) の連続極限は局所性を持つ．三角格子上の臨界サイト・パーコレー
ション模型に対しては，その連続極限の確率測度が共形不変を持つことが Smirnov [10] に
よって証明された．このことから，臨界点での浸透探索過程の連続極限は SLE6 に収束する
ことが結論される．
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5.2 制限性 (κ = 8/3)

κ 
= 6 のときは (5.5) にはドリフト項があるので，Ũt,B はマルチンゲールではない．しか
し, 次のようにして別の局所マルチンゲール M rest

t,B を得ることができる．
b を未定定数として (Φ′

t,B(Ut))
b という量を考える．伊藤の公式を用いると，付録 A.3 に

示した計算の結果，次の確率微分方程式を導くことができる：

d(Φ′
t,B(Ut))

b = b(Φ′
t,B(Ut))

b

[
√
κ

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

dBt

+

{
(b− 1)κ+ 1

2

(Φ′′
t,B(Ut))

2

(Φ′
t,B(Ut))2

− 8 − 3κ

6

Φ′′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

}
dt

]
.

(5.7)

ここで b を (5.6) で定義された b(κ) とする．すると (5.7) は

d(Φ′
t,B(Ut))

b(κ) = b(κ)(Φ′
t,B(Ut))

b(κ)

[
√
κ

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

dBt − 8 − 3κ

6
SΦt,B(Ut)dt

]
(5.8)

となる．ただしここで, Sf は関数 f の Schwarz 微分 (1.20) である．
新たにパラメータ c を導入して

M rest
t,B = (Φ′

t,B(Ut))
b(κ) exp

{
−c

6

∫ t

0

SΦs,B(Us)ds

}
とおくと，

dM rest
t,B = d(Φ′

t,B(Ut))
b(κ) exp

{
−c

6

∫ t

0

SΦs,B(Us)ds

}
−(Φ′

t,B(Ut))
b(κ) exp

{
−c

6

∫ t

0

SΦs,B(Us)ds

}
c

6
SΦt,B(Ut)dt

なので，(5.8) を代入すると

dM rest
t,B = b(κ)

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

M rest
t,B

√
κdBt − 1

6

{
c+ (8 − 3κ)b(κ)

}
SΦt,B(Ut)M

rest
t,B dt

となる．したがって，

c = c(κ) = (3κ− 8)b(κ)

=
(3κ− 8)(6 − κ)

2κ
(5.9)

とおくと，

dM rest
t,B = b(κ)

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

M rest
t,B

√
κdBt
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となるので，

M rest
t,B = (Φ′

t,B(Ut))
b(κ) exp

{
−c(κ)

6

∫ t

0

SΦs,B(Us)ds

}
(5.10)

は局所マルチンゲールであることになる．
Φt,B(z) は共形変換：H \ gt(B) → H であるので，

f(z) ≡ Φt,B(Ut + z) − Φt,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

(5.11)

を考えると，これは共形変換：H \ (gt(B) − Ut) → H であって f(0) = 0, f ′(0) = 1 を満たす
ものである．よって，補題 1.7 より，Sf(0) = −6 hcap(A), A = �(gt(B) − Ut) が成り立つ．
線形変換 (5.11) で Schwarz 微分は Sf(z) = SΦt,B(Ut + z) となるだけなので，結局

SΦt,B(Ut) = −6 hcap(A) ≤ 0, A = �(gt(B) − Ut) (5.12)

が結論される．また，H-excursion を用いた表式 (1.26) が示唆するように，Φ′
t,B(Ut) は H-

excursion の軌跡とある有界領域との非交差確率を表すので，0 < Φ′
t,B(Ut) ≤ 1 である．

κ ≤ 8/3 のときは c(κ) ≤ 0 であり，また (5.6) より，このときは b(κ) > 0 なので (κ ≤ 6 で
b(κ) ≥ 0)，M rest

t,B ≤ 1 である．したがって M rest
t,B はマルチンゲールである．

特に, κ = 8/3 の場合を考えることにする. このときは，(5.6) より b = 5/8 であり，ま
た (5.9) より c = 0 なので，M rest

r,B = (Φ′
t,B(Ut))

5/8 である．いま，各 ε > 0 に対して，
τε = inf{t ≥ 0 : dist[γ(t), B] ≤ ε} として，M rest

t,B (ε) ≡ (Φ′
t∧τε,B(Ut∧τε))

5/8 とすると，これは
一様有界マルチンゲールである．よって，

E[M rest
0,B (ε)] = E[M rest

t,B (ε)] = E[M rest
∞,B(ε)], 0 ≤ ∀t ≤ ∞ (5.13)

が成り立つ．ここで E[M rest
0,B (ε)] = (Φ′

B(0))5/8 であり，また

E[M rest
∞,B(ε)] = E[M rest

∞,B ; τε = ∞] + E[M rest
τε,B; τε <∞]

である．Girsanov の定理を用いると，部分領域 H \ B 内の制限された SLE8/3 曲線にマ
ルチンゲール M rest

∞∧τε,B の重みを付けた曲線が従う確率法則は，元の（制限なしの）H 内の
SLE8/3 曲線をΦ−1

B で共形変換した（図 6 の右上 =⇒ 左上）像が従う確率法則に等しいこと
になる．κ = 8/3 ≤ 4 なので，定理 4.1 (i) より，元の SLE8/3 曲線は確率 1 で γ(0,∞) ⊂ H

であるから，Φ−1
B (γ(0,∞)) ⊂ H \B であり，よって

lim
ε↓0

E[M rest
τε,B; τε <∞] = 0

である．また，t → ∞ で γ(t) → ∞ であり，かつ γ(0,∞) ⊂ H \ B ならば，Φ′
t,B(Ut) →

1, t→ ∞ であることを示すことができる．以上より，(5.13) で ε ↓ 0 の極限をとると，

(Φ′
B(0))5/8 = lim

ε↓0
E[M rest

∞,B ; τε = ∞]

= E[1{γ(0,∞) ⊂ H \B}] = P[γ(0,∞) ⊂ H \B]

という等式が得られる．以上の結果をまとめると次のようになる．
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定理 5.2 κ = 8/3 のとき，任意の B ∈ Q± に対して

P[γ(0,∞) ⊂ H \B] = (Φ′
B(0))5/8 (5.14)

である．そして，

dμ(�\B;0,∞)

dμ(� ;0,∞)

(γ) = 1{γ(0,∞) ⊂ H \B} (5.15)

が成り立つ．

(5.15) の性質を制限性 (restriction property)という．また，(5.14) の右辺に現れた指数
b(8/3) = 5/8 を制限指数とよぶ．よって，次のようにいうことができる．

定理 5.3 SLEκ 曲線の確率測度μκ
(� ;0,∞) は κ =

8

3
のときに限り制限性を持つ．そのときの制

限指数は b(8/3) = 5/8 である．

(5.15) の関係式は，次のように拡張することができる [6]：κ ≤ 4, B ∈ Q± に対して

dμ(�\B;0,∞)

dμ(� ;0,∞)

(γ) = M rest
∞,B = 1{γ(0,∞) ⊂ H \B} exp

{
−c(κ)

6

∫ ∞

0

SΦs,B(Us)ds

}
. (5.16)

注 5.2 平面格子上の自己回避ウォーク (self-avoiding walk, SAW) の連続極限として得
られるランダムな曲線の確率測度は共形共変性を持つことが予想されているが，まだ証明さ
れていない．SAW の確率測度は制限性を持つので，その連続極限の共形共変性が証明され
れば，SAW の連続極限が SLE8/3 曲線であることが結論される．

A 付録

A.1 Poisson 核の計算について

命題 1.3 の設定を考える．z ∈ D に対して，∂D 上の確率測度 hm(z,D; · ) を
hm(z,D;V ) = Pz[BτD

∈ V ], V ⊂ ∂D (A.1)

で定義する．これは調和測度とよばれる．これを用いると，(1.7) は

u(z) =

∫
∂D

F (w)hm(z,D; dw) (A.2)

と書き直せる．さらにこれが，境界 ∂D に沿った線積分によって

u(z) =

∫
∂D

F (w)HD(z, w)|dw| (A.3)

と書けるとき，積分核 HD(z, w) をPoisson 核 (Poisson kernel)という．このPoisson 核
は次の性質を持つ．
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• 各 w ∈ ∂D に対して，HD(z, w) は z に関してD 内で調和関数である．

• 境界の任意の点 w0 ∈ ∂D に対して，z ∈ D をw0 ∈ ∂D に近づけていくと，HD(z, w)
はデルタ関数 δ(w − w0) になる:

lim
z→w0

HD(z, w) = δ(w − w0), w0, w ∈ ∂D.

複素 Brown 運動は共形変換不変性を持つ．このことより，調和測度に対して次のことが
成り立つ．

命題 A.1 f : D → D′ が共形変換であるとする．さらにこれが D = D ∪ ∂D で連続かつ 1
対 1 であるものとする．z ∈ D, V ⊂ ∂D であるとき，

hm(f(z), D′; f(V )) = hm(z,D;V ) (A.4)

が成り立つ．

このことより，Poisson 核の定義 (A.3) から直ちに，次が導かれる．

HD′(f(z), f(w)) = |f ′(w)|−1HD(z, w), z ∈ D,w ∈ ∂D. (A.5)

まず，半無限帯領域 (half-infinite strip)

D = {z = x+ i y : x > 0, 0 < y < π} (A.6)

を考え，Poisson 核 HD(z, w) の w が {i q : q ∈ (0, π)} ⊂ ∂D の上にある場合を計算したい．
まず，各 q ∈ (0, π)に対して，HD(z, i q)は z ∈ D に関して調和関数であるので，Laplace

方程式
∂2

∂x2
HD(x+ i y, i q) +

∂2

∂y2
HD(x+ i y, i q) = 0, x+ i y ∈ D

を解く必要がある．これは変数分離法で解くことができる．(q は固定して)

HD(x+ i y, i q) = X(x)Y (y)

と置くと，c = 定数として，X(x) 
= 0, Y (y) 
= 0 のとき

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0 ⇐⇒ X ′′(x)
X(x)

= −Y
′′(y)
Y (y)

= c

となるので，

X ′′(x) = cX(x), (A.7)

Y ′′(y) = −cY (y) (A.8)

という二つの常微分方程式に分離できる．(A.8) の一般解は

Y (y) = a sin(
√
cy) + b cos(

√
cy)
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の形であるが，y = 0, π で Y (y) = 0 という境界条件を課すと，b = 0,
√
c = n, n ∈ N と定ま

る．つまり Y (y) = a sin(ny), n ∈ N となる．したがって (A.7) は

X ′′(x) = n2X(x)

となるが，この解のうち x → ∞ で発散しないものを選び，X(x) = (定数) × e−nx とする．
以上より

HD(x+ i y, i q) =

∞∑
n=1

an(q)e−nx sin(ny)

となる．ここで an(q) は q の関数であり，これは

lim
x→0

HD(x+ i y, i q) = δ(y − q) (A.9)

という条件より an(q) =
2

π
sin(nq) と定まる．実際こうすると

lim
x→0

HD(x+ i y, i q) =
2

π

∞∑
n=1

sin(nq) sin(ny)

= − 1

2π

∞∑
n=−∞

ein(q+y) +
1

2π

∞∑
n=−∞

ei n(q−y)

となるが，デルタ関数に対する

δ(x) =
1

2π

∞∑
n=−∞

einx

という Fourie級数表示と，q, y > 0 という条件より，(A.9) が成り立つことが確かめられる．
つまり

HD(x+ i y, i q) =
2

π

∞∑
n=1

e−nx sin(ny) sin(nq), x+ i y ∈ D, q ∈ (0, π) (A.10)

という結果が得られた．
ここで，r ∈ R, R > 0 として，次の変換を考えることにする．

z = x+ i y �→ ζ = α + i β : ζ = f(z) = r +Rez. (A.11)

この変換は，半無限帯領域 D を

D′ = {ζ = α + i β : |ζ − r| > R, β > 0}
= H ∩ B(r, R)c (A.12)

に写す共形変換である．境界は

{x : x > 0} �→ {α : α > r +R}
{x + i π : x > 0} �→ {α : α < r −R}
{i q : q ∈ (0, π)} �→ {r +Rei q : q ∈ (0, π)}
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と変換される．
変換 (A.11) より

ex+i y =
ζ − r

R
, ex =

|ζ − r|
R

, ei y =
ζ − r

|ζ − r|
なので，

e−xei y =
R

ζ − r

という関係式が得られる．この両辺を n 乗すると e−nxeiny = (R/(ζ − r))n となるが，この
両辺の虚部をとると

e−nx sin(ny) = Im

[(
R

ζ − r

)n]
= −RnIm

[
1

(ζ − r)n

]

が得られる．また，q ∈ (0, π)に対して，f(i q) = r+Rei q なので，f ′(i q) =
d

dq
f(i q) = iRei q

であり，したがって |f ′(i q)| = R である．以上を (A.5) に代入すると，

HD′(ζ, r +Rei q) =
1

R
× 2

π

∞∑
n=1

{
−RnIm

[
1

(ζ − r)n

]}
sin(nq)

= −2

π

∞∑
n=1

sin(nq)Rn−1Im

[
1

(ζ − r)n

]
(A.13)

という結果が得られる．

A.2 Bessel 過程と Bessel flow の次元性

D-次元 Bessel 過程 (BESD)の定義

D = 1, 2, 3, · · · として, D 次元 Brown 運動Bt = (B1
t , B

2
t , · · · , BD

t ) を考える．ここで，
Bj

t , 1 ≤ j ≤ D は互いに独立な 1 次元標準 Brown 運動であり，

dBk
t dB

�
t = δk�dt, 1 ≤ k, � ≤ D (A.14)

が成り立つ．Bt は RD 内のベクトル値確率過程と見なせるが，このベクトルの大きさ (Bt

の動径成分 |Bt|)

Xt =

√√√√ D∑
j=1

(Bj
t )

2 (A.15)
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を考えると，これは 1 次元拡散過程となる．ただし，Xt ∈ R+ ≡ {x ∈ R : x > 0} とする．
伊藤の公式と, B1

t , · · · , BD
t の独立性 (A.14) より dXt =

1

Xt

D∑
k=1

Bk
t dB

k
t +

D − 1

2

dt

Xt
が得られ

る．ここで，マルチンゲール部分の二次変分をとると，再び (A.14) より(
1

Xt

D∑
k=1

Bk
t dB

k
t

)2

=
1

X2
t

D∑
k=1

(Bk
t )2(dBk

t )2 =
1

X2
t

D∑
k=1

(Bk
t )2dt = dt

であるから，これは，上の {Bj
t }D

j=1 とは別の独立な 1次元標準 Brown運動 Bt によって dBt

と与えられるものとしてよい．以上より，Xt が満たす確率微分方程式は

dXt = dBt +
D − 1

2

1

Xt
dt (A.16)

で与えられることが分かった．
以下ではD ≥ 1 として，一般に (A.16) の確率微分方程式に従う 1 次元拡散過程を考える

ことにする．(D = 1 のときは原点に反射壁を置くものとする: Xt = |Bt|) これを D-次元
Bessel 過程 とよび，以下では BESD と略記することにする．(A.16)の右辺の第 1 項はマ
ルチンゲール部分，第 2 項が有界変動部分 (ドリフト項)であるので，BESD は半マルチン
ゲールであることが分かる．

注 A.1. Bessel 過程という呼び名は，Xt の推移 (確率)密度が，以下に示すように変形
Bessel 関数 Iν で表されることによる．確率微分方程式 (A.16) に対応して，Kolmogorov 後
進方程式

∂

∂t
u(t; x, y) =

1

2

∂2

∂x2
u(t; x, y) +

D − 1

2x

∂

∂x
u(t; x, y), u(0, x, y) = δ(x− y) (A.17)

が得られる．D ∈ {2, 3, . . .}, および D = 1 で原点に反射条件を課した場合，BESD の対称
な推移密度 (u(t; x, y) = u(t; y, x) とする)は (A.17) の解

u(t; x, y) =
1

2t
(xy)−ν exp

(
−x

2 + y2

2t

)
Iν

(xy
t

)
(A.18)

で与えられる．ただし,

ν =
D − 2

2
≥ −1

2
⇐⇒ D = 2(ν + 1) ≥ 1 (A.19)

であり，Iν(z) は変形 Bessel 関数

Iν(z) =
∞∑

n=0

1

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1 + ν)

(z
2

)2n+ν

である．ここで，Γ(z) はガンマ関数 (3.23) である．スピード測度は

mν(dy) = 2y2ν+1dy (A.20)
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で与えられ，(A.18) にmν(dy)/dy = 2y2ν+1 をかけることによって，BESD に対して，時間
t ≥ 0 の間に x > 0 から y ≥ 0 へ推移する推移確率密度関数が

p(D)(t, y|x) =
1

t

yν+1

xν
exp

(
−x

2 + y2

2t

)
Iν

(xy
t

)
, x > 0, y ≥ 0. (A.21)

と与えられる．

注 A.2. (A.21) は ν > −1 なる実数 ν に対して well-defined である．(A.19) として，
D > 0 なる実数 D に対してD 次元 Bessel 仮定 BESD を，その推移確率密度が (A.21) で
与えられるものとして定義する．D 次元 Bessel 過程の定義としては，次の Lamperti の関
係式によるものも考えられる．

Lamperti の関係式 x ∈ R を出発点とする 1 次元標準 Brown 運動をBt とする．(A.19)
として，時刻 t ≥ 0 に対してそのランダムな時間変更

t̃(t) =

∫ t

0

e2(Bs+νs)ds (A.22)

を考える．このとき，ex > 0 から出発した BESD の時刻 t̃(t) での値は

X
�t(t) = eB(t)+νt, t ≥ 0 (A.23)

で与えられる．ここで，(A.23)の右辺は，ドリフト項νt付きの幾何 Brown運動 (geometric
Brownian motion) とよばれる．D ≥ 2 のときは正のドリフト νt > 0, 0 < D < 2 のとき
は負のドリフト νt < 0 が働くことになる．

BESD の次元性

以下では，初期値を上付き添字で表し，x > 0 から出発した BESD をXx
t と書くことに

する：

dXx
t =

D − 1

2

dt

Xx
t

+ dBt, t ≥ 0, Xx
0 = x > 0. (A.24)

命題 A.2 任意の x > 0 に対して

1

x
Xx

x2t
d
= X1

t (A.25)

が成り立つ．これを，Bessel 過程のスケーリング性と言う．

証明. これは Brown 運動のスケーリング性が遺伝したものである．Yt =
1

x
Xx

x2t とおくと，

dYt =
1

x

(
dBx2t +

D − 1

2

d(x2t)

Xx
x2t

)
=

1

x
dBx2t +

D − 1

2

x

Xx
x2t

dt

= dB̃t +
D − 1

2

dt

Yt
.

51



ここで，B̃t = Bx2t/x
d
= Bt である．また，初期値は Y0 = Xx

0 /x = x/x = 1 である．

x > 0 から出発した BESD が初めて原点に到達する時刻を Tx と記す：

Tx = inf
{
t > 0 : Xx

t = 0
}
. (A.26)

確率微分方程式 (A.24) は t ≤ Tx までは解を持つ．次の定理が成り立つ．

定理 A.3 (i) D ≥ 2 =⇒ Tx = ∞,∀ x > 0 が確率 1で成り立つ．

(ii) D > 2 =⇒ lim
t→∞

Xx
t = ∞, ∀x > 0 が確率 1で成り立つ．つまり，D > 2 のとき

BESD は推移的 (transient)である．

(iii) D = 2 =⇒ inf
t>0

Xx
t = 0, ∀x > 0 が確率 1で成り立つ．

つまり，x > 0 から出発した BES2 は原点に戻らないが，原点に無限に近づくことが
できる．

(iv) 1 ≤ D < 2 =⇒ Tx < ∞, ∀x > 0 が確率 1で成り立つ．つまり，D < 2 のとき
BESD は再帰的 (recurrent)である．

以下では，1 ≤ D < 2 の場合を考えることにする．x ∈ R+ に対して，同一の Brown 運
動 Bt を用いて

Xx
t = x+Bt +

D − 1

2

∫ t

0

ds

Xx
s

, t ≤ Tx (A.27)

で与えられる BESD の族 {Xx
t }x>0 を考えることにする．これを Bessel flow とよぶ．この

定義より
x < y =⇒ Xx

t < Xy
t ,

∀t < Tx =⇒ Tx ≤ Ty

であることは明らかである. x < y だが，Tx = Ty となることはあり得るであろうか．そこ
で, x ≤ y に対して

q(x, y) = P(Tx = Ty)

とおくことにする．まず，スケーリング性 (命題 A.2) より，空間スケールが違っていても，
時間スケールを適当に変えれば分布としては同一視できるので，比だけが重要であることが
分かる．つまり

q(x, y) = q(1, y/x)

である．また，任意の t > 0 に対して lim
r→∞

P(Tr < t) = 0 であるから

lim
r→∞

q(1, r) = 0 (A.28)

である．次の補題を用いる．
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補題 A.4 0 < x < y に対して，事象 {Tx = Ty} と次の事象とは，確率 0 の部分を除いて等
しい：

sup
t<Tx

Xy
t −Xx

t

Xx
t

<∞. (A.29)

証明.

事象 (A.29) ⇐⇒ Xy
t −Xx

t

Xx
t

≤∃ c <∞, 0 < t < Tx

⇐⇒ Xy
t −Xx

t ≤∃ cXx
t , 0 < t < Tx

⇐⇒ Xy
t ≤ (1 +∃c)Xx

t , 0 < t < Tx

なので，Xx
t = 0 =⇒ Xy

t = 0, つまり (A.29) =⇒ Tx = Ty. よって，二つの事象の同値性を示
すには，Tx = Ty だが (A.29) が成り立たない状況は，確率 0 であることを言えばよい．そ
のために

pr = P

[
Tx = Ty かつ sup

t<Tx

Xy
t −Xx

t

Xx
t

≥ r

]
という確率を考える．τr = inf

t<Tx

{(Xy
t −Xx

t )/Xx
t = r} なる時刻があったとすると，この時刻

τr ではXy
t /X

x
t = 1+rとなる．そこで，この時刻から再出発したプロセスを考えると，BESD

の強 Morkov 性から
pr ≤ q(1, 1 + r)

という評価が得られる．(A.28) より lim
r→∞

q(1, 1 + r) = 0 なので，

p∞ = lim
r→∞

pr = P

[
Tx = Ty かつ

∑
t<Tx

Xy
t −Xx

t

Xx
t

= ∞
]

= 0.

よって，主張が証明されたことになる．

次の定理は，x < y であっても，Tx = Ty ということがあり得ることを主張するもので
ある．

定理 A.5 (i)
3

2
< D < 2 =⇒ x < y に対して P(Tx = Ty) > 0.

(ii) 1 ≤ D ≤ 3

2
=⇒ x < y に対して, Tx < Ty が確率 1で成り立つ．

証明. 0 < x < y に対して，次の確率過程を考える

Zt = log

(
Xy

t −Xx
t

Xx
t

)
, t < Tx. (A.30)

ただし，

dXx
t =

D − 1

2

dt

Xx
t

+ dBt, dXy
t =

D − 1

2

dt

Xy
t

+ dBt
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である．ここで，共通の Brown 運動 Bt を用いていることに注意せよ. f(x, y) = log{(x −
y)/x} とすると，伊藤の公式より

dZt = fx(X
x
t , X

y
t )

[
dBt +

D − 1

2

dt

Xx
t

]
+ fy(X

x
t , X

y
t )

[
dBt +

D − 1

2

dt

Xy
t

]
+

1

2

[
fxx(X

x
t , X

y
t ) + 2fxy(X

x
t , X

y
t ) + fyy(X

x
t , X

y
t )
]
dt

= − 1

Xx
t

dBt +

[(
3

2
−D

)
1

(Xx
t )2

+
D − 1

2

Xy
t −Xx

t

(Xx
t )2Xy

t

]
dt (A.31)

が得られる．ここで，次の関係を満たすように，ランダムな時間変更 t→ r を行う：∫ r(t)

0

ds

(Xx
s )2

= t. (A.32)

つまり，dr(t)/(Xx
r(t))

2 = dt である. (A.31) を変更された後の時刻 r(t) で考えると，

dZr(t) = − 1

Xx
r(t)

dBr(t) +

[(
3

2
−D

)
+
D − 1

2

Xy
r(t) −Xx

r(t)

Xy
r(t)

]
dr(t)

(Xx
r(t))

2

となるが，ここで B̃t = −
∫ r(t)

0

dBs

Xx
s

とおくと，

(dB̃t)
2 =

1

(Xx
r(t))

2
(dBr(t))

2 =
dr(t)

(Xx
r(t))

2
= dt

なので，B̃t は Brown 運動である．そこで Z̃t = Zr(t) と書くことにすると

dZ̃t = dB̃t +

[(
3

2
−D

)
+
D − 1

2

Xy
r(t) −Xx

r(t)

Xy
r(t)

]
dt (A.33)

という確率微分方程式が得られる．

(i)
3

2
< D < 2 のとき，D′ ∈ (3/2, D) を選び，ε =

2(D −D′)
D − 1

とおく．y = (1 + ε/2)x の

場合を考えることにする．

σ = inf
{
t > 0 : Xy

r(t) −Xx
r(t) = εXy

r(t)

}
とする．すると 0 ≤ t < Tx ∧ σ では，(Xy

r(t) −Xx
r(t))/X

y
r(t) ≤ ε なので，(A.33) のドリフト

項の係数は(
3

2
−D

)
+
D − 1

2

Xy
r(t) −Xx

r(t)

Xy
r(t)

≤
(

3

2
−D

)
+
D − 1

2
× 2(D −D′)

D − 1
=

3

2
−D′

と上からおさえられる．そこで

dZ̃∗
t = dB̃t +

(
3

2
−D′

)
dt, Z̃∗

0 = Z̃0 = log
ε

2
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に従う確率過程 Z̃∗
t を考えると，Z̃t ≤ Z̃∗

t , 0 ≤ t < Tx∧σ である．ところが D′ > 3/2 とした
ので，Z̃∗

t のドリフト項の係数は負である. したがって，Z̃∗
t は log(ε/2) から出発したものの，

永久に log ε の値に到達できないという確率が正であることになる．よって Z̃t も log ε に到
達できない確率も正である．よって，正の確率で

log

(
Xy

t −Xx
t

Xx
t

)
< log ε ⇐⇒ Xy

t −Xx
t

Xx
t

< ε

となり，事象 (A.29) が成立することになる．このことから補題 A.4 より，

P(Tx = Ty) = q
(
x,
(
1 +

ε

2

)
x
)

= q
(
1, 1 +

ε

2

)
> 0

であることが結論される．

(ii) 1 ≤ D ≤ 3

2
のときは，3/2 −D ≥ 0 であり，また

Xy
r(t) −Xx

r(t)

Xy
r(t)

> 0, 0 ≤ t < Tx

なので，ドリフト項の係数は正である．よって

sup
t<Tx

Z̃t = ∞ ⇐⇒ sup
t<Tx

e
�Zt = sup

t<Tx

Xy
t −Xx

t

Xx
t

= ∞

なので，補題 A.4 より P(Tx = Ty) = 0 である．

マルチンゲールと超幾何方程式

3

2
< D < 2 のときは，x ≥ 0 に対して P(T1+x = T1) > 0 であることを証明したが，この

確率の x 依存性はGauss の超幾何関数 (3.24) を用いて，正確に表すことができる．

命題 A.6
3

2
< D < 2 のとき，x ≥ 0 に対して

P(T1+x = T1) = 1 − Γ(D − 1)

Γ(2(D − 1))Γ(2 −D)

(
x

1 + x

)2D−3

F

(
2D − 3, D − 1, 2(D − 1);

x

1 + x

)
.

(A.34)

証明. 確率過程

Rt =
X1+x

t −X1
t

X1
t

, x > 0 (A.35)

を考える. 伊藤の公式より

dRt = − Rt

X1
t

dBt +

[
3 −D

2

1

Rt

− D − 1

2

1

Rt(1 +Rt)

](
Rt

X1
t

)2

dt (A.36)
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が得られる．ここで，次の時間変更 t→ r(t) を行う：∫ r(t)

0

(
Rt

X1
t

)2

ds = t. (A.37)

また

Bt = −
∫ r(t)

0

Rs

X1
s

dBs (A.38)

とすると，Bt は 1 次元標準 Brown 運動であり，R̃t = Rr(t) とおくと

dR̃t =

[
3 −D

2

1

R̃t

− D − 1

2

1

R̃t(R̃t + 1)

]
dt+ dBt

=

[
2 −D

R̃t

+
D − 1

2

1

R̃t + 1

]
dt+ dBt (A.39)

が得られる．

ψ(x) = P(T1+x = T1) = q(1, 1 + x) (A.40)

として，

MC
t = ψ(R̃t) (A.41)

とおくと，BESD のスケーリング性 (A.25) より，MC
t はマルチンゲールである：

E[MC
t |Fs] = MC

s , 0 ≤∀ s < t. (A.42)

他方，伊藤の公式と (A.39) より

dMC
t = ψ′(R̃t)dBt + ψ′(R̃t)

[
2 −D

R̃t

+
D − 1

2

1

R̃t + 1

]
dt+

1

2
ψ′′(R̃t)dt. (A.43)

ドリフト項= 0 であるはずなので，ψ(x) に対して，次の微分方程式が得られる：

1

2
ψ′′(x) +

[
2 −D

x
+
D − 1

2

1

x+ 1

]
ψ′(x) = 0. (A.44)

ここで
x =

u

1 − u
⇐⇒ u =

x

1 + x

という変数変換 x→ u を行い，ψ̃(u) = ψ(x) とおくと，(A.44) 式は

u(1 − u)ψ̃′′(u) +
{

2(2 −D) − (3 −D)u
}
ψ̃′(u) = 0 (A.45)

となる．これは，超幾何方程式 (3.26) で特に

α = 0, β = 2 −D, γ = 2(2 −D) (A.46)
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とした場合である．(3.26) の u = 0 における解の基本系として

F (α, β, γ; u) と u1−γF (1 − γ + α, 1 − γ + β, 2 − γ; u)

をとる．(A.46)では，α = 0なので前者は 1であり，後者はu2D−3F (2D−3, D−1, 2(D−1); u)
となる．よって，c1, c2 を積分定数として

ψ̃(u) = c1 + c2u
2D−3F (2D − 3, D − 1, 2(D − 1); u)

となる．ここで

ψ̃(0) = ψ(0) = P(T1 = T1) = 1

ψ̃(1) = ψ(∞) = lim
x→∞

P(T1+x = T1) = 0 (A.47)

なので，

c1 = 1

c2 = −F (2D − 3, D − 1, 2(D − 1); 1) = − Γ(D − 1)

Γ(2(D − 1))Γ(2 −D)
(A.48)

と定まる．

A.3 Φt,B(z), Φ′
t,B(z) および (Φ′

t,B(Ut))
b の確率微分方程式の導出

B ∈ Q± に対して，定義 (5.1) および可換図である図 6から，次の等式が成り立つことに
なる：

Φt,B = gt,B ◦ ΦB ◦ ft, ft = g−1
t , Φ0,B = ΦB. (A.49)

よって，

d

dt
Φt,B(z) =

d

dt
gt,B(ΦB(ft(z)))

= ġt,B(ΦB(ft(z))) + (gt,B)′(ΦB(ft(z)))Φ
′
B(ft(z))ḟt(z)

となる. ここで (5.2) と (1.65) を代入すると

d

dt
Φt,B(z) =

2(Φ′
B(Ut))

2

gt,B(ΦB(ft(z))) − Ut,B

+ (gt,B)′(ΦB(ft(z)))Φ
′
B(ft(z))

[
−f ′

t(z)
2

z − Ut

]
を得る．このΦt,B に対する微分方程式は時間 t について斉次なので，t = 0 として考察して
も一般性を失わない．t = 0 とすると，f0(z) = z, f ′

0(z) = 1, g0,B(z) = z, (g0,B)′(z) = 1 であ
り，また U0,B = Φ0,B(U0) = ΦB(U0) なので，上式は

d

dt
Φt,B(z)

∣∣∣∣
t=0

=
2(Φ′

B(U0))
2

ΦB(z) − ΦB(U0)
− 2Φ′

B(z − U0)

z

57



となる．したがって一般の t ≥ 0 に対しては

d

dt
Φt,B(z) =

2(Φ′
t,B(Ut))

2

Φt,B(z) − Φt,B(Ut)
− 2Φ′

t,B(z)

z − Ut
(A.50)

が得られる．この方程式の両辺を z で微分すると，

d

dt
Φ′

t,B(z) = − 2(Φ′
t,B(Ut))

2Φ′
t,B(z)

(Φt,B(z) − Φt,B(Ut))2
+

2Φ′
t,B(z)

(z − Ut)2
− 2Φ′′

t,B(z)

z − Ut

(A.51)

が得られる．(A.50) と (A.51) で z = Ut + ε, 0 < ε � 1 とおくと，次のような評価が得ら
れる．

(RHS) of (A.50) =
2(Φ′

t,B(Ut))
2

Φt,B(Ut + ε) − Φt,B(Ut)
− 2Φ′

t,B(Ut + ε)

Ut + ε− Ut

=
2(Φ′

t,B(Ut))
2

Φt,B(Ut) + Φ′
t,B(Ut)ε+ Φ′′

t,B(Ut)ε2/2 + O(ε3) − Φt,B(Ut)

−2

ε
{Φ′

t,B(Ut) + Φ′′
t,B(Ut)ε+ O(ε2)}

=
2(Φ′

t,B(Ut))
2

Φ′
t,B(Ut)ε{1 + Φ′′

t,B(Ut)ε/2Φ′
t,B(Ut) + O(ε2)} − 2Φ′

t,B(Ut)

ε
− 2Φ′′

t,B(Ut) + O(ε)

=
2Φ′

t,B(Ut)

ε

{
1 − Φ′′

t,B(Ut)

2Φ′′
t,BUt)

ε+ O(ε2)

}
− 2Φ′

t,B(Ut)

ε
− 2Φ′′

t,B(Ut) + O(ε)

= −3Φ′′
t,B(Ut) + O(ε).

(RHS) of (A.51) = − 2(Φ′
t,B(Ut))

2Φ′
t,B(Ut + ε)

(Φt,B(Ut + ε) − Φt,B(Ut))2
+

2Φ′
t,B(Ut + ε)

(Ut + ε− Ut)2
− 2Φ′′

t,B(Ut + ε)

Ut + ε− Ut

= − 2(Φ′
t,B(Ut))

2{Φ′
t,B(Ut) + Φ′′

t,B(Ut)ε+ Φt,B(Ut)ε
2/2 + O(ε3)}

{Φt,B(Ut) + Φ′
t,B(Ut)ε+ Φ′′

t,B(Ut)ε2/2 + Φ′′′
t,B(Ut)ε3/6 + O(ε4) − Φt,B(Ut)}2

+
2

ε2

{
Φ′

t,B(Ut) + Φ′′
t,B(Ut)ε+

1

2
Φ′′′

t,B(Ut)ε
2 + O(ε3)

}
−2

ε
{Φ′′

t,B(Ut) + Φ′′′
t,B(Ut)ε+ O(ε2)}

= − 2

ε2

{
Φ′

t,B(Ut) + Φ′′
t,B(Ut)ε+

1

2
Φ′′′

t,B(Ut)ε
2 + O(ε3)

}

×
⎧⎨⎩1 − Φ′′

t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

ε− 1

3

Φ′′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

ε2 +
3

4

(
Φ′′

t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

)2

ε2 + O(ε3)

⎫⎬⎭
+

2

ε2

{
Φ′

t,B(Ut) + Φ′′
t,B(Ut)ε+

1

2
Φ′′′

t,B(Ut)ε
2 + O(ε3)

}
−2

ε
{Φ′′

t,B(Ut) + Φ′′′
t,B(Ut)ε+ O(ε2)}

=
(Φ′′

t,B(Ut))
2

2Φ′
t,B(Ut)

− 4

3
Φ′′′

t,B(Ut) + O(ε).
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この計算結果で z → Ut の極限をとると，

d

dt
Φt,B(Ut) = lim

z→Ut

d

dt
Φt,B(z) = −3Φ′′

t,B(Ut) (A.52)

および

d

dt
Φ′

t,B(Ut) = lim
z→Ut

d

dt
Φ′

t,B(z) =
(Φ′′

t,B(Ut))
2

2Φ′
t,B(Ut)

− 4

3
Φ′′′

t,B(Ut) (A.53)

が得られる．
任意の指数 b に対して，伊藤の公式より

d(Φ′
t,B(Ut))

b = b(Φ′
t,B(Ut))

b−1Φ′′
t,B(Ut)dUt

+
1

2

{
b(b− 1)(Φ′

t,B(Ut))
b−2(Φ′′

t,B(Ut))
2 + b(Φ′

t,B(Ut))
b−1Φ′′′

t,B(Ut)
}

(dUt)
2

+b(Φ′
t,B(Ut))

b−1 d

dt
Φ′

t,B(Ut)dt

が導かれる．右辺の最後の項に (A.53) を代入する．dUt =
√
κdBt, (dUt)

2 = κdt なので

(RHS) = b(Φ′
t,B(Ut)

b

[
√
κ

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

dBt

+

{
1

2
(b− 1)κ

(Φ′′
t,B(Ut))

2

(Φ′
t,B(Ut))2

+
1

2
κ

Φ′′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

+
1

Φ′
t,B(Ut)

(
(Φ′′

t,B(Ut))
2

2Φ′
t,B(Ut)

− 4

3
Φ′′′

t,B(Ut)

)}
dt

]

= b(Φ′
t,B(Ut))

b

[
√
κ

Φ′′
t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

dBt +

{
(b− 1)κ+ 1

2

(Φ′′
t,B(Ut))

2

(Φ′
t,B(Ut))2

+

(
κ

2
− 4

3

)
Φ′′′

t,B(Ut)

Φ′
t,B(Ut)

}
dt

]

となるので，(5.7) が得られる．
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