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1. Introduction

1.1. ランダム・ターンモデル

量子ウォークモデルを導入するために、

1次元古典ランダム・ウォークを
ランダム・ターンモデルとして考え直してみる。
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向きを換える
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以上の動作をフーリエ積分を用いて表すと

但し

もし表と裏の出る確率が等しいコイン(p=1/2) ならば、 の固有値は

なので

となって粒子の初めの向き には依らない。

この左右対称な場合は

となる。
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2項分布
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連続極限（拡散スケーリング極限）

熱拡散方程式の解

ランダム・ウォークの分布 ガウス分布
『中心極限定理』の典型例
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1.2. 量子ウォーク模型
量子ウォークの定義

>+>>= RdLbRA |||  ||| >+>>= RcLaLA
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２つの内部状態をもった波動関数を考えると、

量子ウォークの1ステップは次のように表せる。

ただし 2×2のユニタリ行列

典型的な例 ：



初期qubit

これをフーリエ変換すると、

9k =波数: 波数空間での表示,    Z = { …,-2,-1,0,1,2,… }
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古典ランダム・ターンモデル

2状態波動関数
初期量子ビット

（複素数）

ただし

よく使われている行列

アダマール行列



1.3. 確率密度と期待値
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Xn =時刻 n (=0,1,2,…) での量子ウォーカーの位置
Prob( Xn = x ) = Pn (x)
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を考えると、 の期待値は次のように計算される。

のときは、部分積分などを行って

Z = { …, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … }
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Formulas of Expectations
Consider a function f of x in Z. The expectation of  f(Xn) is defined as follows.
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図1. 計算機シミュレーションの結果（対称な場合）

アダマール行列 ， 初期量子ビット

(n=200 ステップでのシミュレーション）
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図2. 計算機シミュレーションの結果（非対称な場合）

アダマール行列 ， 初期量子ビット

(n=200 ステップでのシミュレーション）
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古典ランダム・ターンモデル

2状態波動関数
初期量子ビット

（複素数）

ただし

よく使われている行列

アダマール行列



今野の定理 (今野紀雄氏 横浜国大工学部）

N.Konno : Quantum Inf. Process 1 (2002) 345
J. Math. Soc. Jpn. 57 (2005) 1779

量子ウォークの擬速度 Xn / nの任意のモーメントは
t→∞の極限において収束する。（弱収束）

しかし…
ユニタリ行列の固有値の絶対値は１

なので、波動関数 及び確率密度 は、

の極限をとっても収束しない。
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2今野の弱収束定理

∵

（ケーリー・クライン パラメータ）

からスタートする量子ウォークの初期量子ビット (qubit)



今野の分布関数 ( 擬速度 Ｘｎ /ｎ に対して）

任意の に対して，

ただしここで， は

を用いて
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図1’. 今野分布(赤実線）との比較 （対称な場合）

アダマール行列 ， 初期量子ビット

(n=200 ステップでのシミュレーション）
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図2’. 今野分布(赤実線）との比較 （非対称な場合）

アダマール行列 ， 初期量子ビット

(n=200 ステップでのシミュレーション）
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3．ワイル方程式への写像

パウリ行列

と任意の3次元ベクトル を考える。

すると簡単な計算により、

は2×2の単位行列，



波数空間から運動量空間への写像を行う。

ユニタリ行列を のように表す。

となるように、うまく を選びたい。

23



と、３次元運動量ベクトル が定まる。
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・なぜ3次元運動量空間へと写像したのか？

25

ユニタリ行列を としたので、連続な時刻

での波動関数は

のように表すことができる。したがってこれは、 とした

ワイル方程式 (Weyl equation)
（質量０の粒子に対する相対論的な方程式 [Dirac方程式]）

を満たす。ただし、ハミルトニアンは次で与えられる。
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運動量 pの自由ワイル粒子の固有値問題に帰着。
自由粒子なので簡単に解くことができる。

固有値

固有ベクトル

規格化と直交性



一連の変換を図示すると次のよう。

実空間 3次元運動量空間

-2 -1           0          1          2

フーリエ変換

波数空間

-π π 変換
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図3．3次元運動量空間中の
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以上の変換で1次元量子ウォークの量子状態が、
3次元運動量空間における閉曲線に
写像されることが分かった。

量子コインの特性を表すパラメータ u を変化させると
閉曲線の形も変わる。

実際にグラフを描いてみると次のようである。
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図4．u の変化による軌道の変化の様子
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4. 軌道平面上の極座標（ｑ,γ）

閉曲線 は、原点を含む

１つの平面上に乗っているの

で、極座標 を用いて

表す事が出来る。

ここで は原点からの距離、
はある基準方向からの角度

である。

γ

γ
)(γq



と定義すると、 は 極座標平面上

の式

で表せられる。グラフに描いてみると次のようである。
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図5. 極座標平面上の閉曲線
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5. 軌道上の線積分

期待値 を計算する。

波数 ｋ を動かすと、対応するWeyl 粒子量子状態は
３次元運動量空間での軌道を１周する。

よって、軌道上での線積分を計算すればよい。

軌道上での線積分は、極座標 における

角度γについての積分に他ならない。

ｋ から γ への変数変換に伴うヤコビアンを導入する。



簡単な計算によりヤコビアンは、

となる。これを期待値の式に代入すると、

となる。さらに、

と変数変換することにより、
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と変形することができる。

以上より今野の密度関数、

を導くことが出来た。
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6. 初期量子ビット依存性

密度関数は求められたが、初期量子ビット依存性を求める

ためには固有関数を用いて計算しなければならない。

よりスタートする量子ウォークを考える。

初期量子ビットは、

この初期波動関数を２つの固有関数の線形結合として表すと、

と は の関数。



すると は

となる。以上より

の関係と直交性に注意して期待値を求めると、
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ここでさらに と変数変換すると、

となり、最後に へと変数変換して、

39



となる。

以上により今野分布関数の初期量子ビット依存性も

導くことができた。
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7. まとめ

を時刻 での量子ウォークの位置とする。

量子コインの振る舞いを定めるユニタリ行列を

初期状態を



上の全ての解析的関数を とすると

を用いて

ただしここで， は
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8. 今後の展望（理論）

（ⅰ） 3状態，4状態，・・・，ｎ 状態
・ N.Inui, Y.Konishi, and N.Konno, Phys.Rev.A 69 (2004).
・ N.Inui, and N.Konno, Physica A 353 (2005).
・ S.E. Venegas-Andraca, J.L. Ball, K. Burnett, and S. Bose,

New J. Phys. 7 (2005).

SU(2) SU(3)      SU(n)
SU(2) の s=1/2 表現 s=1 表現 高次元表現

（ⅱ） 2粒子，3粒子，・・・，N 粒子への拡張
ランダム行列理論



実験的検証の可能性

Bouwmeester et al. : Optical Galton board,  PRA 61 (1999).
光を使って，エネルギー準位の Landau-Zener交差をたどる
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Knight, Roldan and Sipe : QW on the line as an interference phenomenon, 
PRA 68 (2003).
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Oka, Konno, Arita and Aoki : Breakdown of an Electric-Field Driven System:
A Mapping to a Quantum Walk,  PRL 94 (2005).
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