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0 はじめに

Dysonは, 対角成分が実ブラウン運動に従って変動し, 非対角成分が複素

ブラウン運動に従って変動する，エルミート行列に値をもつ確率過程を考案

した．行列のサイズが N ×N であるとすると，エルミート行列値なので N

個の固有値は実軸上を運動することになるが，Dyson はその運動を記述す

るN 連立の確率微分方程式を導いた．この固有値の確率過程を Dyson モ

デルとよぶことにする．実軸上の固有値を，それぞれ 1 次元上の粒子の位置

とみなすことにすると，Dyson モデルは 1 次元 N 粒子系を記述することに

なる．Dyson は，これはいかなる粒子間の衝突も起こらないという条件の下

でのN 個の 1 次元ブラウン運動（非衝突ブラウン運動）に他ならないこと

を結論している [5].

Dyson の考察は，量子力学における摂動論の考え方を応用したものであっ

たが，筆者らはこの数年，確率論の立場から

• エルミート行列値過程の固有値が満たす方程式はどのようなものか

• 一般の非衝突過程をどのように特徴づけることができるか

という問題について，より数理的な研究を行なってきた.

上の第 1 の問題を，エルミート行列値過程の各成分がブラウン運動では

なく別の確率過程である場合に調べたものとして，Bru による研究がある

[2, 3]. 本稿では，彼女の結果を一般化した定理 [16, 17] を紹介し, その応用

例を与えることにする.
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第 2 の問題に一般的に答えるのは大変難しいので，本稿では『複数の独立

な 1 次元確率過程に非衝突条件を課すと, どのような確率過程になるか』と

いう設問を考えることにする．こうしても，一般には複雑であり簡単に調べ

ることはできないのであるが，取り扱う 1 次元確率過程が特に拡散過程で

ある場合には, 有効な手段がある．非衝突拡散過程の推移確率密度を，1 次

元拡散過程の推移確率密度を成分とする行列式を用いて表すことができるの

である（Karlin-McGregor の公式 [11]）．本稿では，この行列式表示に対し

て，Gessel と Viennot によって与えられた組み合わせ論的な証明 [6, 30, 21]

を紹介することにする.

1 ブラウン運動とその条件付き過程

1.1 拡散過程の推移確率密度

(Ω,F , P ) を確率空間とする. 次の性質を満たす確率過程 {B(t, ω)}t∈[0,∞)

を 1次元ブラウン運動（Brownian motion）という.

1. B(0, ω) = 0 が確率 1 で成り立つ.

2. 任意の ω ∈ Ω に対して，ω を固定したとき B(t, ω) は t の関数とし

て連続な実数値関数である. （この性質があるとき，道が連続であると

いう.）

3. 任意の時刻の列 t0 ≡ 0 < t1 < · · · < tm (m = 1, 2, . . . ) に対し, 増分

{B(tj)−B(tj−1)}j=1,2,...,m は独立で,各々の分布は平均 0,分散 tj−tj−1

の正規分布に従う.

したがって

G(t, x) =
1√
2πt

exp
(
−x2

2t

)
, t > 0, x ∈ R
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とおいて，x0 ≡ 0 とすると，ブラウン運動が各時刻 tj で区間 [aj , bj ] に滞

在する確率 P (B(tj) ∈ [aj , bj ], j = 1, 2, . . . ,m) は

∫ b1

a1

dx1

∫ b2

a2

dx2 · · ·
∫ bm

am

dxm

m∏
j=1

G(tj − tj−1, xj − xj−1)

で与えられることが導かれる．この積分核（熱核）であるG(s, x; t, y) = G(t−
s, y − x) を，ブラウン運動の推移確率密度関数という．任意の 0 � s < t を

与えたとき, ブラウン運動は

B(t) の分布は, B(s) の値が与えられると

B(u), u < s の値に影響されずに定まる (1.1)

という性質, いわゆる マルコフ性をもつことが分かる. 正の値をとる確率変

数 τ がマルコフ時刻であるとは, τ の値がある定数 u 以下であるかどうかが

確率過程の時刻 u までの値だけで決まり, それ以降の時刻でとる値には影響

されないことをいう. 例えば, ある領域を定めたとき，確率過程が最初にそ

の領域内に到達する時刻はマルコフ時刻である. ブラウン運動では, (1.1) に

おいて時刻 sとあるところを任意のマルコフ時刻 τ に替えたとしても，やは

り (1.1) の主張が成り立つ. この性質を強マルコフ性という（例えば [25, 29]

参照)．

独立な D 個（D は自然数）の 1次元ブラウン運動を各成分にもつ確率過

程を D 次元ブラウン運動という. 一般に，道が連続である確率過程で，強

マルコフ性をもつものを拡散過程という. 特に，ブラウン運動のように推移

確率密度が時刻の差 t − s で定まる拡散過程は時間的に斉次であるという．

本稿では，そのような場合には，推移確率密度 G(s, x; t, y) をG(t − s, y|x)

と表記して，時刻の差 t − s の関数であることを明示することにする.
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時刻 T で原点に到達するという条件の下でのブラウン運動を考える. こ

の条件付き過程の推移確率密度は

P (B(s) ∈ [x − ε, x + ε],B(t) ∈ [y − ε, y + ε],B(T ) ∈ [−ε, ε])
2εP (B(s) ∈ [x − ε, x + ε],B(T ) ∈ [−ε, ε])

に対して ε → 0 という極限をとることにより

GT (s, x; t, y) =
G(T − t, 0|y)G(t − s, y|x)

G(T − s, 0|x)
, 0 � s < t � T, x, y ∈ R

と求められる. この条件付き確率過程を β(t), t ∈ [0, T ] と書くことにする．

これは時間的に非斉次な拡散過程であり，期間 T のブラウン橋（Brownian

bridge）とよばれている.

1次元ブラウン運動は一般にはすべての実数値をとり得るが, 「負の値は

とらない」という条件を課すことにする．こうして得られる条件付き過程

Y (t), t ∈ [0, T ] は，時間的に斉次な拡散過程であり，その推移確率密度関数

をG(1/2)(t, y|x), t > 0, x � 0, y � 0 と書くことにすると

G(1/2)(t, y|x) =
y

x

{
G(t, y|x) − G(t,−y|x)

}
, x > 0

G(1/2)(t, y|0) =
2
t
y2G(t, y|0) (1.2)

であることが導ける. 3 次元ブラウン運動B(t) = (B1(t), B2(t), B3(t)) の原

点からの距離 (B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)2)1/2 も同じ推移確率密度関数をもつ

ことが知られており, この拡散過程は 3 次元ベッセル過程（Bessel process）

とよばれている. つまり 3 次元ベッセル過程は, 1次元ブラウン運動の条件

付き過程としての表現と 3 次元ブラウン運動の動径方向への射影としての表

現という二つの異なる表現をもつことが分かる. Y (t) は確率微分方程式

dY (t) = dB(t) +
1

Y (t)
dt, t > 0 (1.3)

を満足する [25, 29].
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1次元ブラウン運動において時刻 0 から T までの有限な時間区間に着目

し,この間には負の値はとらないという条件を課した確率過程X(t), t ∈ [0, T ]

を考えると, 今度は時間的に非斉次な拡散過程が得られる. その推移確率密

度関数をG
(1/2)
T (s, x; t, y), 0 � s < t � T, x, y � 0 と書くと

G
(1/2)
T (s, x; t, y) =

h(T − t, y)
h(T − s, x)

{
G(t − s, y|x) − G(t − s,−y|x)

}
, x > 0

G
(1/2)
T (0, 0; t, y) =

√
2πT

t
yG(t, y|0)h(T − t, y) (1.4)

である．ただし h(T − s, x), x > 0, s ∈ (0, T ] は, 時刻 s で x にいたブラウ

ン運動が時間区間 [s, T ] の間は負の値をとらないでいる確率である. この条

件付き過程はブラウン彷徨過程（Brownian meander）とよばれている. 互

いに独立な 1 次元ブラウン運動 B1(t), B2(t) とそれらと独立である期間 T

のブラウン橋 β(t) を用いて (B1(t)2 + B2(t)2 + β(t)2)1/2, t ∈ [0, T ] で定義

されたものもブラウン彷徨過程となることが知られており, ブラウン彷徨過

程も, 1次元ブラウン運動の条件付き過程としての表現と 3 次元拡散過程の

動径方向への射影としての表現の二つをもつことが分かる [32].

s

x

−y

y

tτ

図 1 : 反射原理の図

それでは，上で述べた条件付き過程 Y (t), t ∈ [0, T ] の推移確率密度 (1.2)

と X(t), t ∈ [0, T ] の推移確率密度 (1.4) を導いてみよう．これらはブラウン

運動の反射原理（reflection principle）というものを応用すると，簡単に計
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算できるのである. 時刻 s で x > 0 にいたブラウン運動が，時刻 t で y > 0

に到達するという状況を考えてみよう．ブラウン運動が，時間区間 [s, t] の

間も常に正の値をとりながら到達する場合と, その途中のある時刻で 0 の値

をとった後に到達する場合とに場合分けできる. 後者の場合を図 1 に示した

が，この図にあるようにブラウン運動が最初に原点に到達した時刻を τ と

書くことにする．τ はマルコフ時刻である．したがって，上で述べたブラウ

ン運動の強マルコフ性と対称性から, この時刻 τ 以降にブラウン運動がとる

値の符号をすべて反転させるという変換（図 1 を参照）を行なっても，ブ

ラウン運動の分布は変わらないことが導かれる. これが反射原理である. こ

のことから，ある時刻 τ ∈ [s, t] で 0 の値をとった場合には，時刻 t で区間

[y, y + ε] を訪問する確率と時刻 t で区間 [−y − ε,−y] を訪問する確率とが

等しくなることになるので，この場合にはそれぞれの確率密度の差は零にな

るはずである．ところが, そのような τ ∈ [s, t] がなければこの差は正であ

る．つまり時刻 s で x > 0 にいたブラウン運動が, 時間区間 [s, t] の間は常

に正の値をとりながら時刻 t で y > 0 に到達する確率密度は，

Ĝ(t − s, y|x) = G(t − s, y|x) − G(t − s,−y|x) (1.5)

で与えられることになる．この Ĝ(t− s, y|x) は, 原点に吸収壁がありそこに

ブラウン粒子が到達すると消滅してしまうという，(0,∞) 内の吸収壁ブラウ

ン運動（absorbing Brownian motion）とよばれる確率過程の推移確率密度と

なっている,という言い方もできる．(1.5)を用いると,時刻 tで x > 0にいた

ブラウン運動が，時間区間 [t, T ] の間には負の値をとらない確率 h(T − t, x)

は∫ ∞

0
Ĝ(T − t, y|x)dy =

∫ x

−x
G(T − t, u|0)du =

1√
2π

∫ x/
√

T−t

−x/
√

T−t
e−u2/2du

となることが分かる. x/
√

T − t → 0のときには，最右辺の被積分関数 e−u2/2

を 1 で近似できるので，h(T − t, x) ∼ 2x/
√

2π(T − t) という漸近評価が得
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られる．

x > 0 のときの X(t) の推移確率密度 G
(1/2)
T (s, x; t, y) は, 時刻 s で x に

いたブラウン運動が，時刻 T までの間には原点に到達することはないとい

う条件の下で，時刻 t (� T ) に y に到達する確率密度であるから, h(T −
s, x)−1Ĝ(t − s, y|x)h(T − t, y) であり，これが (1.4) の第 1 式である．第

2 式は第 1 式で s = 0 とおいて，上述の h(T − s, x) の漸近評価と，や

はり (1.5) から容易に導くことが出来る x → 0 での Ĝ(t, y|x) の漸近評価，

Ĝ(t, y|x) ∼ (2xy/t)G(t, y|0) を適用すれば導ける．

(1.2) は (1.4) で T → ∞の極限をとれば得られるはずである．このことは
上述の h(T − t, x)の漸近評価を用いれば簡単に確かめることができる. (1.2)

の第 1 式は，3 次元ベッセル過程の推移確率密度は吸収壁ブラウン運動の推

移確率密度 Ĝ(t, y|x) を (1/x)Ĝ(t, y|x)y と変換すれば得られることを示し

ているが，これはDoob の意味での優調和変換 [4] である.

(1.2) と (1.4) で与えられた 3 次元ベッセル過程とブラウン彷徨過程の推

移確率密度を比較してみると, それらの分布は互いに絶対連続であって

P (X(·) ∈ dw) =

√
πT

2
1

w(T )
P (Y (·) ∈ dw) (1.6)

となることが分かる. (1.6) は Imhof関係とよばれている [9].

1.2 半マルチンゲ－ルと伊藤の公式

任意の s > 0 に対して B(s) を与えたとき，その後のブラウン運動は

B(u), u < s の値に影響されず

B(t) − B(s) は（条件付き）平均が 0 である

という性質をもつ．これをマルチンゲ－ル性という. ブラウン運動に基づく

確率積分などは,マルチンゲ－ル性をもつ確率過程（以後単にマルチンゲ－

7



ルとよぶ）の例である. マルチンゲ－ルと有界変動過程の和で与えられる確

率過程を半マルチンゲ－ルとよぶ.

確率過程 Z(t) の二次変分（quadratic variation）を 〈Z〉t とおく:

〈Z〉t = sup
m∑

j=0

(Z(tj+1) − Z(tj))2

ここで sup は 時間の分割 0 ≡ t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 ≡ t について

とる. Z(t) が有界変動過程である場合は 〈Z〉t = 0 である. また，確率過程

Z(t), Ẑ(t) に対して

〈Z, Ẑ〉t ≡ 1
4

{
〈Z + Ẑ〉t − 〈Z − Ẑ〉t

}
と定義し, さらに dZ(t)dẐ(t) = d〈Z, Ẑ〉t という記法を用いることにする.

ブラウン運動の二次変分は dB(t)dB(t) = dt であるが, 逆に二次変分が dt

である連続マルチンゲ－ルはブラウン運動に限る. 一般に連続なマルチン

ゲ－ルは二次変分により一意的に定まる. B1(t) と B2(t) が互いに独立なブ

ラウン運動であるとき dB1(t)dB2(t) = 0 となるので, D 次元ブラウン運動

B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , BD(t)) に対して dBi(t)dBj(t) = δijdt が成立す

る. 多次元の場合でも dMi(t)dMj(t), 1 � i, j � D が与えられるとマルチン

ゲ－ル M(t) = (M1(t),M2(t), . . . ,MD(t)) が一意的に決まることが知られ

ている.

Z(t) = (Z1(t), Z2(t), . . . , ZD(t)) をマルチンゲ－ル部分が M(t), 有界変

動部分が A(t) = (A1(t), A2(t), . . . , AD(t)) である D 次元半マルチンゲ－ル

とする. F を R
D 上で定義された 2 階微分可能な実数値関数としたとき確

率過程 F (Z(t)) は,

dF (Z(t)) =
D∑

i=1

∂F

∂xi
(Z(t)) (dMi(t) + dAi(t))

+
1
2

∑
1�i,j�D

∂2F

∂xi∂xj
(Z(t))dMi(t)dMj(t) (1.7)
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と展開することができる. これを伊藤の公式という（例えば [25, 29] を参

照）. これを用いると dB(t)2 = 2B(t)dB(t)+dt,つまりブラウン運動の 2乗

は, マルチンゲ－ル部分が確率積分 2
∫ t
0 B(s)dB(s), 有界変動部分が tである

半マルチンゲ－ルであることが分かる. また，(B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)2)1/2

に適用することにより, 3 次元ベッセル過程 Y (t) も半マルチンゲールであ

り，(1.3) の確率微分方程式で表されるようにそのマルチンゲール部分はブ

ラウン運動，有界変動部分は
∫ t
0 ds/Y (s) であることが導かれる.

2 エルミート行列値過程

2.1 Bru の定理

N × N エルミート行列全体の集合を H(N), N × N 実対称行列全体の集

合を S(N) とおく. そして行列 A の転置行列を tA, 複素共役を A, 随伴行列

を A∗ ≡ tA と書くことにする. Bruは H(N)-値過程の一例であるWishart

過程について調べ, その固有値過程が満たす方程式を導いた [2, 3]. この結果

は, 行列値過程の各要素 ξij(t), 1 � i, j � N が複素数値連続半マルチンゲー

ルである場合に拡張することができる [16, 17]. この節ではこの拡張の結果

得られた一般化された Bru の定理を紹介し, 次節でその応用例を与えること

にする.

λ(t) = (λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t)) を H(N)-値過程 Ξ(t) = (ξij(t))1�i,j�N

の固有値を成分にもつベクトルとする．ただし，大小関係 λ1(t) � λ2(t) �

· · · � λN (t) を満たすものとする. このとき U(t) = (uij(t))1≤i,j≤N を

U(t)∗Ξ(t)U(t) = Λ(t) = diag
(
λ1(t), λ2(t), · · · , λN (t)

)
というように，Ξ(t) を対角化するユニタリ行列の族とする.

Γij,k�(t)dt =
(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
ij

(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
k�
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とおき，また (U(t)∗dΞ(t)U(t))ii の有界変動部分を dΥi(t) と書くことする.

そして,固有値 (λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t))が初めて重なる正の時刻を τ とおく:

τ = inf{t > 0 : λi(t) = λj(t) となる 1 � i 	= j � N が存在する }.

定理 2.1 [一般化された Bru の定理] ([2, 3, 16, 17]) 複素数値過程 ξij(t),

1 � i, j � N を連続半マルチンゲールとする. このとき Ξ(t) の固有値 λ(t)

は次の確率微分方程式を満たす.

dλi(t) = dMi(t) + dJi(t), t ∈ (0, τ), i = 1, 2, . . . ,N (2.1)

ただしM(t) = (M1(t),M2(t), . . . ,MN (t))は dMi(t)dMj(t) = Γii,jj(t)dt で

あるマルチンゲールであり, J(t) = (J1(t), J2(t), . . . , JN (t)) は

dJi(t) =
∑

1�j�N
j �=i

1
λi(t) − λj(t)

1{λi(t) �=λj (t)}Γij,ji(t)dt + dΥi(t)

で与えられる有界変動過程である. ここで 1{ω} は条件 ω が成り立つときは

1, それ以外は 0 の値を与える「条件 ω の指示関数」である.

2.2 応用例

ν ∈ N0 ≡ {0, 1, 2, . . . } として, BR
ij(t), BI

ij(t), 1 ≤ i � N + ν, 1 � j � N

を 2N(N + ν) 個の独立な 1 次元ブラウン運動とする. 1 � i, j � N に対

して

sij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1√
2
BR

ij(t), i < j

BR
ii (t), i = j
1√
2
BR

ji(t), i > j

aij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1√
2
BI

ij(t), i < j

0, i = j

− 1√
2
BI

ji(t), i > j

とおく.
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(i) GUE 型行列値過程

ΞGUE(t) = (sij(t) +
√−1aij(t))1�i,j�N , t ∈ [0,∞) で定義されるH(N)-

値過程を考える. 任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して, ΞGUE(t) は H(N)-値

確率変数になるが，H(N) の体積要素 U(dH) に対する確率密度関数は

µGUE(H, t) =
t−N2/2

c1(N)
exp

(
− 1

2t
TrH2

)
, H ∈ H(N)

で与えられる. ここで, Trは行列のトレースをとることを表す．また，c1(N) =

2N/2πN2/2 である. N × N ユニタリ行列全体の集合を U(N) とおくと，任

意の U ∈ U(N) に対して，確率 µGUE(H, t)U(dH) はユニタリ変換 H →
U∗HU の下で不変である．ランダム行列理論では，このような不変性をも

つ H(N)-値確率変数の統計集団をガウス型ユニタリ集団（GUE）とよぶ

[23, 26]. この GUE の固有値分布の密度関数は, x1 < x2 < · · · < xN である

x = (x1, x2, · · · , xN ) に対して

gGUE(x, t) =
t−N2/2

C1(N)
exp

(
−|x|2

2t

)
hN (x)2 (2.2)

で与えられる [23, 26]. ここで hN (x) は差積で表される N × N のヴァンデ

ルモンドの行列式

hN (x) = det
1�i,j�N

(
xi−1

j

)
=

∏
1�i<j�N

(xj − xi)

である. また, C1(N)は正規化定数であり, Γ(x)をガンマ関数としてC1(N) =

(2π)N/2
∏N

i=1 Γ(i) と表せる．

一般化された Bru の定理を ΞGUE(t) に適用するために，dξij(t)dξk�(t)

の値を計算しておくことにする. まず dξii(t)dξii(t) = dBR
ii (t)dBR

ii (t) =

dt がすぐに分かる. また i < j のときには，dξij(t) = dBR
ij(t)/

√
2 +

√−1dBI
ij(t)/

√
2 = dξji(t) であることに注意すると，dξij(t)dξij(t) = dt/2−

dt/2 = 0, dξij(t)dξji(t) = dt/2 + dt/2 = dt となることも分かる．(i, j) 	=

11



(k, �), (�, k) のときには, 独立性から dBR
ij(t)dBR

k�(t) = dBI
ij(t)dBI

k�(t) = 0 が

成り立つので, dξij(t)dξk�(t) = 0 となる. 以上をまとめると dξij(t)dξk�(t) =

δi�δjkdt, 1 � i, j, k, � � N となる. この結果を用いて dMi(t)dMj(t) を計算

すると

Γii,jj(t)dt =
(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
ii

(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
jj

=
∑
k,�

ukidξk�u�i

∑
m,n

umjdξmnunj

=
∑
k,�

ukiukju�iu�jdt = δijdt

となる. ここで最後の等式は, U(t)がユニタリ行列であること（U(t)∗U(t) =

U(t)U(t)∗ = IN）から導かれる. したがって, マルチンゲ－ル部分はN 次元

ブラウン運動であることが示されたことになる. 同様な計算によりΓij,ji(t) =

1, 1 � i, j � N が分かる．(U(t)∗dΞ(t)U(t))ii には有界変動部分はないこと

（dΥi(t) = 0）に注意すると, 一般化された Bru の定理から，λ(t) の満たす

べき確率微分方程式が

dλi(t) = dBi(t) +
∑

1�j�N
j �=i

1
λi(t) − λj(t)

dt, 1 � i � N (2.3)

であることが導かれる．また，τ = ∞ であることを示すことができる. 本

稿の冒頭で述べた Dyson モデルの確率微分方程式は

dYi(t) = dBi(t) +
β

2

∑
1�j�N

j �=i

1
Yi(t) − Yj(t)

dt (2.4)

（t ∈ (0,∞), 1 � i � N）の形であり，(2.3) はこの β = 2 の場合になって

いる．

(ii) GOE 型行列値過程

ΞGOE(t) = (sij(t))1�i,j�N , t ∈ [0,∞) で定義される S(N)-値過程を考え

る. 任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して ΞGOE(t) は，S(N) の体積要素
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V(dS) に対する確率密度関数が

µGOE(S, t) =
t−N(N+1)/4

c2(N)
exp

(
− 1

2t
TrS2

)
, S ∈ S(N)

であるような S(N)-値確率変数を与える. ここで c2(N) = 2N/2πN(N+1)/4

である. N ×N 実直交行列全体の集合を O(N)とおくと, 任意の V ∈ O(N)

に対して, 確率 µGOE(S, t)V(dS) は直交変換 S →t V SV の下で不変である．

このような S(N)-値確率変数の統計集団はガウス型直交集団（GOE）とよ

ばれている．GOE の固有値分布の密度関数は, x1 < x2 < · · · < xN である

x = (x1, x2, · · · , xN ) に対して，

gGOE(x, t) =
t−N(N+1)/4

C2(N)
exp

(
−|x|2

2t

)
hN (x) (2.5)

で与えられる（ただし C2(N) = 2N/2
∏N

i=1 Γ(i/2)）[23, 26]. GUE 型行列値

過程と同様な計算により，λ(t) の満たすべき確率微分方程式は

dλi(t) = dBi(t) +
1
2

∑
1�j�N

j �=i

1
λi(t) − λj(t)

dt, 1 � i � N

と定まる．この場合にも τ = ∞ であることを示すことができる. これは

Dyson モデルの方程式 (2.4) の β = 1 の場合に等しい．

(iii) Laguerre 過程

(N + ν) × N 複素行列全体の集合をM(N + ν,N, C) と書くことにする.

M(N +ν,N, C)-値過程として，L(t) = (BR
ij(t)+

√−1BI
ij(t))1�i�N+ν,1�j�N

を考える．これは，任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して，確率密度関数が

µchGUE
ν (L, t) =

t−N(N+ν)

c3(N)
exp

(
− 1

2t
TrL∗L

)
, L ∈ M(N + ν,N, C)

であるようなM(N + ν,N, C)-値確率変数を与える (c3(N) = (2π)N(N+ν))．

このような確率変数の統計集団はカイラル・ガウス型ユニタリ集団（chGUE）

とよばれている [26]. これに対して，ΞL(t) = L(t)∗L(t), t ∈ [0,∞) によっ
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て定義される H(N)-値過程を Laguerre 過程とよぶ [20]. 行列 ΞL(t) は非

負定値なので固有値はすべて非負である. 定義より ξij(t) =
∑N+ν

k=1 (BR
ki(t)−√−1BI

ki(t))(B
R
kj(t) +

√−1BI
kj(t)) となるので, ブラウン運動の 2 乗につい

て 1.2 節の最後に述べたことを思い出すと, dξij(t) の有界変動部分は 2(N +

ν)δijdt, 1 � i, j � N であることがすぐに分かる（従って dΥi(t) = 2(N +

ν)dt）．また，

dξij(t)dξk�(t) = 2
(
ξi�(t)δjk + ξkj(t)δi�

)
dt, 1 � i, j, k, � � N

と計算できるので, Γii,jj(t) = 4λi(t)δij , Γij,ji(t) = 2(λi(t) + λj(t)), 1 �

i, j � N と求められる. したがって λ(t) は確率微分方程式

dλi(t) = 2
√

λi(t)dBi(t) + 2(N + ν)dt + 2
∑

1�j�N
j �=i

λi(t) + λj(t)
λi(t) − λj(t)

dt

（1 � i � N）の解となっていることが導かれる．この場合も τ = ∞ である.

(iv) Wishart 過程

(N +ν)×N 実行列全体の集合をM(N +ν,N, R)とおく. M(N +ν,N, R)-

値過程W (t) = (BR
ij(t))1�i�N+ν,1�j�N は, 任意の固定した t ∈ [0,∞) に対

して，確率密度関数が

µchGOE
ν (W, t) =

t−N(N+ν)/2

c4(N)
exp

(
− 1

2t
Tr tWW

)
, W ∈ M(N + ν,N, R)

であるようなM(N+ν,N, R)-値確率変数を与える（c4(N) = (2π)N(N+ν)/2）.

このような確率変数の統計集団はカイラル・ガウス型直交集団 （chGOE）

とよばれている [26]. これに対して，ΞW(t) =t W (t)W (t), t ∈ [0,∞) によっ

て定義される S(N)-値過程をWishart 過程とよぶ [3] . Laguerre 過程のと
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きと同様な計算により, λ(t) は確率微分方程式

dλi(t) = 2
√

λi(t)dBi(t) + (N + ν)dt +
∑

1�j�N
j �=i

λi(t) + λj(t)
λi(t) − λj(t)

dt

（1 � i � N）の解となっていることが導かれる．（この場合も τ = ∞．）

3 非衝突拡散過程

3.1 Karlin-McGregor の公式

非衝突拡散過程を解析するには，行列式を用いた密度関数の表示が有効で

ある．この行列式表示は, 確率論では Karlin-McGregor の公式 [11], 組み

合わせ論的表現論では Lindström-Gessel-Viennot の公式 [22, 6, 30, 21]

とよばれる. またこの公式は，量子力学で自由フェルミ粒子からなる多体系

の波動関数を表す Slater 行列式の確率過程版とみなすこともできる [31]．

この節では，時間も空間も離散的である場合を例にしてこの行列式表示を説

明し，公式の証明を与えることにする.

まず，1 + 1 次元の時空平面を表す正方格子上に, 頂点の集合 V と向き付

けされた辺の集合 E を

V =
{

(z, k) : z は整数, k は非負整数, z + k は偶数
}

E =
{(

(z, k) → (z − 1, k + 1)
)
,
(
(z, k) → (z + 1, k + 1)

)
: (z, k) ∈ V

}

と定義して，この二つを組とする有向グラフ G = (V,E) を導入する.

n を自然数とする. p = {vk}n
k=0 が道であるとは，k = 0, 1, . . . , n − 1 に

対して (vk → vk+1) ∈ E が満たされることをいう. uから v への道があると

き u → v と書き, 道 u → v 全体の集合を P(u, v) と書くことにする. N 個の

始点 u = (u1, u2, . . . , uN ) ∈ V N とN 個の終点 v = (v1, v2, . . . , vN ) ∈ V N
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(x, 0) (x′, 0)

(y′, n) (y, n)

図 2 : グラフGの図

が与えられたとき, N 本の道の組 {ui → vi}N
i=1 全体の集合を P(u,v) と

おく：

P(u,v) =
{
p(N) = (p1, p2, . . . , pN ) : pi ∈ P(ui, vi), i = 1, 2, . . . , N

}

二つの道が同じ頂点をもつとき, それらは衝突するという. 以上の定義から，

有向グラフ G = (V,E) 上の道が次の重要な性質をもつことは，図 2 を見る

と明らかであろう．

性質 1© x < x′, y > y′のとき,

任意の p ∈ P((x, 0), (y, n)) と p′ ∈ P((x′, 0), (y′, n)) は衝突する.

N 本の非衝突な道全体の集合

P0(u,v) ≡
{

p(N) ∈ P(u,v) : p(N)の道は互いに非衝突
}

を考える. 重み関数 w : E → (0, 1) を導入し, 各々の道に対して重み w(p) =∏
e∈� w(e) を与え，uから vへの道のグリーン関数を

G(u, v) =
∑

�∈P(u,v)

w(p)
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で定義する．N本の道 p(N) ∈ P(u,v)に対する重みはw(p(N)) =
∏N

i=1 w(pi)

で与えることにすると，P0(u,v) のグリーン関数は

G0(u,v) =
∑

�(N)∈P0(u,v)

w(p(N))

で与えられる. 例えば，重み関数が

w
(
(z, k) → (z − 1, k + 1)

)
+ w

(
(z, k) → (z + 1, k + 1)

)
= 1, (z, k) ∈ V

を満たすときは, 上で述べた道は，時刻 k に z の状態にあったものが, 時刻

k + 1 で状態 z + 1 になる確率が w((z, k) → (z + 1, k + 1)), 状態 z − 1 にな

る確率が w((z, k) → (z − 1, k +1)) であるようなマルコフ連鎖を表すことに

なる. 一般に，グリーン関数 G(u, v) は時刻 0 で u から出発したマルコフ

連鎖が時刻 n で v に到達する推移確率を与え, グリーン関数 G0(u,v) は時

刻 0 で ui, i = 1, 2, . . . ,N から出発した N 個の独立なマルコフ連鎖が互い

に衝突することなく vi, i = 1, 2, . . . ,N に到達する確率を与えることになる.

以上の設定の下で次の定理が成り立つ. N = 2 の場合はこの定理は 1.1 節

で述べた反射原理と本質的に同じであることに注意すると, 反射原理の一般

化とみなすことができる.

定理 3.1 [Karlin-McGregor の公式] ([11, 22, 6]) N 個の始点 ui =

(xi, 0), i = 1, 2, . . . ,N とN 個の終点 vi = (yi, n), i = 1, 2, . . . ,N がそれぞ

れ x1 < x2 < . . . < xN , y1 < y2 < . . . < yN を満たすとき, 次が成り立つ.

G0(u,v) = det
1�i,j�N

(
G(ui, vj)

)
(3.1)

【証明】 {1, 2, . . . , N}の置換全体の集合を SN とする. 行列式の定義

より,

det
1�i,j�N

(
G(ui, vj)

)
=

∑
π∈�N

sgn(π)G(u1, vπ(1)) · · · G(uN , vπ(N)) (3.2)
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である. π ∈ SN に対して，これと N 本の道 pi ∈ P(ui, vπ(i)), i =

1, 2, . . . , N とからなる組を (π, p1, p2, . . . , pN ) と書くことにする. まず

(π, p1, p2, . . . , pN ) として，少なくとも 1か所で衝突している場合を表すも

のを考えることにする. 図 3 に示したように，衝突が起こった最初の頂点を

xとおく. もしも，最初の衝突が同時に 2か所以上で起こった場合には最も

左側のもの（位置の座標が最小のもの）を xとする. そして，この頂点 x で

衝突する二つの道を pi, pj とする．

u1 u2 u3 u4

vπ(2)vπ(3) vπ(1) vπ(4)

x

図 3 : 衝突している道の例

道 pi のうちの始点 ui から x までの部分を pi(→ x), xから終点 vπ(i)ま

での部分を pi(x →) と書くことにする．同様に，道 pj のうち始点 uj から

x までの部分を pj(→ x), xから終点 vπ(j) までの部分を pj(x →)と書く. そ

して, 図 4 に示したように，x でそれぞれの部分を入れ替えて

p′i = pi(→ x)pj(x →) : xまでは pi, xからは pj を使った道

p′j = pj(→ x)pi(x →) : xまでは pj , xからは piを使った道

と定めることにする. また, k 	= i, j に対しては, p′k = pk と定める.

i と j の互換 (i, j) と置換 π との積置換を π′ と書く. N 本の道の組

(π′, p′1, p′2, . . . , p′N ) = p(N)′ と (π, p1, p2, . . . , pN ) = p(N)
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ui uj ui uj

x x

vπ(j) vπ(j)vπ(i) vπ(i)

pipj p′jp′i

図 4 : pi, pj と p′i, p
′
j の例

とは, 同じ重みをもち, また, sgn(π) = −sgn(π′)であることから,

sgn(π)w(p(N)) = −sgn(π′)w(p(N)′ )

となることが分かる. p(N)′ に対して再び同じ変換を施すと元の p(N)に戻る

ことに注意すると, p(N) と p(N)′ とは 1 対 1 に対応していることが分かる.

グリーン関数 G(u, v) は，始点 u から終点 v までの道の重み付きの和であっ

たので，(3.2) は，N 本の道のさまざまな配置を適当な重みと符号を付けて

足し合わせた和と見なせるが，上の考察から，この和をとると衝突がある場

合の寄与 sgn(π)w(p(N)) はすべて相殺されてしまうことが結論される．とこ

ろが，性質 1©より，非衝突の場合には π は必ず恒等変換であるので

∑
π∈�N

sgn(π)G(u1, vπ(1)) · · · G(uN , vπ(N))

=
∑

π∈�N

∑
(π,�1,�2,... ,�N )

sgn(π)w(p1) · · · w(pN )

=
∑

�(N)∈P0(u,v)

w(p(N)) = G0(u,v)

が成り立つ．したがって，(3.2)より定理が証明された. �

定理の証明で使われている道の重みに関する重要な性質は「衝突した後の

道の部分を互いに入れ替えても，二つの道の重みは同じ」というものである.
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互いに独立で同分布である N 本の拡散過程について考えてみると, それら

を成分とする N 次元確率過程も拡散過程となり, 異なる 2 本が最初に衝突

する時刻はマルコフ時刻になる．このことから，この性質は強マルコフ性か

ら導かれることになる. また重み関数を与えるときに，時間的にも空間的に

も斉次性は仮定していないので, 上の定理は時間的あるいは空間的に非斉次

である拡散過程にも適用できることになる.

3.2 非衝突ブラウン運動

R
N の部分集合 WA

N をWA
N = {x ∈ R

N : x1 < x2 < · · · < xN} と定義
する. これは, AN−1型の Weyl 領域とよばれているものである [7]. WA

N 内

の吸収壁ブラウン運動の推移確率密度, つまり時刻 0 でWA
N 内の点 x から

出発したブラウン運動がWA
N から出ることなく時刻 t でWA

N 内の点 y へ

到達する確率密度は, 定理 3.1 の Karlin-McGregor の公式より

fN(t,y|x) = det
1�i,j�N

(
G(t, yj |xi)

)
と表される. したがって，xから出発したブラウン運動が，時刻 tまでの間

WA
N から出ないでいる確率は,

NN (t,x) =
∫
WA

N

fN (t,y|x)dy

で与えられることになる.

さて，有限な時間区間 (0, T ] での非衝突ブラウン運動を定義することに

しよう．この過程 X(t) = (X1(t),X2(t), . . . ,XN (t)) の推移確率密度関数

gN (s,x; t,y), 0 � s < t � T は, 時刻 T まで衝突しないという条件の下で,

時刻 s で x ∈ WA
N にいた N 個のブラウン運動が時刻 t で y ∈ WA

N に到

達する確率密度であるので,

gN (s,x; t,y) =
NN (T − t,y)
NN (T − s,x)

fN (t − s,y|x) (3.3)
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で与えられる. この非衝突ブラウン運動において，N 個のブラウン運動が

すべて原点から出発する場合も考えたいが，(3.3) 式において |x| → 0 とす

ると分母と分子がともに 0 になってしまう．この極限を正しく求めるために

は，fN (t,y|x) と NN (t,x) の |x|/√t → 0 での漸近評価が必要となる. それ

らは

fN (t,y|x) ∼ t−N(N+1)/4

C1(N)
exp

(
−|y|2

2t

)
hN

(
x√
t

)
hN (y)

NN(t,x) ∼ C2(N)
C1(N)

hN

(
x√
t

)
(3.4)

で与えられる [14, 15, 17]. ただし, C1(N) と C2(N) はそれぞれ GUE と

GOE の固有値分布の密度関数 (2.2) と (2.5) の表式に現れたものに等しい．

これらを用いると, すべて原点から出発した非衝突ブラウン運動の推移確率

密度を次のように与えることができる.

gT
N (0,0; t,y) =

TN(N−1)/4t−N2/2

C2(N)
hN (y) exp

(
−|y|2

2t

)
NN (T − t,y) (3.5)

0 x

tT

0 x

t

図 5 : 時間的に非斉次な過程 X(t) と 斉次な過程 Y (t)

図 5 のように非衝突条件を課す時間間隔 T を無限大にすると, 非衝突ブラ
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ウン運動 X(t) は，推移確率密度関数が

pN (t,y|x) =
hN (y)
hN (x)

fN (t,y|x), x ∈ WA
N

pN (t,y|0) =
t−N2/2

C1(N)
hN (y)2 exp

(
−|y|2

2t

)
(3.6)

で与えられる時間的に斉次な拡散過程 Y (t)に収束することも，上の漸近評

価 (3.4) を用いると導くことができる．(3.6)の形から，Y (t) はWA
N 内の吸

収壁ブラウン運動の優調和変換 [4]であり, β = 2 の場合の Dyson モデルの

方程式 (2.4) を満足することは明らかである．GUE型行列値過程 ΞGUE(t)

の固有値過程が，同じく β = 2 にあたるDyson モデルの方程式 (2.3) を満

すことは，一般化された Bru の定理の応用例として 2.2節で示した．した

がってこれで，両者が確率過程としては等価であるというDyson の結果が

導かれたことになる.

ここで，(1.2) と (3.6), (1.4) と (3.3) および (3.5) とをそれぞれ見比べて

いただきたい．X(t) と Y (t) は，それぞれ 1.1 節で説明したブラウン彷徨

過程 X(t) と 3 次元ベッセル過程 Y (t) の自然な高次元（多成分，多粒子）

拡張になっていることが頷けるであろう．また，(3.3), (3.5) および (3.6) に

より，X(t)と Y (t)の分布には次の関係があることも分かる.

P (X(·) ∈ dw) =
C1(N)
C2(N)

TN(N−1)/4 1
h(w(T ))

P (Y (·) ∈ dw) (3.7)

この関係式は, 3 次元ベッセル過程とブラウン彷徨過程に対する Imhof関係

(1.6) の一般化である [14, 15].

4 時間的に非斉次な行列値過程

前節までで，GUE とよばれるランダム行列集団に対応する時間的に斉次

な拡散過程が存在し，それは非衝突ブラウン運動で与えられるという Dyson
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の結果を紹介することができた．複素行列の集団 GUE を実行列に制限する

と GOE になるが，それではこの GOE に対応する時間的に斉次な拡散過程

はどのようなものであろうか．

残念ながら，この問いに対しては詳しいことは分かっていない．そこで我々

は，時間的に非斉次な場合にまで考える範囲を広げて，関連する非衝突拡散

過程を探ってみることにした. というのは，時間的に非斉次な非衝突ブラウ

ン運動 X(t), t ∈ [0, T ] を見てみると, 非衝突条件の終点 T での分布はGOE

の固有値分布と一致していることが分かるからである. （定義より y ∈ WA
N

に対しては NN (0,y) = 1 であるから，(3.5) で t = T とすると，(2.5) で与

えた gGOE と等しくなる．）ただし 0 < t < T のときは X(t) の分布はGOE

の固有値分布とは異なる．特に 0 < t � T のときにはGUE の固有値分布

に近いものであるはずである. このことから，X(t), t ∈ [0, T ] はGUE から

GOE への転移を示す行列値過程の固有値過程と見なせるのではないかと予

想できる.

GOE 型行列過程 ΞGOE(t) の各成分は GUE 型行列過程 ΞGUE(t) の各成

分の虚部を零としたものである．よって, 0 < t � T のときには非対角成分

の実部と虚部が（零から出発して）ほぼ同じ大きさで時間発展して行くが，

t ↗ T につれて虚部は再び零になっていくようにH(N)-値過程をうまく与

えてやることができれば，X(t) をその固有値過程としてもつような行列値

過程を実現できる可能性がある [24, 28, 14]. 実際, 各成分の虚部を期間 T の

ブラウン橋で与えてやればうまくいくことが分かる. すなわち，互いに独立

なブラウン橋 βT
ij(t), 1 � i < j � N で BR

ij(t), 1 � i � j � N とも独立であ

るものを用意して

aT
ij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1√
2
βT

ij(t), i < j のとき

0, i = j のとき

− 1√
2
βT

ji(t), i > j のとき
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とおき，H(N)-値過程を

ΞT (t) =
(
sij(t) +

√−1aT
ij(t)

)
1�i,j�N

, t ∈ [0, T ] (4.1)

と定義すると次の定理が成り立つ．

定理 4.1 ([16]) ΞT (t), t ∈ (0, T ] の固有値過程 λT (t), t ∈ (0, T ] は時間的

に非斉次な拡散過程であり，すべてが原点から出発する時間的に非斉次な非

衝突ブラウン運動X(t), t ∈ (0, T ] と分布が等しい．

証明では ΞT (t) の固有値過程 λT (t) と ΞGUE(t) の固有値過程が一般化

された Imhof 関係 (3.7) を満たすことを示す．H(N)-値過程 ΞGUE(t) の固

有値過程と時間的に斉次な非衝突ブラウン運動 Y (t) の分布が等しいこと

（Dyson の結果）はすでに示したので，このことより，λT (t) がX(t) と分

布の意味で等価であることが結論できるのである.

この定理より，X(t), t ∈ (0, T ] という一つの拡散過程の推移確率密度に対

して，Karlin-McGregor の公式を利用した (3.5) という表現と，(4.1) で定

義されたH(N)-値過程 ΞT (t) の固有値過程の推移確率密度という二つの異

なる表現が与えられたことになる．これは，3 次元ベッセル過程やブラウン

彷徨過程が 1 次元ブラウン運動の条件付き過程としての表現と 3 次元拡散過

程の動径方向への射影としての表現という二つの表現をもつのと同じ構造で

ある．X(t), t ∈ (0, T ] に対する後者の表現は，H(N)-値過程をその固有値の

部分 Λ(t) とユニタリー行列部分 U(t) に分解して，そのうちのユニタリー

部分を積分したもので与えられる．従って，定理 4.1 の系として次の等式が

得られることになる．

系 4.2 ([16]) dU を空間 U(N)でのHaar測度とし,
∫
U(N) dU = 1と規格

化されているものとする．x = (x1, x2, . . . , xN ),y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ WA
N
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に対して，Λx = diag(x1, x2, . . . , xN ),Λy = diag(y1, y2, . . . , yN ) とすると，

任意の σ ∈ R に対して等式∫
U(N)

dU e−
1

2σ2 Tr(Λ�−U∗Λ�U)2 =
C1(N)σN2

hN (x)hN (y)
det

1�i,j�N

(
G(σ2, yj|xi)

)

が成立する．

この等式は Harish-Chandra の積分公式 [8] あるいは Itzykson-Zuber

の積分公式 [10] とよばれるものである．上述の定理 4.1からの導出は，この

公式の確率解析的な導出方法であると言える．

5 おわりに

一般化された Bru の定理を, より高い対称性の条件を加えたH(N)-値過

程に適用することにより, 固有値過程が β = 4 の Dyson モデルで与えられ

るガウス型シンプレクティック集団 （GSE）の他, Altland と Zirnbauer [1]

によって導入された class C および class D とよばれるランダム行列集団

に関連する行列値過程を導くこともできる [17].

Yor [32] はブラウン彷徨過程を特別な場合として含む拡散過程の族を導入

し, generalized meanders と名付けた. ここではこれらを彷徨過程と総称す

ることにする. 彷徨過程は二つのパラメータ ν ∈ (−1,∞)と κ ∈ [0, 2(ν+1))

をもち, ブラウン彷徨過程は ν = 1/2, κ = 1 の場合に対応している. また

κ の範囲の境界にあたる κ = 0 の場合はベッセル過程, κ = 2(ν + 1) の場

合はベッセル橋（時刻 T で原点に到達するという条件の下でのベッセル過

程）に対応している. 本稿では主に非衝突条件を課した 1次元ブラウン運動

を考えたが, ブラウン運動の代わりに彷徨過程を考えることもできる. この

場合の状態空間は AN−1型の Weyl 領域ではなく, ν � 0 のときには CN 型,

ν ∈ (−1, 0) のときには DN 型のWeyl 領域となる. 本稿では非衝突ブラウ
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ン運動が GUE と GOE のランダム行列と関係することを詳しく述べたが，

非衝突彷徨過程は自然な形で，カイラル型ランダム行列, あるいは Altland

と Zirnbauer により研究されたBogoliubov-de Gennes 型ランダム行列

と関連することが示せる [17, 19].

本稿では議論しなかったが, 拡散過程の本数（または行列の大きさ）N を

無限大にしたときの系の漸近挙動を調べる問題がある [23, 26]. これは，ラ

ンダム行列理論を応用して無限粒子系を構成するという重要な課題に関する

ものであり，[27, 13, 18] およびそれらに引用されている文献を参考にして

いただきたい. また，vicious walk とよばれる離散的な非衝突過程につい

ては，[12, 15] および [31] を参照していただきたい．
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