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1.  はじめに

Chaundy-Bullard恒等式 [Chaundy, Bullard (1960)]

非負の整数m,nに対して次が成り立つ.

の中を右か上に進む経路を考える.

経路πはステップ の集合.

の経路の集合.

各ステップに重みw(s)を課す.

として,
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:τステップ目までの経路 , 

[Koornwinder, Schlosser 
(2008)]
にて紹介された証明

.

(

場
合
分
け
は
同
様)

図の(1)を通る経路は，

上に 歩：

右に 歩：

どこで右へ進むか：

4

経路の重み を考える.

より

(2)も
同様

(1)を通る経路の重みの和は

: のτステップ目 とすると，

例 m=4, n=2, τ=5



同様に，点 までの経路を2種類に分けて

…②

…①

証明したい恒等式：
5

ステップで点 に到達するすべての経路の重みの和を

と書くことにする.

.



q-Pochhammer記号 パラメータ (基底とよぶ)を導入して,

に対して

変形 Jacobi テータ関数 に対して

楕円関数拡張された階乗 (あるいは (q,p)-拡張された階乗)

(ノームとよぶ),

,

kが自然数のときは .

2.  三角関数拡張・楕円関数拡張
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q-拡張

ただし q-二項係数

第2 (a,b;q)-拡張

第1 (a,b;q)-拡張 パラメータ を導入

基底 を導入
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楕円関数拡張 ノーム を導入

(a,b,c;q)-拡張 パラメータ を導入
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q-拡張

,

第1 (a,b;q)-拡張

第2 (a,b;q)-拡張
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(a,b,c;q)-拡張
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楕円関数拡張

テータ関数の性質
反転公式

擬周期性

Riemann-Weierstrassの加法定理 を用いた.
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周期性



3.  数値計算・数値実験

変数変換

nステップ進んだとき,
斜めの線上の格子点にいる ランダムウォークとみなせる重み付き格子経路模型
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が確率なら,           は
ステップ後に

点 にいる確率

2次元

1+1次元



★ とするために各パラメータに課す十分条件を定めた

q-拡張

第1 (a,b;q)-拡張

第2 (a,b;q)-拡張

(a,b,c;q)-拡張

,

(1)

(2)  (1)で としたもの.

(1)

(2)

(3)   (1), (2)で としたもの.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) (1)～(4)でそれぞれ としたもの. 13

,

，



楕円関数拡張 のとき となることから

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)     (1)～(4)でそれぞれ としたもの.

以上の条件(1)をそれぞれ満たすようにパラメータの値を決め, を変数変換したものに
代入して分布をプロットしていく.
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第1 (a,b;q)-拡張 の分布

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.8) q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.55,-0.8) q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.7,-0.8)

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.2,-0.7) q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7) q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.9,-0.7)

ブロード分布と
よぶことにする

15

複峰分布

単峰分布



第1 (a,b;q)-拡張 の分布

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.7,-0.8)

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7)

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.2,-0.7)

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7)

時間を進めると複峰になる

,

・単峰と複峰が現れる

・aを大きくすると最大値が
右から左へ移動する

・時間の経過に伴って
単峰が複峰になる
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※単峰/複峰の判断は差分の計算から
行っている



第2 (a,b;q)-拡張 の分布
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とりうる値の範囲は異なるが,
定性的には同じ振る舞いをする

・単峰と複峰がある
・aを大きくすると最大値が右から左へ

移動する
・時間経過で単峰が複峰になる



(a,b,c;q)-拡張 の分布

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.2,-0.9) q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.24,-0.7)
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楕円関数拡張 の分布

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.5), c=0.3 q=0.5, x=0.8, (a,b)=(0.6,-0.5), c=0.5
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第1 (a,b;q)-拡張 の分布を俯瞰する

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.6)

T=30 T=90
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第1 (a,b;q)-拡張ランダムウォークの計算機シミュレーション1

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.6)

90歩の経路を20通りFortranで作成し,
Mathematicaでプロット
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第1 (a,b;q)-拡張ランダムウォークの計算機シミュレーション1-2

90歩の経路を20通り． 90歩の経路を10000通り．

到達地点のヒストグラムは
確率分布と一致する．
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q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7) 23

第1 (a,b;q)-拡張ランダムウォークの計算機シミュレーション2



第1 (a,b;q)-拡張ランダムウォークの計算機シミュレーション3

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.2,-0.7)

の値をプロット
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右へ進む確率



第1 (a,b;q)-拡張ランダムウォークの計算機シミュレーション3-2

10000×0.0001×3=3
右寄りの単峰分布を作っていたパラメータの組で

を拡大し左側の収束を見る

100万通り 500万通り

1万通り
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4.  まとめ

5.  課題

・拡張したChaundy-Bullard恒等式を, 重み付き格子経路法によって証明した

・重みを確率解釈するための十分条件を求め, ランダム・ウォークとしての見方を導入した

・数値計算によって分布の特徴を知り, それらを計算機シミュレーションで再現した

・単峰から複峰へ転移する時刻の臨界値 が得られるか？

・時刻→∞の極限をとることで極限分布が導出できるか？

・空間的時間的に不均一なランダム・ウォークとしてどのような応用が期待できるか．
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第1 (a,b;q)-拡張の ：推移確率

t=30

t=90
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q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.6)

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7)
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t=90のときとt=30のときの の差をプロット

q=0.8, x=0.5, (a,b)=(0.4,-0.6)

q=0.9, x=0.5, (a,b)=(0.5,-0.7)



q-Pochhammer記号の三角関数による表記

楕円関数拡張された階乗に を代入する．ただし .

.

∵
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極限をとると元の恒等式に戻る
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， より
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q-拡張の分布と元の分布

q=0.5, x=0.1(青), 0.3(水色), 0.5(緑), 
0.7(桃), 0.9(黄)

q=0.9, x=0.1(青), 0.3(水色), 0.5(緑), 
0.7(桃), 0.9(黄)

q=0.997, x=0.1(青), 0.3(水色), 0.5(緑), 
0.7(桃), 0.9(黄)

元の分布, x=0.1(青), 0.3(水色), 0.5(緑), 
0.7(桃), 0.9(黄)

右に進む確率：


