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・ポアソン点過程(PPP): ΞPPP

→点同士に相関がないので疎密のある
点過程

→ソーシャルディスタンスがない集団

・ジニブル点過程(GPP): ΞGPP

→点同士に反発の相関があるので疎密
のない点過程

→ソーシャルディスタンスがある集団
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1-1.ポアソン点過程とジニブル点過程

(a)PPP (b)GPP

図1-1. [0,1]2上のあるPPPとGPP(1000点)



連続パーコレーション・モデルを考える

[0,1]2上の点の個数：𝑁

密度: 𝜌(= 𝑁)

円の面積: 𝑎

半径: 𝑟

充填率: 𝜅 = 𝜌𝑎 = 𝜌𝜋𝑟2

5

半径𝑟 =
𝜅

𝜌𝜋

①それぞれの点を中心に, 
半径𝑟の円を描く.

②円が重なったら, 
点と点を結ぶ.

図1-2. 連続パーコレーション・モデル

1-2. 連続パーコレーション・モデル



1-3.最大パーコレーション・クラスター

Ξ𝑁
#：𝑁点のPPPとGPP(# = PPPまたはGPP)

周期的境界条件を課す. 

・最大パーコレーション・クラスター: 𝒢𝑁
#

Ξ𝑁
# 上で連続パーコレーション・モデルを

定義し, 複数あるクラスターの中で最大とな
るクラスター.

→𝒢𝑁
#上でSIRモデル感染シミュレーションを

行う.
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(a)PPP (b)GPP

図1-3. PPPとGPPの𝜅 = 1.3での最大パーコレーション・クラスター𝒢1000
#



グラフ： 𝑥 ∈ 𝒢

状態: 𝜂 = (𝜂 𝑥 )𝑥∈𝒢 ∈ S, I, R

未感染者Sが感染者Iと繋がっている数:n

感染率:𝜆, 回復率:𝜇(= 1)

連続時間のマルコフ過程の確率:𝑷𝜂

𝑷𝜂 𝜂𝑡 𝑥 = I, 𝜂 𝑥 = S = 𝜆𝑛𝑡 + 𝑜 𝑡 ,

𝑷𝜂 𝜂𝑡 𝑥 = R, 𝜂 𝑥 = I = 𝜇𝑡 + 𝑜 𝑡 , 𝑎𝑠 𝑡 → 0.

連続時間のマルコフ過程をGillespieアルゴリズム[3]
を使用して, SIRモデル感染シミュレーションを行った.
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1-4. SIRモデル感染シミュレーション

図1-4.図1-3bの𝒢1000
GPPの上でのSIRモデル感染シミュレーション.

感染率𝜆=2.0としている.

未感染者
𝑺usceptible

感染者
𝑰nfected

治癒（死）者
𝑹ecovered

𝜆𝑛 𝜇(=1)



1-5.累計感染者数

𝒢𝑁
#:最大クラスター(# = PPPまたはGPP)

・累計感染者数𝒩𝐼

𝒢𝑁
#から一個感染者を選び, 感染者がいなくなるまで

SIRモデル感染シミュレーションしたときの治癒者の
総数.

・100回平均の累計感染者数 𝒩𝐼

同じ𝒢𝑁
#上でSIRモデル感染シミュレーションを行い, 

累計感染者数𝒩𝐼の100回の平均の累計感染者数.

・平均の累計感染者数 𝒩𝐼

𝒢𝑁
#を10個用意したときの10個の 𝒩𝐼 の平均.
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図1-5. 感染率𝜆, 100回平均の累計感染者数 𝒩𝐼
GPP の関係



ある感染率𝜆∗存在して, 0 < λ < 𝜆∗のとき

𝒩𝐼
PPP > 𝒩𝐼

GPP ,

λ > 𝜆∗のとき

𝒩𝐼
PPP < 𝒩𝐼

GPP .

→感染における逆転現象である.

本研究では,感染が始まる点(始点)の次数に着目し, 
感染における逆転現象の研究を行った.
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1-6. PPPとGPPでの感染における逆転現象

図1-6. 𝜅 = 1.3において感染の始まる点を毎回ランダムに選んだときの逆転現象. 10個の𝒢1000
PPP ,

𝒢1000
GPPを用意し, 10個の平均の累計感染者数 𝒩𝐼

PPP 𝜆 , 𝒩𝐼
GPP 𝜆 と標準偏差のグラフ

𝜆∗ ≃ 0.8
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1-7.本研究の概要・目的

ある𝜅における

連続パーコレーション・
クラスターの次数分布
の平均を得る.

次数分布の回帰分析を行い,

𝑃𝜅
PPP(𝑚)と𝑃𝜅

GPP (𝑚)の式を
得る.

最大クラスター𝒢1000
PPP , 𝒢1000

GPPを作る

10個ずつΞ1000
PPP , Ξ1000

GPPを用意

1. 一つの𝒢1000
# から, 次数𝑚と

なる点を10個ずつ選ぶ.
2. その点を始点とし, 次数別

100回平均の累計感染者数
𝒩𝐼 𝑚,𝜅を求める.

3. 100個の点の次数別平均の
累計感染者数 𝒩𝐼 𝑚,𝜅を求
める.

4. 回帰分析を行う.

1. 次数分布𝑃𝜅(𝑚), 100個の点の次数別
平均の累計感染者数 𝒩𝐼 𝑚,𝜅を掛け足
し合わせ, 平均の累計感染者数 𝒩𝐼 𝜅

を得る.

2. 𝒩𝐼
PPP

𝜅
, 𝒩𝐼

GPP
𝜅
から感染率の交

差する𝜆∗を求める.

𝒩𝐼 𝜅 =

𝑚

𝑃𝜅(𝑚) 𝒩𝐼 𝑚,𝜅

①次数分布を求める

②次数𝑚から始まる場合の次数別平均の
累計感染者数 𝒩𝐼 𝑚,𝜅を求める

③感染における
逆転現象の確認
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2-1. PPPの連続パーコレーション・クラスターの次数分布

PPPの次数分布を𝑃1.3
PPP(𝑚)とする.

PPPの次数分布はポアソン分布

𝑃1.3
PPP 𝑚 = 𝑒−5.2

5.2 −𝑚

𝑚!

にフィッティングした. ただし, 5.2は平均次数である.
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図2-1. 𝜅 = 1.3のPPPの次数分布. 10個のΞ1000
PPPにおける連続

パーコレーション・クラスターの次数分布の平均(青)と, フィッティ
ングしたグラフ(赤).



GPPの次数分布を𝑃1.3
GPP(𝑚)とする.

GPPの次数分布はガウス分布

𝑃1.3
GPP(𝑚) = 0.34 exp

− 𝑚 − 4.2 2

2(1.2)2

にフィッティングした.
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図2-2. 𝜅 = 1.3のGPPの次数分布. 10個のΞ1000
GPPにおける連続

パーコレーション・クラスターの次数分布の平均(青), 赤線は
フィッティングしたグラフ(赤).

2-2. GPPの連続パーコレーション・クラスターの次数分布



次数𝑚における次数別平均の累計感染者数 𝒩𝐼
PPP

𝑚,1.3
は

𝑎3𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎0

で回帰分析できた. 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3)は定数. ただし, 次数11は79個,      
次数12は51個の平均である.
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図2-3.感染率𝜆と次数別平均の累計感染者 𝒩𝐼
PPP

𝑚,1.3
のグ

ラフ. シミュレーションで得られた値(青), 回帰分析したグラフ(赤).

2-3.PPPの次数別平均の累計感染者数

𝒩𝐼
PPP

1,1.3
𝜆 = 7.86𝜆3 + 2.43𝜆2 + 0.0843λ + 1.09,

𝒩𝐼
PPP

2,1.3
𝜆 = 8.49𝜆3 + 7.63𝜆2 + 0.300λ + 1.13,

𝒩𝐼
PPP

3,1.3
𝜆 = 4.66𝜆3 + 22.6𝜆2 + 1.58λ + 0.980,

𝒩𝐼
PPP

4,1.3
𝜆 = 2.45𝜆3 + 25.0𝜆2 + 0.220λ + 1.25,

𝒩𝐼
PPP

5,1.3
𝜆 = 6.28𝜆3 + 14.1𝜆2 + 8.71λ + 0.659,

𝒩𝐼
PPP

6,1.3
𝜆 = 7.40𝜆3 + 16.3𝜆2 + 9.42λ + 0.872,

𝒩𝐼
PPP

7,1.3
𝜆 = 1.12𝜆3 + 30.7𝜆2 + 14.3λ + 0.468,

𝒩𝐼
PPP

8,1.3
𝜆 = 7.70𝜆3 + 11.1𝜆2 + 20.9λ + 0.201,

𝒩𝐼
PPP

9,1.3
𝜆 = 8.03𝜆3 + 8.64𝜆2 + 25.8λ − 0.0493,

𝒩𝐼
PPP

10,1.3
𝜆 = 6.08𝜆3 + 11.5𝜆2 + 41.2λ − 0.719,

𝒩𝐼
PPP

11,1.3
𝜆 = 2.92𝜆3 + 16.2𝜆2 + 50.6λ − 1.29,

𝒩𝐼
PPP

12,1.3
𝜆 = 5.88𝜆3 + 14.0𝜆2 + 34.3λ − 0.171.



感染率𝜆と次数別平均の累計感染者数 𝒩𝐼
GPP

𝑚,1.3
は

exp(𝑏1λ + 𝑏0)

で回帰分析できた. 𝑏𝑖 (𝑖 = 0, 1)は定数. ただし, 次数1は
45個, 次数8は19個の平均である.

𝒩𝐼
GPP

1,1.3
𝜆 = exp 4.18λ − 1.06 ,

𝒩𝐼
GPP

2,1.3
𝜆 = exp 4.05λ − 0.533 ,

𝒩𝐼
GPP

3,1.3
𝜆 = exp 3.93λ − 0.137 ,

𝒩𝐼
GPP

4,1.3
𝜆 = exp 3.80λ + 0.172 ,

𝒩𝐼
GPP

5,1.3
𝜆 = exp 3.74λ + 0.350 ,

𝒩𝐼
GPP

6,1.3
𝜆 = exp 3.67λ + 0.489 ,

𝒩𝐼
GPP

7,1.3
𝜆 = exp 3.67λ + 0.511 ,

𝒩𝐼
GPP

8,1.3
𝜆 = exp 3.58λ + 0.662 .
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図2-4.感染率𝜆と次数別平均の累計感染者 𝒩𝐼
GPP

𝑚,1.3
の

グラフ. シミュレーションで得られた値(青), 赤線が回帰分析した
グラフ(赤).

2-4.GPPの次数別平均の累計感染者数



スライド2-1から2-4の𝑃1.3(𝑚), 
𝒩𝐼 𝑚,1.3の結果を使用し, 掛け足し
合わせることで, 平均の累計感染者
数 𝒩𝐼 1.3を得る.

𝒩𝐼
#

1.3
=

𝑚

𝑃1.3
# (𝑚) 𝒩𝐼

#
𝑚,1.3

(# = PPPまたはGPP)

図2-5. 𝜅 = 1.3での感染における逆転現象

(a)シミュレーションで得られた値による
感染率𝜆と平均の累計感染者数 𝒩𝐼 1.3

(b)回帰分析の式による感染率𝜆と平均の
累計感染者数 𝒩𝐼 1.3

𝜆∗ ≃ 0.80 𝜆∗ ≃ 0.72

2-5.𝜅 = 1.3での感染における逆転現象
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3.𝜅の値を変えたときの感染における逆転現象

・充填率𝜅と感染率𝜆の相図

第2章と同様に, 𝜅 = 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0
においてもSIRモデル感染シミュレーションを
行い, 𝜆∗を求めた.

実線がシミュレーションで得られた値, 点線が
回帰分析の式により得られた充填率𝜅と感染
率𝜆の相図である.

図3. 充填率𝜅と感染率𝜆の相図

𝒩𝐼
PPP > 𝒩𝐼

GPP

𝒩𝐼
PPP < 𝒩𝐼

GPP
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4. まとめ
・感染の回帰分析を用いることで, 始点によって感染プロセスが異なることが分
かった. 

・始点に着目しSIRモデル感染シミュレーションを行うことでも逆転現象を説明する
ことができた. つまり, 感染率𝜆が小さい場合GPPの累計感染者数が小さくなり, 感
染率𝜆が大きい場合PPPの累計感染者数が小さくなるといえる.
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ご清聴ありがとうございました
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