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第1章 Introduction

量子ウォークは将来, 量子コンピュータで使われる量子アルゴリズムを考案するための
数学的な模型として期待されている [1, 2, 3, 4, 5, 6]. ランダムウォークの量子化の系統的
な研究の歴史は短い [7, 8, 9, 10]が, １次元量子ウォーク模型に対しては多くの研究がな
されており, その数学的特性が明らかになってきている [11]. 例えば, ２成分量子ウォーク
模型では長時間極限で擬速度のモーメントの収束が証明され, 弱収束の定理が確立してい
る [12, 13, 14, 15]. この弱収束の定理は回転行列を用いた多成分量子ウォーク模型 [16, 17]

に対して一般化されている.

近年, 量子ウォークの話題の一つに高次元模型の系統的な研究 [18, 19, 14, 20, 21]が挙げ
られる. グローヴァーの検索アルゴリズムに関係することから, その中でもグローヴァー
ウォーク模型が最も盛んに研究が成されている [22, 23, 24, 25, 26]. 乾ら [27]は解析的に２
次元グローヴァーウォーク模型を研究し, 局在化という興味深い現象を明らかにした. ま
た２次元量子ウォークのデコヒーレンスがOliveiraら [28]によって研究されている.

本論文では乾ら [27]によって導入された２次元量子ウォーク模型の１-パラメータ族に
ついての研究成果を報告する. (パラメータを pと記す.) この模型は p = 1/2のときにグ
ローヴァーウォークを含む模型となっている. 一般に,正方格子上の量子ウォークは４成
分の波動関数で与えられ, 各時刻で隣り合う４つの点へ飛び移る. 本論文では２次元量子
ウォークにおける弱収束の定理を証明し, 量子ウォーカーの長時間極限における振る舞い
がパラメータ p及び量子ウォーカーの初期状態 (量子初期ビット)にどのように依存する
かを明らかにする.

本論文は以下のように構成されている.第２章では２次元量子ウォークを定義する. 第
３章では波数空間において量子ウォークの時間発展行列の固有値,固有ベクトルを計算す
ることにより, 擬速度Xt/t, Yt/tの結合モーメントの長時間極限での振る舞いを解析する.

それにより２次元量子ウォークにおける弱収束の定理が与えられ, 擬速度の極限分布の量
子コインのパラメータ pと量子ウォーカーの初期量子ビットへの依存性が示される. 第４
章ではその結果を用いて極限分布と計算機シミュレーションの結果を比較する. 第５章で
今後の展望について議論する.
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第2章 ２次元量子ウォーク模型

2.1 正方格子上の量子ウォーク模型
まず正方格子Z2 = {(x, y) : x, y ∈ Z}上での２次元離散時間量子ウォークの定義から始
める. ここで Zは整数全体の集合を表す. 時刻 t = 0, 1, 2, · · · で位置 (x, y) ∈ Z2にいる量
子ウォーカーの状態を４成分の波動関数

Ψ(x, y, t) =


Ψ1(x, y, t)

Ψ2(x, y, t)

Ψ3(x, y, t)

Ψ4(x, y, t)


で与える. また量子コインは 4× 4のユニタリ行列A = (Ajk)

4
j,k=1で与えられ, シフト行列

は波数空間 (kx, ky) ∈ [−π, π)2 では

S(kx, ky) =


eikx 0 0 0

0 e−ikx 0 0

0 0 eiky 0

0 0 0 e−iky


と表せる. ただしここで, i =

√
− 1である. 初期時刻 t = 0において量子ウォーカーは原

点にいるものとし, そのときの量子ウォーカーの状態を T ϕ0 = (q1, q2, q3, q4) とする. ただ
し q1, q2, q3, q4 ∈ C であり,

∑4
j=1 |qj|2 = 1 とする. ここで上付き文字の T は, ベクトルや

行列の転置を表し, Cは複素数全体の集合を表す. 時間発展行列を

V (kx, ky) ≡ S(kx, ky)A (2.1)

と定義し, 波数空間での時刻 tにおける量子ウォーカーの状態は

Ψ̂(kx, ky, t) =
(
V (kx, ky)

)t

ϕ0, t = 0, 1, 2, · · · (2.2)

で与える. すると実空間での時間発展はフーリエ変換

Ψ(x, y, t) =

∫ π

−π

dkx

2π

∫ π

−π

dky

2π
ei(kxx+kyy)Ψ̂(kx, ky, t)
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により得られる.逆フーリエ変換は

Ψ̂(kx, ky, t) =
∑

(x,y)∈Z2

Ψ(x, y, t)e−i(kxx+kyy)

である.

この上で, 実空間での２次元量子ウォークの確率過程を以下のように定義する. 時刻 t

における量子ウォーカーの位置の x座標, y座標をそれぞれXt, Ytとする. 時刻 tでの実
空間での量子ウォーカーの位置の確率分布関数は次のように与えられる.

P (x, y, t) ≡ Prob
(
(Xt, Yt) = (x, y)

)
= Ψ†(x, y, t)Ψ(x, y, t) (2.3)

ただしここで, Ψ†(x, y, t) = TΨ̄(x, y, t)はΨ(x, y, t) のエルミート共役である. Xt, Ytの結
合モーメントは α, β = 0, 1, 2, · · · として次のように与えられる.⟨

Xα
t Y β

t

⟩
≡

∑
(x,y)∈Z2

xαyαP (x, y, t)

=

∫ π

−π

dkx

2π

∫ π

−π

dky

2π
Ψ̂†(kx, ky, t)

(
i

∂

∂kx

)α(
i

∂

∂ky

)β

Ψ̂(kx, ky, t) (2.4)

2.2 一般化されたグローヴァーウォーク模型
乾ら [27]は次に示すような量子コインを用いて正方格子上でグローヴァー模型を含む２
次元量子ウォーク模型を導入した.

A =


−p q

√
pq

√
pq

q −p
√

pq
√

pq√
pq

√
pq −q p√

pq
√

pq p −q

 , q = 1 − p (2.5)

ここで pは 0 < p < 1であり, p = 1/2のとき, グローヴァーウォークで用いられる量子コ
インになる. 一般的に量子コインとして (2.5)を選んだとき時間発展行列 (2.1)は

V (kx, ky) =


eikx 0 0 0

0 e−ikx 0 0

0 0 eiky 0

0 0 0 e−iky




−p q
√

pq
√

pq

q −p
√

pq
√

pq√
pq

√
pq −q p√

pq
√

pq p −q



=


−peikx qeikx

√
pqeikx

√
pqeikx

qe−ikx −pe−ikx
√

pqe−ikx
√

pqe−ikx√
pqeiky

√
pqeiky −qeiky peiky√

pqe−iky
√

pqe−iky pe−iky −qe−iky

 (2.6)

と与えられる.
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第3章 極限分布の導出

3.1 モーメントの計算とその長時間極限
以下では前章で導入した量子ウォーク模型を解析する. この解析にはGrimmettら [14]

によって考案された方法を用いた. まず時間発展行列 (2.6)を対角化することを考える. こ
の行列の固有値は容易に

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = eiω(kx,ky), λ4 = e−iω(kx,ky) (3.1)

と求めることができる. ここで ω(kx, ky)は方程式

cos ω(kx, ky) = −(p cos kx + q cos ky) (3.2)

により決定される. また固有値 λj, j = 1, 2, 3, 4に対応する固有ベクトルは

vj(kx, ky) = Nj


q(eikyλj + 1)(eikxλj + 1)(e−ikyλj + 1)

q(eikyλj + 1)(e−ikxλj + 1)(e−ikyλj + 1)√
pq(eikyλj + 1)(e−ikxλj + 1)(eikxλj + 1)√
pq(e−ikxλj + 1)(eikxλj + 1)(e−ikyλj + 1)

 , j = 1, 2, 3, 4 (3.3)

と計算できる. ここでNjは規格化因子であり, 以下のように定まる.

N1 =
1

4
√

(1 + cos kx)(1 + cos ky)(q + pq cos kx + q2 cos ky)

N2 =
1

4
√

(1 − cos kx)(1 − cos ky)(q − pq cos kx − q2 cos ky)

N3 =
1

4
√

pq2(cos kx − cos ky)2(1 + p cos kx + q cos ky)(1 − p cos kx − q cos ky)

N4 =
1

4
√

pq2(cos kx − cos ky)2(1 + p cos kx + q cos ky)(1 − p cos kx − q cos ky)

ユニタリ行列R(kx, ky)を固有ベクトル (3.3)を用いて以下のように定義する.

R(kx, ky) ≡ (v1,v2,v3,v4)
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そのとき時間発展行列 (2.6)は固有値 (3.1)とユニタリ行列R(kx, ky)により

V (kx, ky) = R(kx, ky)


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 λ3 0

0 0 0 λ4

R†(kx, ky)

と対角化することができる. するとR(kx, ky)のユニタリ性R†(kx, ky) = [R(kx, ky)]
−1 に

より, (2.2)式は

Ψ̂(kx, ky, t) =
(
V (kx, ky)

)t

ϕ0

= R(kx, ky)


(λ1)

t 0 0 0

0 (λ2)
t 0 0

0 0 (λ3)
t 0

0 0 0 (λ4)
t

R†(kx, ky)ϕ0

=
4∑

j=1

(
λj

)t
vjCj(kx, ky) (3.4)

のように書き表すことができる. ここでCj(kx, ky)は

Cj(kx, ky) ≡ v†
j(kx, ky)ϕ0

である. (3.4)式の展開式から, その微分に関して(
i

∂

∂ky

)β(
i

∂

∂kx

)α

Ψ̂(kx, ky, t)

=
(
−∂ω(kx, ky)

∂ky

)β(
−∂ω(kx, ky)

∂kx

)α

(λ3)
tv3(kx, ky)C3(kx, ky)t

α+β

+
(∂ω(kx, ky)

∂ky

)β(∂ω(kx, ky)

∂kx

)α

(λ4)
tv4(kx, ky)C4(kx, ky)t

α+β

+ O(tα+β−1)

という評価が直ちに得られる. ただしここで, O(tn) は t の n-次以下のオーダーの項を表
すものとする. R(kx, ky) はユニタリ行列なので, その列ベクトルはそれぞれ正規直交関係

v†
j(kx, ky)vj′(kx, ky) = δjj′

をなしている.このことより

Ψ̂†(kx, ky, t)
(
i

∂

∂ky

)β(
i

∂

∂kx

)α

Ψ̂(kx, ky, t)

=
{

(−1)α+β|C3(kx, ky)|2 + |C4(kx, ky)|2
}

×
(∂ω(kx, ky)

∂ky

)β(∂ω(kx, ky)

∂kx

)α

tα+β + O(tα+β−1) (3.5)
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となる. 時刻 tでの量子ウォーカーの擬速度を

Vt =

(
Xt

t
,
Yt

t

)
, t = 1, 2, 3, · · · (3.6)

と定義する. (3.5)の評価を (2.4)式に代入すると, 長時間極限で擬速度Xt/t, Yt/tの結合
モーメントは収束し

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)α(Yt

t

)β⟩
=

∫ π

−π

dkx

2π

∫ π

−π

dky

2π

{
(−1)α+β|C3(kx, ky)|2 + |C4(kx, ky)|2

}
×

(∂ω(kx, ky)

∂ky

)β(∂ω(kx, ky)

∂kx

)α

という積分で与えられる. ここで (3.2) 式より以下を得る.

ω(kx, ky) = arccos {−(p cos kx + q cos ky)}

微分の公式 (d/dx)arccosx = ∓1/
√

1 − x2 を使うと,

∂ω(kx, ky)

∂kx

= − p sin kx√
1 − (p cos kx + q cos ky)2

∂ω(kx, ky)

∂ky

= − q sin ky√
1 − (p cos kx + q cos ky)2

となる.

次に積分変数を kx, kyから vx, vyへ

vx =
p sin kx√

1 − (p cos kx + q cos ky)2

vy =
q sin ky√

1 − (p cos kx + q cos ky)2
(3.7)

によって変換することを考える. この写像 (kx, ky) ∈ [−π, π)2 7→ (vx, vy)は２対１の写像
であり, その像は楕円の内側

v2
x

p
+

v2
y

q
< 1 (3.8)

とその楕円上の４点 {(p, q), (p,−q), (−p, q), (−p,−q)}である. このとき (3.7)式から次の
ような関係を得ることができる.

sin kx =
2vx

√
pq − qv2

x − pv2
y

p
√

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

cos kx =
(1 + q)v2

x + pv2
y − p

p
√

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

sin ky =
2vy

√
pq − qv2

x − pv2
y

q
√

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

cos ky = −
qv2

x + (1 + p)v2
y − q

q
√

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)
(3.9)
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これらの関係より逆写像 (vx, vy) 7→ (kx, ky)に関するヤコビアン

J ≡

∣∣∣∣∣ ∂vx/∂kx ∂vx/∂ky

∂vy/∂kx ∂vy/∂ky

∣∣∣∣∣
=

∣∣(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)
∣∣

4

が得られる. この変数変換によってCj(kx, ky) は Ĉj(vx, vy), j = 3, 4 に変わるものとする
と, 積分は

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)α(Yt

t

)β⟩
= 2

∫ ∞

−∞

dvx

2π

∫ ∞

−∞

dvy

2π

1

J

{
|Ĉ3(vx, vy)|2 + (−1)α+β|Ĉ4(vx, vy)|2

}
vα

xvβ
y 1{v2

x/p+v2
y/q<1}

=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

α
xvβ

y µp(vx, vy)
{
|Ĉ3(vx, vy)|2 + (−1)α+β|Ĉ4(vx, vy)|2

}
(3.10)

と書き直すことができる. ここで 1{Ω} は条件 Ω の指示関数であり, Ω を満足していれば
1{Ω} = 1,それ以外では 1{Ω} = 0である. また (vx+vy+1)(vx−vy+1)(vx+vy−1)(vx−vy−1)

は, v2
x/p + v2

y/q < 1, q = 1 − p, 0 < p < 1 のとき (vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy −
1)(vx − vy − 1) > 0 であることが確認できるので, µp(vx, vy)は

µp(vx, vy)

=
2

π2(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)
1{v2

x/p+v2
y/q<1} (3.11)

で与えられる. この関数 µp(vx, vy)が正しく規格化されていることは, Appendix Aに示し
た. この関数 µp(vx, vy)は擬速度の極限分布に対して, その基礎となる関数を与える. 図
3.1では p = 1/4のときの µp(vx, vy)を示す.

|Ĉj(vx, vy)|2, j = 3, 4は vx と vy の関数である. ここで, ある１変数関数に対して, もし
偶関数であるならそのパリティを π = +で表し, 奇関数であるならそのパリティを π = −
で表すことにする. いまMπvxπvy

(vx, vy) を, |Ĉ3(vx, vy)|2 + (−1)α+β|Ĉ4(vx, vy)|2 のうちで,

vxについてはパリティπvx , vyについてはパリティπvy をもつ部分とする. µp(vx, vy)は vx

と vyのいずれに対しても偶関数なので, (3.10)式は n,m = 1, 2, 3, · · · に対して

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)2n(Yt

t

)2m⟩
=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

2n
x v2m

y µp(vx, vy)M++(vx, vy)

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)2n−1(Yt

t

)2m⟩
=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

2n−1
x v2m

y µp(vx, vy)M−+(vx, vy)

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)2n(Yt

t

)2m−1⟩
=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

2n
x v2m−1

y µp(vx, vy)M+−(vx, vy)

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)2n−1(Yt

t

)2m−1⟩
=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

2n−1
x v2m−1

y µp(vx, vy)M−−(vx, vy)
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図 3.1: p = 1/4における µp(vx, vy)

となる.そこで

M(vx, vy) = M++(vx, vy) + M−+(vx, vy) + M+−(vx, vy) + M−−(vx, vy)

とおくと, (3.10)式は α, β = 0, 1, 2, · · · に対して

lim
t→∞

⟨(Xt

t

)α(Yt

t

)β⟩
=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

α
xvβ

y µp(vx, vy)M(vx, vy)

となる. 関数µp(vx, vy)はパラメータ pに依存しているが量子ウォーカーの初期状態T ϕ0 =

(q1, q2, q3, q4) には依存していない. これに対して, 重み関数M(vx, vy) は初期量子ビット
に依存している. 次節ではこの重み関数M(vx, vy) の初期量子ビット依存性について示す.

3.2 重み関数M(vx, vy)

(3.9)式を用いることで極限分布の中の重み関数M(vx, vy)は計算することができる. 以
下ではその結果を与えることにする. ここで, 複素数 zに対して, Re(z)は zの実部を意味
し, zは zの複素共役を表すものとする.

M(vx, vy) = M1 + M2vx + M3vy + M4v
2
x + M5v

2
y + M6vxvy (3.12)
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ただし,

M1 =
1

2
+ Re(q1q̄2 + q3q̄4)

M2 = −
(
|q1|2 − |q2|2

)
+

q√
pq

Re(q1q̄3 + q1q̄4 − q2q̄3 − q2q̄4)

M3 = −
(
|q3|2 − |q4|2

)
+

p√
pq

Re(q1q̄3 − q1q̄4 + q2q̄3 − q2q̄4)

M4 =
1

2

(
|q1|2 + |q2|2 − |q3|2 − |q4|2

)
− 1 + q

p
Re(q1q̄2) − Re(q3q̄4)

− q√
pq

Re(q1q̄3 + q1q̄4 + q2q̄3 + q2q̄4)

M5 = −1

2

(
|q1|2 + |q2|2 − |q3|2 − |q4|2

)
− Re(q1q̄2) −

1 + p

q
Re(q3q̄4)

− p√
pq

Re(q1q̄3 + q1q̄4 + q2q̄3 + q2q̄4)

M6 = − 1√
pq

Re(q1q̄3 − q1q̄4 − q2q̄3 + q2q̄4) (3.13)

である.

また (3.13)式はMn = ϕ†
0Mnϕ0 と書き表せ, 次のような実対称行列Mn, 1 ≤ n ≤ 6を

得ることが出来る.

M1 =
1

2


1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

 , M2 = − 1

2
√

pq


2
√

pq 0 −q −q

0 −2
√

pq q q

−q q 0 0

−q q 0 0



M3 = − 1

2
√

pq


0 0 −p p

0 0 −p p

−p −p 2
√

pq 0

p p 0 −2
√

pq

 , M4 = −1

2


−1 1+q

p
q√
pq

q√
pq

1+q
p

−1 q√
pq

q√
pq

q√
pq

q√
pq

1 1
q√
pq

q√
pq

1 1



M5 = −1

2


1 1 p√

pq
p√
pq

1 1 p√
pq

p√
pq

p√
pq

p√
pq

−1 1+p
q

p√
pq

p√
pq

1+p
q

−1

 , M6 =
1

2
√

pq


0 0 −1 1

0 0 1 −1

−1 1 0 0

1 −1 0 0


このような行列表現は佐藤ら [17]によって研究されているように, 模型を一般化する際に
役立つと考えられる.

また,積分 ∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy)M(vx, vy)
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は一般に 1より小さい. これは固有値 λ1と λ2 の寄与が含まれていないことによる. こ
の差

∆ = 1 −
∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy)M(vx, vy) (3.14)

は分布の中で vx = vy = 0におけるデルタ関数の重みを与える. つまり, ∆は下の第３章
４節で見るように２次元量子ウォークの原点近傍での局在確率を与える.

3.3 弱収束の定理と極限分布の対称性
今までの結果は次のような収束の定理としてまとめることができる.

定理
ν(vx, vy)を

ν(vx, vy) = µp(vx, vy)M(vx, vy) + ∆δ(vx)δ(vy) (3.15)

とする. ここで µp(vx, vy), M(vx, vy)及び∆は (3.11) -(3.14)でそれぞれ与えられており,

また δ(z)はディラックのデルタ関数を表している. このとき α, β = 0, 1, 2, · · · に対して

lim
t→∞

⟨(
Xt

t

)α (
Yt

t

)β
⟩

=

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyv

α
xvβ

y ν(vx, vy) (3.16)

が成り立つ.

次に (3.12)式の形から極限分布 ν(vx, vy)の対称性を求めることが出来る. 以下ではその
結果を示す.

(i) M3 = M6 = 0のとき,極限分布ν(vx, vy)はvx軸に対して対称性を持つ; ν(vx,−vy) =

ν(vx, vy)

(ii) M2 = M6 = 0のとき,極限分布ν(vx, vy)はvy軸に対して対称性を持つ; ν(−vx, vy) =

ν(vx, vy)

(iii) M2 = M3 = M6 = 0のとき, 極限分布 ν(vx, vy)は vx軸と vy軸両方に対称性を持
つ; ν(vx,−vy) = ν(−vx, vy) = ν(vx, vy)

(iv) M2 = M3 = 0のとき, 極限分布 ν(vx, vy)は vz軸に対して二回回転対称性を持つ;

ν(−vx,−vy) = ν(vx, vy)

3.4 原点近傍での局在確率
関数 (3.11)の対称性により, (3.14)は

∆ = 1 −M1 −M4Kx −M5Ky

11



ただし,

Kx =

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy)v

2
x

Ky =

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy)v

2
y

となる. これらの積分は計算することが出来て, 原点における局在確率を具体的に

∆ = 1 −M1 −
2

π
(arcsin

√
p −

√
pq)M4 −

2

π
(arcsin

√
q −

√
pq)M5 (3.17)

と求めることが出来る.証明は Appendix A に与えた.

局在確率∆は,パラメータp ∈ (0, 1)と初期量子ビットTϕ0 = (q1, q2, q3, q4) ∈ C4,
∑4

j=1 |qj|2 =

1 の関数である. 例えば, 初期量子ビット Tϕ0 = (1, 1,−1,−1)/2と Tϕ0 = (1, 1, 1, 1)/2に対
して局在確率 (3.17)はそれぞれ以下のように与えられる.

∆ =
1

π
(1 − 2

√
pq)

{
1

p
arcsin

√
p +

1

q
arcsin

√
q − 1√

pq

}

∆ =
1

π
(1 + 2

√
pq)

{
1

p
arcsin

√
p +

1

q
arcsin

√
q − 1√

pq

}

ただし, q = 1 − pである. 図 3.2に示すように, Tϕ0 = (1, 1,−1,−1)/2 のとき, 局在確
率 ∆はグローヴァーウォーク模型 (p = q = 1/2)に対して, 最小値 0をとる. 一方で,
Tϕ0 = (1, 1, 1, 1)/2のときグローヴァーウォーク模型 (p = q = 1/2)に対して, 最大値
= 2(π − 2)/π = 0.726 · · · をとる.

特にパラメータに依存した初期量子ビット

Tϕ0 =

(
±

√
p

2
,±

√
p

2
,∓

√
q

2
,∓

√
q

2

)
, q = 1 − p (3.18)

を選べばM1 = 1,M4 = M5 = 0 であるので∆ ≡ 0 である. したがって,このとき全ての
p ∈ (0, 1)に対して原点近傍に局在しない分布が得られる.

また, ∆は擬速度の極限分布 (3.15)に見られるように原点でのディラックのデルタ関数
の強さとして定義されている. これは∆が出発点 (原点)近傍での量子ウォーカーの局在
確率を与えるということを意味している. それゆえ, 一般的に∆は乾ら [27]によって計算
されているちょうど出発点での局在確率の時間平均 P∞より大きい. 例えば, 初期ビット
を Tϕ0 = (1, 1, 1, 1)/2 とした場合のグローヴァーウォーク模型 (p = q = 1/2)で比較する
と∆ = 2(π − 2)/π = 0.726 · · · であるのに対してP∞ は [27]の Sec.V.Cで報告されている
ように P∞ = 2{(π − 2)/π}2 = 0.264 · · · である.
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図 3.2: 原点近傍での局在確率のパラメータ p ∈ (0, 1)依存性. (a) T ϕ0 = (1, 1,−1,−1)/2

の場合. p = 1/2 (グローヴァーウォーク模型)の時, ∆ = 0. (b) T ϕ0 = (1, 1, 1, 1)/2の場
合. p = 1/2 (グローヴァーウォーク模型)の時, ∆ = 2(π − 2)/π = 0.726 · · · .
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第4章 計算機シミュレーションとの比較

上記の結果の妥当性を示すために, 計算機シミュレーションの結果との比較を示すこと
にする. 以下の図 (図 4.1-4.4) は p = 1/4におけるもので,前章で報告した対称性を示し
ている. ただし, 左図は計算機シミュレーションによって得られた時刻 t = 30での擬速度
Vt = (Xt/t, Yt/t)の分布を表し, 右図は前章で与えられた極限分布 ν(vx, vy)を表す.
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図 4.1: 初期量子ビット T ϕ0 = (1,−1, 1, 1)/2の場合. このときM3 = M6 = 0なので, 極
限分布は vx軸に対して対称性をもっている; ν(vx,−vy) = ν(vx, vy). (a) 計算機シミュレー
ションによって得られた時刻 t = 30での擬速度Vt = (Xt/t, Yt/t)の分布 (b) 極限分布.
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図 4.2: 初期量子ビット T ϕ0 = (1, 1, 1,−1)/2の場合. このときM2 = M6 = 0なので, 極
限分布は vy軸に対して対称性をもっている; ν(−vx, vy) = ν(vx, vy). (a) 計算機シミュレー
ションによって得られた時刻 t = 30での擬速度Vt = (Xt/t, Yt/t)の分布 (b) 極限分布.
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図 4.3: 初期量子ビット T ϕ0 = (1, 1, 0, 0)/
√

2の場合. このときM2 = M3 = M6 = 0な
ので, 極限分布は vx軸と vy 軸に対して対称性をもっている; ν(vx,−vy) = ν(−vx, vy) =

ν(vx, vy). (a) 計算機シミュレーションによって得られた時刻 t = 30での擬速度 Vt =

(Xt/t, Yt/t)の分布 (b) 極限分布.
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図 4.4: 初期量子ビット T ϕ0 = (1,−1,−1, 1)/2の場合. このときM2 = M3 = 0なので,

極限分布は vz軸に対して二回回転対称性をもっている; ν(−vx,−vy) = ν(vx, vy) (a) 計算
機シミュレーションによって得られた時刻 t = 30での擬速度Vt = (Xt/t, Yt/t)の分布 (b)

極限分布.

計算機シミュレーションと極限分布関数との結果を比較してみると, どの図においても
計算機シミュレーションの擬速度Vt = (Xt/t, Yt/t)の分布が振動している様子が見られ
る. 一般的に時間ステップ tが増えるにつれて振動は激しくなる. しかし, その振動をなら
すことによって分布を平均した線を考えると,それは極限分布関数 (3.15) によってよく描
写されることを意味している. 弱収束の定理はこのことを意味している.
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第5章 今後の課題

一般的に量子コインはユニタリ行列で与えられ, 空間シフト行列とともに量子ウォー
カーの時間発展を決定する. N ×N のユニタリ行列の集合はユニタリ群U(N)を成し, そ
の次元はN2である. ユニタリ行列の行列式は一般に eiφ, φ ∈ [−π/2, π/2)の形で与えられ
るが, この位相 φを変えても量子ウォーカーの位置のモーメントの値は変わらない. よっ
てN × N のユニタリ行列で表される量子コインをもつ量子ウォーク模型のパラメータの
次元はN2 − 1である. 例えば, ２成分 (N = 2)量子ウォーク模型では量子コインを定める
ためのパラメータの数はN2 − 1 = 22 − 1 = 3であり (ケーリー・クラインパラメータ), 擬
速度の極限分布への３個のパラメータの依存性は, 完全に決定されている [12, 13, 15, 16].

今回の研究では量子コインとしてU(4)の中の 1-パラメータ族であるユニタリ行列 (2.5)を
用いている. 今後, 量子コインとして 42 − 1 = 15個のパラメータによって定められるユニ
タリ行列を用いた, より一般的な模型への拡張が考えられる.

今回の模型を研究する動機の一つはこの模型がグローヴァーウォークを含んでいると
いうことである. 今後, 正方格子とは違う様々な平面格子上でのグローヴァーウォークや
より高次元でのグローヴァーウォークの擬速度の極限分布を導くことは興味深いし, 重要
なことである. 例えばD次元立方体格子でのグローヴァーウォークの量子コインは, 行列
要素,

A
(D)
jk =

{
1/D − 1, j = kのとき
1/D, j ̸= kのとき

をもつ 2D × 2Dの直交行列 A(D) = (Ajk)
(D) で与えられる.

近年, １次元量子ウォークだけでなく２次元量子ウォークに対しても, 光学装置を用い
て実現する方法の提案 [30, 31]やイオントラップされた原子を用いた実現方法 [32]が報告
されている. 今後, 量子物理学の実験と理論とが相まって, 量子情報科学の発展に大きく
貢献することを望む.
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Appendix A 積分の計算
積分

I =

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvy1{v2

x/p+v2
y/q<1}

1

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

を考える. ただし, p + q = 1, p, q ≥ 0 である. ここで積分変数を以下のように変換する.

vx =
√

pr
1

2

(
z +

1

z

)
, vy =

√
qr

1

2i

(
z − 1

z

)
(5.1)

この変換により積分は

I = −24i
√

pq

∫ 1

0

dr
J(r)

r3

と書き直せる. ここで, J(r)は

J(r) =

∮
C0

dzf(z) (5.2)

であり, 複素平面C上での閉曲線積分である. また,

f(z) =
z3

(z + z+)(z + z−)(z − z+)(z − z−)(z + z+)(z + z−)(z − z+)(z − z−)
(5.3)

であり, z±は

z± = (
√

p + i
√

q)
1

r
(1 ±

√
1 − r2)

で与えられる.ただし, C0は複素平面上で原点を中心とする単位円 |z| = 1を意味する. 積
分路C0内には 4つの極 z = z−, z−,−z−,−z− があることから,コーシーの留数定理により
積分 (5.2)は

J(r) = 2πi
{

Res(f, z−) + Res(f, z−) + Res(f,−z−) + Res(f,−z−)
}

と表される. ただし,

Res(f, z−) = (z − z−)f(z)
∣∣∣
z=z−

=
r4

27
√

pq
√

1 − r2

(
√

p + i
√

q
√

1 − r2)(
√

q − i
√

p
√

1 − r2)

(1 − pr2)(1 − qr2)

であり Res(f,−z−) = Res(f, z−), Res(f,−z−) = Res(f, z−) = Res(f, z−) という関係を
持っている. 以上より, 積分 (5.2)を

J(r) =
πi

24

r4√
1 − r2

{
1

1 − pr2
+

1

1 − qr2

}
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と求めることができる. さらに積分公式∫ 1

0

dx
x

(1 − a2x2)
√

1 − x2
=

arcsin a

a
√

1 − a2
, |a| < 1 (5.4)

を用いることにより,

I = π(arcsin
√

p + arcsin
√

q) =
π2

2
が得られる. このことから (3.11)式で与えられる µp(vx, vy) が規格化されていることが分
かる. ∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy) = I × 2

π2
= 1

同様に積分

Ix =

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvy1{v2

x/p+v2
y/q<1}

v2
x

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

Iy =

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvy1{v2

x/p+v2
y/q<1}

v2
y

(vx + vy + 1)(vx − vy + 1)(vx + vy − 1)(vx − vy − 1)

も計算することができる. (5.1)の積分変数の変換により Ix, Iyは

Ix = −22ip
√

pq

∫ 1

0

dr
Jx(r)

r
, Iy = 22iq

√
pq

∫ 1

0

dr
Jy(r)

r

と書き直される.ただし

Jx(r) =

∮
C0

dzfx(z), Jy(r) =

∮
C0

dzfy(z)

であり, fx(z) = (z + 1/z)2f(z) fy(z) = (z − 1/z)2f(z) である. J(r)と同様にコーシーの
留数定理により

Jx(r) =
πi

22

r4

(1 − pr2)
√

1 − r2
, Jy(r) = −πi

22

r4

(1 − qr2)
√

1 − r2

と計算することができる. さらに積分公式 (5.4) と積分
∫ 1

0
drr/

√
1 − r2 = 1により

Ix = π(arcsin
√

p −
√

pq)

Iy = π(arcsin
√

q −
√

pq)

が得られる.

最後に, 先に示した積分 Iの計算から次のような興味深い恒等式が見られることを示し
ておく.

1

2

∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvyµp(vx, vy) =

∫ ∞

0

dr rµ(r;
√

p) +

∫ ∞

0

dr rµ(r;
√

q) (5.5)

ただしここで, µp(x; a)は１次元量子ウォークの今野密度関数 [12, 13, 15, 16, 17]である.

µ(x; a) =

√
1 − a2

π(1 − x2)
√

a2 − x2
1{|x|5|a|}
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