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第1章 はじめに

多粒子ランダムウォークを考える際に重要なことはランダムウォーカー同士にどのよう
な相互作用を設定するかということである．ここではランダムウォーカー同士が同時刻に
同一の格子点を共有できないという条件を課すことにより，強い斥力相互作用を導入する
ことにする．その結果，系は排除体積効果を持つことになる．このような系を Fisherは
ヴィシャスウォークと名づけた [1]．ヴィシャスウォークは濡れや融解といった物質界面
の構造変化を説明する数理モデルとして，あるいは高分子ネットワークなどの非平衡な物
理現象を説明するモデルとして用いられている．
ランダムウォークの連続極限（拡散スケーリング極限）はブラウン運動である．ブラウ
ン運動は不規則な運動を表すものであり，物理学，化学，計算機科学，経済学，社会科学
など広い分野で使われている．特にブラウン運動の考察から導かれたアインシュタインの
関係式は拡散現象の理解を深め，非平衡統計力学の誕生と発展に重要な役割を果たした．
また確率解析の分野においてブラウン運動はウィーナー過程とも呼ばれている．さらにブ
ラウン運動の推移確率密度は拡散方程式の初期値問題の解として得られるガウス分布で
あり計算する上でも非常に扱い易いという利点がある．本論文ではヴィシャスウォークの
拡散スケーリング極限である多粒子非衝突ブラウン粒子系を対象として，その極値統計を
議論する．

N 本の非衝突ブラウン運動

X(t) = (X1(t), X2(t), ..., XN(t))

を考える．非衝突条件より，粒子の順番は保存される，

X1(t) < X2(t) < ... < XN(t), t ≥ 0.

時刻 0で原点からすべての粒子が一斉にスタートし，ある時刻T で原点に戻ってくる条件

X(0) = X(T ) = 0,

を満たすものをwatermelon配置という．一点から広がり一点に戻ってくる様がスイカの
形と模様に似ているためそのように名づけられた (図 1.1)．また，時刻 0で原点からスター
トする条件

X(0) = 0,

のみを課したものを star配置という．2次元 star配置の図を描くと，始点の一点から広
がっていく様が星の形に見えるため star配置と名づけられた (図 1.2)．これらはそれぞれ
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watermelon配置のヴィシャスウォークと star配置のヴィシャスウォークの拡散スケーリ
ング極限として得られる．

time
X
0 T time
X
0 T

図 1.1: watermelon配置 (1次元) 図 1.2: 2次元 star配置

確率論ではwatermelon配置のように始点と終点の位置に条件をつけた系をbridge（橋）
と呼び，star配置のように始点の位置のみに条件をつけた系をmeander（彷徨過程）と呼
ぶ．本論文では，watermelon配置と star配置のブラウン粒子系をそれぞれ非衝突ブラウ
ン橋，非衝突ブラウン彷徨過程と呼ぶことにする．

watermelon配置のヴィシャスウォーク 連続極限−→ watermelon配置のブラウン運動

=非衝突ブラウン橋

star配置のヴィシャスウォーク 連続極限−→ star配置のブラウン運動

=非衝突ブラウン彷徨過程

ここで常に正の値をとる 1次元ブラウン運動について考える．その理由は，原点に吸収
壁のあるwatermelon配置と star配置の多粒子ブラウン運動について興味があるためであ
る．常に正の値をとる 1次元標準ブラウン運動は 3次元ベッセル過程と呼ばれる．3次元
ベッセル過程は 3次元ブラウン運動の動径方向への射影，つまり原点からの距離

Y (t) =
√

B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)2,

として定義される確率過程で，B1(t), B2(t), B3(t)は互いに独立な 1次元標準ブラウン運
動である [2]．そのため原点に吸収壁のある（以後，壁ありという）watermelon配置のブ
ラウン粒子系を非衝突 3次元ベッセル橋，壁あり star配置の場合は非衝突 3次元ベッセル
彷徨過程と呼ぶ．ここまでにでてきた非衝突ブラウン運動の名称をまとめると表 1.1のよ
うになる．
上記の壁ありwatermelon配置，つまり非衝突 3次元ベッセル橋について，その高さの
極値統計が近年注目されており，離散的なランダムウォークと連続的なブラウン運動の双
方から研究されている．離散的な場合は，格子経路を基にした壁ありwatermelon配置の
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高分子物理学での名称 確率論での名称

壁ありwatermelon配置のブラウン運動 非衝突 3次元ベッセル橋 図 1.3

壁なしwatermelon配置のブラウン運動 非衝突ブラウン橋 図 1.4

壁あり star配置のブラウン運動 非衝突 3次元ベッセル彷徨過程 図 1.5

壁なし star配置のブラウン運動 非衝突ブラウン彷徨過程 図 1.6

表 1.1: 非衝突ブラウン粒子系の高分子物理学と確率論における名称の違い

図 1.3: 非衝突 3次元ベッセル橋 図 1.4: 非衝突ブラウン橋

図 1.5: 非衝突 3次元ベッセル彷徨過程 図 1.6: 非衝突ブラウン彷徨過程
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ヴィシャスウォークを考え，その長時間極限をとることにより連続的な非衝突 3次元ベッ
セル過程と同じ極値分布を得ている．まず N = 1について Biane-Pitman-Yorは 3次元
ベッセル橋の最大高さ Ĥ1の s次モーメント

⟨Ĥs
1⟩ =

s(s − 1)

2s/2
Γ(s/2)ζ(s), s = 0, 1, 2, . . .

はガンマ関数と数論において重要な特殊関数であるリーマンのゼータ関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
,

を使って表されることを示した (2001) [3]．またDyck pathと呼ばれる壁あり 1次元ラン
ダムウォーク，つまり壁あり 1-watermelonのランダムウォークの平均高さの漸近解析は
Bruijn-Knuth-Rice によってすでに求められている (1972) [4]．N = 2について，Fulmek

は壁あり 2-watermelonのヴィシャスウォークの平均高さの漸近評価を行った (2007) [6]．
我々はその連続極限であるN = 2の非衝突ベッセル橋について研究し，最大高さ Ĥ2の極
値分布を求め，そのモーメントがヤコビのテータ関数や，2重ディリクレ級数を使って表さ
れることを示した (2008) [7]．一般のNについて，Bonichon-Mosbahは計算機シミュレー
ションによりN -watermelonの一番上の経路における最大値の平均値を得ている (2003) [5]．
FeierlはN -watermelonのヴィシャスウォークの一番上の経路の最大高さのモーメントの
長時間漸近解析を行った (2008) [8]．また，SchehrらはN粒子非衝突ベッセル橋について
経路積分法を用いてその最大高さを求めている (2008) [9]．我々も彼らと同じ問題につい
てN 粒子非衝突ベッセル橋の最大値分布の解析と数値計算の両方を行い以下の結果を得
た (2008) [10]．解析計算では，一番外側の経路の最大値 ĤN の分布がエルミート多項式

Hn(x) = n!

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

k!(n − 2k)!
, (1.1)

の無限和を成分にもつN × N 行列式

P(ĤN < h) =
(−1)N

2N2
∏N

j=1(2j − 1)!
det

1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

H2(j+k−1)(
√

2nh)e−2n2h2

]
, (1.2)

で表されることを示し，この結果がヤコビのテータ関数の満たす関数方程式を用いるこ
とにより Feierlと Schehrらの 2つの結果と一致することを確かめた．また数値計算によ
る結果ではDysonのBMモデル [11] とランダム行列の固有値過程が分布として等しい原
理を使い，クラス C [12, 13]のランダム行列の固有値過程からN 粒子非衝突ベッセル橋
をシミュレーションした．その結果，一番外側の経路だけでなくすべての内部経路の最大
値分布について研究し，N → ∞の漸近挙動について論じている．ちなみに，図 1.3 ～
図 1.6 はランダム行列の固有値過程からシミュレーションした図である．
また壁なしの watermelon配置についても研究が進んでおり，Feierlは離散的な格子経
路の長時間極限についてその最大幅の極値分布を求め (2008) [14]，Schehrらはその連続
極限である非衝突ブラウン橋の幅ではなく一方向への最大高さ分布を得ている (2008) [9]．
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我々は非衝突ブラウン粒子系において壁なしwatermelon配置のみならず star配置につ
いても研究し，下記のような極値統計を得た（現在投稿準備中）．壁なし watermelon配
置のN粒子非衝突ブラウン運動はその極値分布が壁ありwatermelon配置のときとは別の
エルミート多項式の無限和を成分にもつN × N 行列式で表されることを示し，star配置
の場合については壁あり・壁なしそれぞれの極値分布がエルミート多項式の無限和を成分
にもつN 次パフィアンで表されることを示す．

本修士論文は以下のような構成となっている．まず第 2章では，多粒子非衝突ブラウン
経路の解析方法をまとめ，具体的にN = 1のベッセル橋を例にとり，その計算方法と結果
を示す．第 3章では，N = 2の非衝突ベッセル橋におけるKatori-Izumi-Kobayashi [7] の
内容をまとめ，第 4章では，一般のN における非衝突ベッセル橋に着目したKobayashi-

Izumi-Katori [10]の内容を説明している．第 5章では，一般のNにおける非衝突ブラウン
橋，非衝突ベッセル彷徨過程，非衝突ブラウン彷徨過程それぞれの極値分布を導出する．
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第2章 多粒子非衝突ブラウン運動の
解析方法

2.1 さまざまな条件付ブラウン運動とその推移確率密度
原点からスタートする 1次元標準ブラウン運動 B(t)について考える．任意の時刻の
列 t0 ≡ 0 < t1 < t2 < · · · < tM , M = 1, 2, · · · に対して，ブラウン運動が各時刻
tm, m = 1, 2, · · · ,M で区間 [am, bm]に滞在する確率は，

P
(
B(tm) ∈ [am, bm],m = 1, 2, . . . ,M

)
=

∫ b1

a1

dx1

∫ b2

a2

dx2 · · ·
∫ bM

aM

dxM

M−1∏
m=0

p(tm+1 − tm, xm+1|xm),

と書ける．ここで，p(t, y|x)は時間間隔 tの間に xから yに遷移する推移確率密度で，平
均 0分散 tのガウス分布（正規分布）の確率密度

p(t, y|x) =
1√
2πt

exp

{
−(y − x)2

2t

}
, t > 0, x, y ∈ R, (2.1)

として与えられる．
原点に吸収壁を持つブラウン運動の推移確率密度はブラウン運動の反射原理から導く
ことができる．まず時刻 0で xから始まり時刻 tで yに到達するブラウン運動を考える
と，常に正の値をとる経路 I とある時刻で原点を横切る経路 II とに場合分けすること
ができる．経路 II の場合について，最初に原点に到達した時刻を τ と置いて時刻 τ 以降
の経路を時間軸に対して反転したものを経路 III (破線)とする (図 2.1)．ブラウン運動の
増分 {B(tm) − B(tm−1)}は各時刻 tmに対して独立で左右対称な正規分布に従うため，経
路 II と経路 III のブラウン運動の分布は変わらない．つまりある時刻で原点を横切るブ
ラウン運動の場合，xから yに到達する確率と xから−yに到達する確率とが等しくなる．
これがブラウン運動の反射原理である．このことから常に正の値をとる吸収壁ブラウン運
動の推移確率密度は，xから yに到達する推移確率密度と，xから−yに到達する推移確
率密度の差をとることにより求めることができる [2]．

pabs(t, y|x) = p(t, y|x) − p(t,−y|x)

=
1√
2πt

{
e−(y−x)2/(2t) − e−(y+x)2/(2t)

}
, t > 0, x, y ≥ 0. (2.2)
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III
I

II
図 2.1: ブラウン運動の反射原理

ここで 3次元ベッセル過程 (BES(3))について言及すると，BES(3)の推移確率密度は正値
条件を課した 1次元ブラウン運動の推移確率密度と等しい．そのため期間T → ∞まで生
き残るという条件の下での吸収壁ブラウン運動を計算することによりBES(3)の推移確率
密度を求めることができる．時間区間 [0, T ]の間には原点に吸収されない生存確率

h(T, x) =

∫ ∞

0

pabs(T, y|x)dy (2.3)

についての T → ∞の漸近評価を用いれば，

pBES(3)(t, y|x) = lim
T→∞

h(T − t, y) pabs(t, y|x)

h(T, x)

=
y

x
pabs(t, y|x) (2.4)

となり，pabs(t, y|x)を y/x倍に変換することで pBES(3)(t, y|x)を求めることができる．
次に原点と高さ hに吸収壁を持つブラウン運動について考える．原点にのみ吸収壁を持
つ場合と同様にブラウン運動の反射原理を用いることができる．このとき原点と壁hの両
方について経路を反転させるため 2重の「合わせ鏡」のように原点で反転させた経路を壁
hで反転させてさらに原点で反転させて · · · という無限回の反転が起こりうる．このため
原点と壁 hに吸収壁を持つ吸収壁ブラウン運動の推移確率密度は無限和の形で表される．

pabs,h(t, y|x) =
∞∑

n=−∞

{
p(t, y|x + 2hn) − p(t, y| − x + 2hn)

}
=

1√
2πt

∞∑
n=−∞

[
exp

{
− 1

2t
(y − (x + 2hn))2

}
− exp

{
− 1

2t
(y − (−x + 2hn))2

}]
,

t > 0, x, y ∈ (0, h). (2.5)
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また，別の求め方として拡散方程式の初期値問題とディリクレ境界値問題
∂u(t, y)

∂t
=

1

2

∂2u(t, y)

∂y2

lim
t→0

u(t, y) = δ(y − x)

u(t, 0) = u(t, h) = 0　

(2.6)

の解として区間 (0, h)内を運動するブラウン運動の推移確率を計算することができる．変
数変換とフーリエ解析を用いればその推移確率密度は次のようになる．

pabs,h(t, y|x) =
2

h

∞∑
n=1

exp

(
−n2π2

2h2
t

)
sin

(nπ

h
y
)

sin
(nπ

h
x
)

,

t > 0, x, y ∈ (0, h). (2.7)

同様の方法を用いれば−wLと wRに吸収壁を持つブラウン運動の推移確率密度を求める
ことができる．このときディリクレ境界条件を

u(t,−wL) = u(t, wR) = 0

に変更して (2.6)の問題を解けば，区間 (−wL, wR)内を運動するブラウン運動の推移確率
密度

pwL,wR
(t, y|x) =

2

wL + wR

∞∑
n=1

exp

(
− n2π2

2(wL + wR)2
t

)
sin

(
π

wL + x

wL + wR

n

)
sin

(
π

wL + y

wL + wR

n

)
,

t > 0, x, y ∈ (−wL, wR), (2.8)

が得られる．

2.2 非衝突ブラウン経路の推移確率密度
第 2.1 節に出てきた条件付ブラウン運動の推移確率密度はすべて 1粒子の場合について
記述したものだった．これらの推移確率密度をお互いに非衝突な多粒子系に拡張するため
に必要なのがKarlin-McGregorの公式である [15]．この公式はブラウン運動の推移確率密
度を成分とするN ×N行列の行列式は非衝突なN粒子系の推移確率密度になるというも
ので，量子力学において自由フェルミ粒子からなる多体系の波動関数を表すSlater行列式
の確率過程版とみなすこともできる [16]．ここで 1次元標準ブラウン運動の推移確率密度
を例にとれば，そのN 粒子非衝突の 1次元標準ブラウン運動は次のように表される．

q(N)(t,y|x) = det
1≤j,k≤N

[
p (t, yj|xk)

]
, t > 0, x,y ∈ WA

N . (2.9)

ここでWA
N はN 粒子の順位付けされた配置空間

WA
N = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : x1 < x2 < · · · < xN},
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であり表現論 [17]からタイプAN−1型のWeyl chamberと呼ばれる．原点に吸収壁を持つ
ブラウン運動や，区間 (0, h)内を運動するブラウン運動，区間 (−wL, wR)内を運動するブ
ラウン運動をN 粒子非衝突に拡張したものは以下のようになる．

q
(N)
abs (t,y|x) = det

1≤j,k≤N

[
pabs(t, yj|xk)

]
, t > 0,x,y ∈ WC

N , (2.10)

q
(N)
abs,h(t,y|x) = det

1≤j,k≤N

[
pabs,h(t, yj|xk)

]
, t > 0,x,y ∈ Wh

N , (2.11)

q(N)
wL,wR

(t,y|x) = det
1≤j,k≤N

[
pwL,wR

(t, yj|xk)
]
, t > 0,x,y ∈ WwL,wR

N . (2.12)

ここでそれぞれの配置空間は，

WC
N = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN

+ : x1 < x2 < · · · < xN},
Wh

N = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ (0, h)N : x1 < x2 < · · · < xN},
WwL,wR

N = {x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ (−wL, wR)N : x1 < x2 < · · · < xN},

である．特にWC
N はタイプCN 型のWeyl chamberと呼ばれる．

2.3 非衝突ブラウン経路の累積確率分布
ここではN 粒子非衝突ブラウン運動とN 粒子非衝突 (3次元)ベッセル過程の累積確率
分布についての求め方を示す．1粒子の場合，ブラウン運動X(t)は第 2.1 節に出てきた 1

次元標準ブラウン運動B(t)そのもの

X(t) ≡ B(t), t ≥ 0,

であり，ベッセル過程は 3次元ブラウン運動の動径方向への射影

Y (t) ≡ |B(t)| =
√

B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)2,

として表される．ここで，B1(t), B2(t), B3(t)は互いに独立な 1次元標準ブラウン運動で
ある．多粒子非衝突に拡張した場合，N 粒子非衝突ブラウン運動とN 粒子非衝突ベッセ
ル過程をそれぞれ

X(t) = (X1(t), X2(t), ..., XN(t)), X1(t) < X2(t) < ... < XN(t), t ≥ 0,

Y (t) = (Y1(t), Y2(t), ..., YN(t)), 0 < Y1(t) < Y2(t) < ... < YN(t), t ≥ 0,

と書く．まず，N 粒子非衝突ベッセル過程Y (t)を例にとり，その累積確率分布を求めて
みる．N 粒子非衝突ベッセル過程 Y (t)が時刻 0で xから出発し時刻 T で yに到達する
とき，

Y (0) = x, Y (T ) = y, x,y ∈ WC
N ,
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その一番上の経路の最大値
HN = max

0<t<T
YN(t)

がある任意の値 hより小さくなる累積確率分布P(HN < h)は，時刻 0で xからスタート
してお互いに非衝突に運動し原点にぶつかることなく時刻 T で yに到達するブラウン運
動の推移確率密度と，時刻 0で xからスタートしてお互いに非衝突に運動し原点と壁 h

にぶつかることなく時刻 T で yに到達するブラウン運動の推移確率密度の比を取ること
により求めることができるので，

P(HN < h) =
xから出発して (0, h)内を運動し時刻 T で yに到達する非衝突BM

xから出発して正の領域内を運動し時刻 T で yに到達する非衝突BM

=
q
(N)
abs,h(T,y|x)

q
(N)
abs (T,y|x)

,

となる．ブラウン運動の時空間スケーリング性から T の大きさを変えても本質は変わら
ないため，以後 T = 1とすれば，

P(HN < h) =
q
(N)
abs,h(1,y|x)

q
(N)
abs (1,y|x)

. (2.13)

N 粒子非衝突ベッセル橋 Ŷ (t)の場合は，N 粒子非衝突ベッセル過程 Y (t)の始点の配置
xと終点の配置 yのすべての成分を 0とすれば良い．

|x| = |y| → 0.

この条件を加えることにより Y (t)は時刻 0で原点を出発し時刻 1で原点に戻ってくる非
衝突ベッセル橋 Ŷ (t)となる．それゆえ，一番上の経路の最大値

ĤN = max
0<t<1

ŶN(t)

がある値 hより小さくなる累積確率分布は (2.13)式について |x|, |y| → 0の極限をとれば
良いので，

P(ĤN < h) = lim
|x|,|y|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)

q
(N)
abs (1,y|x)

, (2.14)

と表すことができる．一方，N 粒子非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t)については，N 粒子非
衝突ベッセル過程Y (t)の始点の配置 xのすべての成分を 0とすれば良い．

|x| → 0.

その一番上の経路の最大値
H̃N = max

0<t<1
ỸN(t)
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の累積確率分布は (2.13)式において |x| → 0の極限をとり，さらに yについて積分すれば
累積確率分布を得ることができる．

P(H̃N < h) =

∫
WC

N

lim
|x|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)dy∫

WC
N

lim
|x|→0

q
(N)
abs (1,y|x)dy

. (2.15)

次に，N 粒子非衝突ブラウン運動X(t)について，その累積確率分布を求めてみる．N

粒子非衝突ブラウン運動X(t)が時刻 0で xから出発し時刻 1で yに到達するとき，

X(0) = x, X(1) = y, x,y ∈ WA
N ,

その一番下の経路の最小値と一番上の経路の最大値をそれぞれ

LN = min
0<t<1

X1(t), RN = max
0<t<1

XN(t),

とおけば，最小値LN がある値−wLより大きく，最大値RN がある値wRより小さくなる
ときの累積確率分布は

P(−wL < LN , RN < wR)

=
xから出発して (−wL, wR)内を運動し時刻 1で yに到達する非衝突BM

xから出発して時刻 1で yに到達する非衝突BM

=
q
(N)
wL,wR(1,y|x)

q(N)(1,y|x)
, (2.16)

となる．N 粒子非衝突ブラウン橋 X̂(t)とN 粒子非衝突ブラウン方向過程 X̃(t)の累積確
率分布もN粒子非衝突ベッセル過程と同様に |x|, |y| → 0の極限をとる，もしくは |x| → 0

の極限をとり，さらにyについて積分すれば求めることができ，その結果は表 2.1 のよう
になる．
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N 粒子非衝突ベッセル過程 Y (t) N 粒子非衝突ブラウン運動 X(t)

HN = max
0<t<1

YN(t) LN = min
0<t<1

X1(t), RN = max
0<t<1

XN(t)

P(HN < h) =
q
(N)
abs,h(1,y|x)

q
(N)
abs (1,y|x)

P(−wL < LN , RN < wR) =
q
(N)
wL,wR(1,y|x)

q(N)(1,y|x)

図 2.2 図 2.3　

N 粒子非衝突ベッセル橋 Ŷ (t) N 粒子非衝突ブラウン橋 X̂(t)

条件：Ŷ (0) = Ŷ (1) = 0 条件：X̂(0) = X̂(1) = 0

ĤN = max
0<t<1

ŶN(t) L̂N = min
0<t<1

X̂1(t), R̂N = max
0<t<1

X̂N(t)

P(ĤN < h) = lim
|x|,|y|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)

q
(N)
abs (1,y|x)

P(−wL < L̂N , R̂N < wR) = lim
|x|,|y|→0

q
(N)
wL,wR(1,y|x)

q(N)(1,y|x)

図 2.4 図 2.5　

N 粒子非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t) N 粒子非衝突ブラウン彷徨過程 X̃(t)

条件：Ỹ (0) = 0 条件：X̃(0) = 0

H̃N = max
0<t<1

ỸN(t) L̃N = min
0<t<1

X̃1(t), R̃N = max
0<t<1

X̃N(t)

P(H̃N < h) P(−wL < L̃N , R̃N < wR)

=

∫
WC

N

lim
|x|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)dy∫

WC
N

lim
|x|→0

q
(N)
abs (1,y|x)dy

=

∫
WA

N

lim
|x|→0

q(N)
wL,wR

(1,y|x)dy∫
WA

N

lim
|x|→0

q(N)(1,y|x)dy

図 2.6 図 2.7　

表 2.1: 各非衝突ブラウン経路の累積確率分布
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time0 1 time0 1
図 2.2: N 粒子非衝突ベッセル過程 Y (t)

time0 1 time0 1

図 2.3: N 粒子非衝突ブラウン運動 X(t)

time0 1 time0 1
図 2.4: N 粒子非衝突ベッセル橋 Ŷ (t)

0 1 time0 1 time

図 2.5: N 粒子非衝突ブラウン橋 X̂(t)

time0 1 time0 1
図 2.6: N粒子非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t)

0 1 time0 1 time

図 2.7: N粒子非衝突ブラウン彷徨過程 X̃(t)
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2.4 N = 1のときの3次元ベッセル橋
ここでは，N = 1の 3次元ベッセル橋を例にとり，その最大高さ

Ĥ1 = max
0<t<1

Ŷ1(t)

の累積確率分布の求め方を示す．

図 2.8: N = 1の 3次元ベッセル橋

N = 1のとき非衝突条件は加わらないので累積確率分布は原点に吸収壁のあるブラウ
ン運動の推移確率密度 (2.2) と，原点と壁 hに吸収壁のあるブラウン運動の推移確率密
度 (2.5) の比から求めることができる．

P(Ĥ1 < h) = lim
x,y→0

pabs,h(1, y|x)

pabs(1, y|x)

= lim
a→0

pabs,h(1, a|a)

pabs(1, a|a)

= lim
a→0

1√
2π

2a2

∞∑
n=−∞

e−2h2n2

(1 − 4h2n2) + O(a3)

1√
2π

2a2 + O(a4)

=
∞∑

n=−∞

(1 − 4h2n2) e−2h2n2

. (2.17)

累積確率分布を求めることができれば，累積確率分布と確率密度の関係

P(Ĥ1 < h) ≡
∫ h

0

p
bH1

(x)dx,
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から hにおける確率密度分布は以下のようになる．

p
bH1

(h) =
d

dh
P(Ĥ1 < h)

= 8
∞∑

n=1

e−2n2h2

(4n4h3 − 3n2h), 0 ≤ h < ∞. (2.18)

さらにモーメントの定義式から Ĥ1の s次モーメントを求めることができる．

E[Ĥs
1 ] ≡

∫ ∞

0

dh hs p
bH1

(h)

= 2
(π

2

) s
2
ξ(s), s ∈ C. (2.19)

ここで

ξ(s) =
1

2
s(s − 1)π−s/2Γ(s/2)ζ(s), (2.20)

Γ(x) ≡
∫ ∞

0

du ux−1e−u, ℜx > 0, (2.21)

ζ(s) ≡
∞∑

n=1

1

ns
, (2.22)

であり，Ĥ1の s次モーメントはガンマ関数 Γ(x)と数論において重要な特殊関数である
リーマンのゼータ関数 ζ(s)を使って表されることがわかる．
また ξ(s)はヤコビのテータ関数

ϑ(u) ≡
∞∑

n=−∞

e−πn2u, u > 0, (2.23)

を用いて

ξ(s) =
1

2
+

1

4
s(s − 1)

∫ ∞

1

du (us/2−1 + u(1−s)/2−1)(ϑ(u) − 1), (2.24)

のように変形でき，

ξ(1 − s) = ξ(s), (2.25)

という関数方程式を満たすことがわかる．
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第3章 N = 2の非衝突ベッセル橋，
2重ディリクレ級数，
ヤコビのテータ関数

この章では主にKatori-Izumi-Kobayashi [7]の論文をまとめ，必要な情報を付け足して
説明する．
第 2.4 節では，N = 1のときのベッセル橋の最大値 Ĥ1における累積確率分布を求め，

Ĥ1の s次モーメント (2.19)がガンマ関数 (2.21)とリーマンのゼータ関数 (2.22)を使って
表されることを示した．さらにモーメントの表式にあらわれる ξ(s)はヤコビのテータ関
数を用いて変形でき，(2.25)式の関数方程式を満たすことを述べた．この章ではN = 2の
ときの非衝突ベッセル橋の最大値 Ĥ2における累積確率分布を求め，その s次モーメント
がガンマ関数と，リーマンのゼータ関数の多重版とみなせる 2重ディリクレ級数を使って
表されることを示す．また，モーメントの表式に表れる ξ2(s)の満たす関数方程式をヤコ
ビのテータ関数を用いて求める．さらに不完全ガンマ関数を用いてモーメントの値の数値
評価も行う．

図 3.1: N = 2の 3次元ベッセル橋
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3.1 N = 2の非衝突ベッセル橋における累積確率分布
N = 2の非衝突ベッセル橋における累積確率分布は (2.14)式より，

P(Ĥ2 < h) = lim
|x|,|y|→0

q
(2)
abs,h(1,y|x)

q
(2)
abs(1,y|x)

= lim
|x|→0

q
(2)
abs,h(1,x|x)

q
(2)
abs(1,x|x)

. (3.1)

(3.1)式右辺の分母は (2.10)式と (2.2)式より

q
(2)
abs(1,x|x) = det

1≤j,k≤2

[
pabs(t, xj|xk)

]

=

∣∣∣∣∣∣∣
1√
2π

(1 − e−2x2
1)

1√
2π

(e−(x2−x1)2/2 − e−(x2+x1)2/2)

1√
2π

(e−(x2−x1)2/2 − e−(x2+x1)2/2)
1√
2π

(1 − e−2x2
2)

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

3π
x2

1x
2
2(x1 − x2)

2(x1 + x2)
2 + O(x10

1 , x10
2 ). (3.2)

続いて (3.1)式右辺の分子は (2.11)式と (2.5)式より

q
(2)
abs,h(1,x|x)

= det
1≤j,k≤2

[
pabs,h(t, xj|xk)

]

=
1

2π

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=−∞

(
e−2h2n2 − e−2(x1−hn)2

) ∞∑
n=−∞

(
e−(x2−x1−2hn)2/2 − e−(x2+x1−2hn)2/2

)
∞∑

n=−∞

(
e−(x1−x2−2hn)2/2 − e−(x1+x2−2hn)2/2

) ∞∑
n=−∞

(
e−2h2n2 − e−2(x2−hn)2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

3π
x2

1x
2
2(x1 − x2)

2(x1 + x2)
2

×
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

e−2h2(n2
1+n2

2) Ah(n1, n2) + O(x9
1, x

9
2),

ここで，

Ah(n1, n2) = 1 − 16h2n2
1 + 24h4n4

1 + 24h4n2
1n

2
2 −

32

3
h6n6

1 − 32h6n4
1n

2
2

+
128

3
h8n6

1n
2
2 −

128

3
h8n4

1n
4
2, (3.3)

とおいた．よって累積確率分布は

P(Ĥ2 < h) =
∑

(n1,n2)∈Z2

e−2h2(n2
1+n2

2)Ah(n1, n2), (3.4)

となる．ここでZは整数全体を表す．
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3.2 Ĥ2の s次モーメント
確率密度分布は (3.4)式を hで微分することにより，

p
bH2

(h) ≡ d

dh
P(Ĥ2 < h)

=
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

e−2h2(n2
1+n2

2)Bh(n1, n2), (3.5)

Bh(n1, n2) =
8

3
h{−15n2

1 + 60h2n4
1 + 60h2n2

1n
2
2 − 60h4n6

1 − 180h4n4
1n

2
2

+16h6n8
1 + 192h6n6

1n
2
2 − 80h6n4

1n
4
2 − 64h8n8

1n
2
2 + 64h8n6

1n
4
2}, (3.6)

と表せる．また，

Is(α, β) =
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

nα
1 nβ

2

∫ ∞

0

dh hα+β−1+se−2h2(n2
1+n2

2), (3.7)

という表記を用いれば Ĥ2の s次モーメントは

E[Ĥs
2 ] =

∫ ∞

0

dh hs p
bH2

(h)

=
8

3
{−15I(2, 0) + 60I(4, 0) + 60I(2, 2) − 60I(6, 0) − 180I(4, 2)

+16I(8, 0) + 192I(6, 2) − 80I(4, 4) − 64I(8, 2) + 64I(6, 4)}, (3.8)

となる．(3.7)式について u = 2h2(n2
1 + n2

2) の変数変換を行い，ガンマ関数 (2.21)式と 2

重ディリクレ級数

Z(α, β; γ) ≡
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

nα
1 nβ

2

(n2
1 + n2

2)
γ
, (3.9)

を用いて表すと，

Is(α, β) = 2−(α+β+2+s)/2Γ((α + β + s)/2)Z(α, β; (α + β + s)/2),

と変形できる．モーメントの式はガンマ関数と 2重ディリクレ級数を用いて，

E[Ĥs
2 ] =

1

3
2(2−s)/2

[
− 15Γ(1 + s/2)Z(2, 0; 1 + s/2)

+30Γ(2 + s/2){Z(4, 0; 2 + s/2) + Z(2, 2; 2 + s/2)}
−15Γ(3 + s/2){Z(6, 0; 3 + s/2) + 3Z(4, 2; 3 + s/2)}
+2Γ(4 + s/2){Z(8, 0; 4 + s/2) + 12Z(6, 2; 4 + s/2) − 5Z(4, 4; 4 + s/2)}

−4Γ(5 + s/2){Z(8, 2; 5 + s/2) − Z(6, 4; 5 + s/2)}
]
, (3.10)
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と表される．ここで 2重ディリクレ級数 (3.9)の定義から以下の関係式を得る．

Z(2, 0; 1 + s/2) =
1

2

∑
(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n2
1 + n2

2

(n2
1 + n2

2)
1+s/2

=
1

2
Z(0, 0; s/2),

Z(4, 0; 2 + s/2) + Z(2, 2; 2 + s/2) =
1

2

∑
(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n4
1 + 2n2

1n
2
2 + n4

2

(n2
1 + n2

2)
2+s/2

=
1

2
Z(0, 0; s/2),

Z(6, 0; 3 + s/2) + 3Z(4, 2; 3 + s/2) =
1

2

∑
(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n6
1 + 3n4

1n
2
2 + 3n2

1n
4
2 + n6

2

(n2
1 + n2

2)
3+s/2

=
1

2
Z(0, 0; s/2),

Z(8, 0; 4 + s/2) + 12Z(6, 2; 4 + s/2) − 5Z(4, 4; 4 + s/2)

=
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n8
1 + 12n6

1n
2
2 − 5n4

1n
4
2

(n2
1 + n2

2)
4+s/2

=
1

2

∑
(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

(n2
1 + n2

2)
4 + 8n2

1n
2
2(n

2
1 + n2

2)
2 − 32n4

1n
4
2

(n2
1 + n2

2)
4+s/2

=
1

2
Z(0, 0; s/2) + 4Z(2, 2; 2 + s/2) − 16Z(4, 4; 4 + s/2),

Z(8, 2; 5 + s/2) − Z(6, 4; 5 + s/2) =
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n8
1n

2
2 − n6

1n
4
2

(n2
1 + n2

2)
5+s/2

=
1

2

∑
(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n2
1n

2
2(n

2
1 + n2

2)
3 − 4n4

1n
4
2(n

2
1 + n2

2)

(n2
1 + n2

2)
5+s/2

=
1

2
Z(2, 2; 2 + s/2) − 2Z(4, 4; 4 + s/2).

これらの関係式から (3.10)式は

E[Ĥs
2 ] =

2(2−s)/2

3

[
c1(s)Z(0, 0; s/2) + c2(s)Z(2, 2; 2 + s/2) + c3(s)Z(4, 4; 4 + s/2)

]
,

c1(s) = −15

2
Γ(1 + s/2) + 15Γ(2 + s/2) − 15

2
Γ(3 + s/2) + Γ(4 + s/2)

=
1

16
s(s − 1)(s2 − 2s + 12)Γ(s/2),

c2(s) = 8Γ(4 + s/2) − 2Γ(5 + s/2)

= −sΓ(s/2 + 4)

= −1

4
s(s + 4)(s + 6)Γ(s/2 + 2),

c3(s) = −32Γ(4 + s/2) + 8Γ(5 + s/2)

= 4sΓ(s/2 + 4),
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のようにまとめることができる．結局，

Z̃a(b) = Γ(a + 2b)Z(2b, 2b; a + 2b), (3.11)

とおいて書き直せば，

E[Ĥs
2 ] =

2−s/2

24
s
[
(s − 1)(s2 − 2s + 12)Z̃s/2(0) − 4(s + 4)(s + 6)Z̃s/2(1) + 64Z̃s/2(2)

]
,

(3.12)

という綺麗な表式が得られ，Ĥ2の s次モーメントはガンマ関数と 2重ディリクレ級数を
用いて表されることがわかる．

3.3 モーメントの表式の満たす関数方程式
この節では Ĥ2の s次モーメントの表式を変形し，ξ2(s)という関数を使って表す．また

ξ2(s)の満たす関数方程式を求める．
ガンマ関数 (2.21)において u = π(n2

1 + n2
2)wの変数変換を行うと，

Γ(s) = πs(n2
1 + n2

2)
s

∫ ∞

0

dw ws−1e−π(n2
1+n2

2)w,

となる．よって，(3.11)式は

Z̃a(b) = πa+2b

∫ ∞

0

dw wa+2b−1
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

n2b
1 n2b

2 e−π(n2
1+n2

2)w

= πa+2b

∫ ∞

0

dw wa+2b−1


(

∞∑
n=−∞

n2be−πn2w

)2

− 1{b=0}


= πa

∫ ∞

0

du ua+2b−1

{(
db

dub
ϑ(u)

)2

− 1{b=0}

}
, (3.13)

と書ける．ここで 1{ω}は条件 ωが満たされるとき 1となり，それ以外は 0となる関数で
あり，ϑ(u)は (2.23)式で定義されたヤコビのテータ関数である．(3.13)式を使い (3.12)式
を書き直すと，以下のようにヤコビのテータ関数を用いたモーメントの表式を得ることが
できる．

E[Ĥs
2 ] =

1

24

(π

2

)s/2

s
[
(s − 1)(s2 − 2s + 12)I1 − 4(s + 4)(s + 6)I2 + 64I3

]
.

(3.14)
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ただしここで，

I1 =

∫ ∞

0

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}, (3.15)

I2 =

∫ ∞

0

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}, (3.16)

I3 =

∫ ∞

0

du us/2+3ϑ′′(u)2. (3.17)

さらに，ヤコビのテータ関数の反転則 [3]

ϑ(u) =

√
1

u
ϑ

(
1

u

)
, ℜu > 0, (3.18)

を使い I1, I2, I3を変形すると，

I1 = −2

s
+

2

s − 2
+

∫ ∞

1

du u−s/2{ϑ(u)2 − 1} +

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}, (3.19)

I2 =
1

2(s − 2)
+

∫ ∞

1

du us/2+1ϑ′(u)2 +

∫ ∞

1

du u−s/2+1ϑ(u)ϑ′(u)

+

∫ ∞

1

du u−s/2+2ϑ′(u)2 +
1

4

∫ ∞

1

du u−s/2{ϑ(u)2 − 1}, (3.20)

I3 =
9

8(s − 2)
+

∫ ∞

1

du us/2+3ϑ′′(u)2 +

∫ ∞

1

du u−s/2+4ϑ′′(u)2

+6

∫ ∞

1

du u−s/2+3ϑ′(u)ϑ′′(u) +
3

2

∫ ∞

1

du u−s/2+2ϑ(u)ϑ′′(u)

+
9

2

∫ ∞

1

du u−s/2+1ϑ(u)ϑ′(u) + 9

∫ ∞

1

du u−s/2+2ϑ′(u)2

+
9

16

∫ ∞

1

du u−s/2{ϑ(u)2 − 1}, (3.21)

となる（計算方法は第 3.5 節 Appendix A 参照）．ここで I1(s)は s = 0（留数 −2）と
s = 2（留数 2），I2(s)は s = 2（留数 1/2），I3(s)は s = 2（留数 9/8）の 1位の極を持っ
ている．これらを (3.14)式に代入すると，極は消え，すべての sに対して正則な形となる．

E[Ĥs
2 ] =

1

24

(π

2

)s/2
[
2(s2 − 14s + 12)

+s
{

(s − 1)(s2 − 2s + 12)K0(s) − 4(s + 4)(s + 6)K1(s) + 64K2(s)

+s(s − 2)2K0(2 − s) − 4(s2 + 10s − 120)K1(2 − s) + 64K2(2 − s)

−4(s2 + 10s − 48)J1(s) + 96J2(s) + 384J3(s)
}]

, (3.22)
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K0(s) =

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1},

K1(s) =

∫ ∞

1

du us/2+1ϑ′(u)2,

K2(s) =

∫ ∞

1

du us/2+3ϑ′′(u)2,

J1(s) =

∫ ∞

1

du u−s/2+1ϑ(u)ϑ′(u),

J2(s) =

∫ ∞

1

du u−s/2+2ϑ(u)ϑ′′(u),

J3(s) =

∫ ∞

1

du u−s/2+3ϑ′(u)ϑ′′(u).

さらに J1(s), J2(s), J3(s)についてそれぞれ部分積分し，K0(s), K1(s)を使って表すと，

J1(s) =
[
u−s/2+1ϑ(u)2

]∞
1
−

∫ ∞

1

du
d

du

(
u−s/2+1ϑ(u)

)
ϑ(u)

=
[
u−s/2+1ϑ(u)2

]∞
1

+
1

2
(s − 2)K0(2 − s) −

[
u−s/2+1

]∞
1
− J1(s).

=
1

2
(s − 2)K0(2 − s) +

[
u−s/2+1{ϑ(u)2 − 1}

]∞
1
− J1(s)

=
1

4
(s − 2)K0(2 − s) − 1

2
{ϑ(1)2 − 1}, (3.23)

J2(s) =

[
u−s/2+2ϑ(u)

d

du
ϑ(u)

]∞

1

−
∫ ∞

1

du
d

du

{
u−s/2+2ϑ(u)

} d

du
ϑ(u)

= −ϑ(1)ϑ′(1) +
1

2
(s − 4)J1(s) − K1(2 − s)

= −ϑ(1)ϑ′(1) − 1

4
(s − 4){ϑ(1)2 − 1}

+
1

8
(s − 2)(s − 4)K0(2 − s) − K1(2 − s), (3.24)

J3(s) =

[
u−s/2+3

(
d

du
ϑ(u)

)2
]∞

1

+
1

2
(s − 6)K1(2 − s) − J3(s)

= −1

2
ϑ′(1)2 +

1

4
(s − 6)K1(2 − s), (3.25)

となり，これらを代入して (3.22)式を書き直せば，

E[Ĥs
2 ] =

(π

2

)s/2
[

1

24
(1 − s)(s2 − 2s + 12)(2 − sK0(s))

−4s
(
ϑ(1)ϑ′(1) + 2sϑ′(1)2

)
+ sξ2(s)

]
, s ∈ C, (3.26)
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K0(s) =

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}, (3.27)

ξ2(s) = −1

6

{
(s + 4)(s + 6)

∫ ∞

1

du us/2+1ϑ′(u)2

+((2 − s) + 4)((2 − s) + 6)

∫ ∞

1

du u(2−s)/2+1ϑ′(u)2

}
+

8

3

∫ ∞

1

du (us/2+3 + u(2−s)/2+3)ϑ′′(u)2 +
1

12
s(s − 2)ϑ(1)2, (3.28)

となる．ここで (3.28)式の ξ2(s)において sを 2 − sとしても全く同じ形となるため関数
方程式

ξ2(2 − s) = ξ2(s), s ∈ C,

を満たすことがわかる．

3.4 不完全ガンマ関数と数値評価
この節では ξ(s), K0(s), ξ2(s)が不完全ガンマ関数を使って表されることを示し，不完全
ガンマ関数の収束の速さを利用してN = 1, 2それぞれの場合のモーメントの表式の数値
評価を行う．
例として，

L =

∫ ∞

1

du u−1/2{ϑ(u)2 − 1}

について第 2種不完全ガンマ関数

Γ(z, p) =

∫ ∞

p

du uz−1e−u

= Γ(z) −
∫ p

0

du uz−1e−u, ℜz > 0, p > 0, (3.29)

を用いて表す．まず，ヤコビのテータ関数の定義 (2.23)から，

L =

∫ ∞

1

du u−1/2
∑

(n1,n2)∈Z2\{(0,0)}

e−π(n2
1+n2

2)u

= 4

∫ ∞

1

du u−1/2

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

e−π(n2
1+n2

2)u + 4

∫ ∞

1

du u−1/2

∞∑
n=1

e−πn2u.

ここで第 1項と第 2項についてそれぞれ π(n2
1 + n2

2)u = w, πn2u = w と変数変換し，wを
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改めて uと置きなおせば，

L = 4π−1/2

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

1

(n2
1 + n2

2)
1/2

∫ ∞

π(n2
1+n2

2)

dw w−1/2e−w + 4π−1/2

∞∑
n=1

1

n

∫ ∞

πn2

dw w−1/2e−w

= 4π−1/2

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

1

(n2
1 + n2

2)
1/2

Γ(1/2, π(n2
1 + n2

2)) + 4π−1/2

∞∑
n=1

1

n
Γ(1/2, πn2),

となり不完全ガンマ関数で表されることがわかる．同様の計算から，

E[Ĥs
1 ] =

(π

2

)s/2
[
1 + s(s − 1)

×

{
π−s/2

∞∑
n=1

n−sΓ(s/2, πn2) + πs/2−1/2

∞∑
n=1

ns−1Γ(−s/2 + 1/2, πn2)

}]
,

(3.30)

E[Ĥs
2 ] =

(π

2

)s/2
[

1

12
(1 − s)(s2 − 2s + 12)

×

{
1 − 2sπ−s/2

(
∞∑

n1=1

∞∑
n2=1

1

(n2
1 + n2

2)
s/2

Γ(s/2, π(n2
1 + n2

2)) +
∞∑

n=1

1

ns
Γ(s/2, πn2)

)}

−4s{ϑ(1)ϑ′(1) + 2(ϑ′(1))2} + sξ2(s)

]
, (3.31)

ξ2(s) = −2

3

{
π−s/2(s + 4)(s + 6)

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

n2
1n

2
2

(n2
1 + n2

2)
s/2+2

Γ(s/2 + 2, π(n2
1 + n2

2))

+πs/2−1((2 − s) + 4)((2 − s) + 6)
∞∑

n1=1

∞∑
n2=1

n2
1n

2
2

(n2
1 + n2

2)
−s/2+3

Γ(−s/2 + 3, π(n2
1 + n2

2))

}

+
32

3

{
π−s/2

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

n4
1n

4
2

(n2
1 + n2

2)
s/2+4

Γ(s/2 + 4, π(n2
1 + n2

2))

+πs/2−1

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

n4
1n

4
2

(n2
1 + n2

2)
−s/2+5

Γ(−s/2 + 5, π(n2
1 + n2

2))

}

+
1

12
s(s − 2)ϑ(1)2, (3.32)

を得る．n, n1, n2 の値を大きくしていくと不完全ガンマ関数の値が急激に 0に収束す
る性質を利用してモーメントの値を評価すると表 3.1 のようになる．さらに壁あり N -

27



表 3.1: モーメントの数値結果

s 0 1 2 3 4 5

E[Ĥs
1 ] 1.0 1.253314 1.644934 2.259832 3.246969 4.873485

E[Ĥs
2 ] 1.0 1.822625 3.395156 6.463823 12.576665 25.005999

watermelonのランダムウォークとその連続極限であるN 粒子非衝突ベッセル橋の最大値
の満たす関係式

lim
n→∞

⟨(
hN(2n)√

2n

)s ⟩
= E[Ĥs

N ] (3.33)

に表 3.1 の s = 1のときのE[Ĥ1], E[Ĥ2] の値を代入すれば，

⟨h1(2n)⟩ ≃
√

2n × E[Ĥ1]

=
√

2n × 1.253314 · · · =
√

πn,

⟨h2(2n)⟩ ≃
√

2n × E[Ĥ2]

=
√

2n × 1.822625 · · · = 2.57758 · · · ×
√

n,

を得る．これは de Bruijn-Knuth-Rice[4] の壁あり 1-watermelon (Dyck path)の最大高さ
の漸近評価

⟨h1(2n)⟩ ≃
√

πn − 3

2
+ o(1), n → ∞, (3.34)

や，Fulmek[6] の壁あり 2-watermelonの最大高さの漸近評価

⟨h2(2n)⟩ ≃ c2

√
n − 3

2
+ o(1), c2 = 2.57758 · · · , n → ∞, (3.35)

の主要項を再現している．
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3.5 Appendix A

この節では第 3.3 節に出てきた Ij, j = 1, 2, 3 (3.19),(3.20),(3.21) の計算を導く．
ヤコビのテータ関数の反転則 (3.18)から，

I1 =

∫ 1

0

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1} +

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}

=

∫ 1

0

du us/2−1

{
1

u

(
ϑ

(
1

u

))2

− 1

}
+

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}

=

∫ 1

0

du us/2−1

{
1

u
− 1

}
+

∫ 1

0

du us/2−2

{(
ϑ

(
1

u

))2

− 1

}
+

∫ ∞

1

du us/2−1{ϑ(u)2 − 1}.

ここで第1項の積分を計算し，第2項の積分についてはw = 1/uの変数変換を行うと (3.19)

式を得る．次に

I2 =

∫ 1

0

du us/2+1

(
d

du
ϑ(u)

)2

+

∫ ∞

1

du us/2+1

(
d

du
ϑ(u)

)2

について第 1項目にヤコビのテータ関数の反転則 (3.18)を適用し，(
d

du
ϑ(u)

)2

=

{
d

du

(√
1

u
ϑ

(
1

u

))}2

=

{
−1

2
u−3/2ϑ

(
1

u

)
+

√
1

u

d

du
ϑ

(
1

u

)}2

=
1

4
u−3

(
ϑ

(
1

u

))2

− u−2ϑ

(
1

u

)
d

du
ϑ

(
1

u

)
+ u−1

(
d

du
ϑ

(
1

u

))2

,

これを I2に戻してw = 1/uの変数変換を行えば，

I2 =
1

4

∫ ∞

1

dw w−s/2ϑ(w)2 +

∫ ∞

1

dw w−s/2+1ϑ(w)
d

dw
ϑ(w)

+

∫ ∞

1

dw w−s/2+2

(
d

dw
ϑ(w)

)2

+

∫ ∞

1

dw ws/2+1

(
d

dw
ϑ(w)

)2

となり，第 1項目の積分を，

1

4

∫ ∞

1

dw w−s/2ϑ(w)2 =
1

4

∫ ∞

1

dw w−s/2 +
1

4

∫ ∞

1

dw w−s/2{ϑ(w)2 − 1}

=
1

2(s − 2)
+

1

4

∫ ∞

1

dw w−s/2{ϑ(w)2 − 1}
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と計算すれば (3.20)式を得る．I3 についても

I3 =

∫ 1

0

du us/2+3

(
d2

du2
ϑ(u)

)2

+

∫ ∞

1

du us/2+3

(
d2

du2
ϑ(u)

)2

とし，第 1項目について以下のようにヤコビのテータ関数の反転則を用いて，(
d2

du2
ϑ(u)

)2

=

{
d2

du2

(√
1

u
ϑ

(
1

u

))}2

=

{
3

4
u−5/2ϑ

(
1

u

)
− u−3/2 d

du
ϑ

(
1

u

)
+ u−1/2 d2

du2
ϑ

(
1

u

)}2

=
9

16
u−5

(
ϑ

(
1

u

))2

+ u−3

(
d

du
ϑ

(
1

u

))2

+ u−1

(
d2

du2
ϑ

(
1

u

))2

−3

2
u−4ϑ

(
1

u

)
d

du
ϑ

(
1

u

)
+

3

2
u−3ϑ

(
1

u

)
d2

du2
ϑ

(
1

u

)
−2u−2

(
d

du
ϑ

(
1

u

))(
d2

du2
ϑ

(
1

u

))
とすれば I2と同様の計算により (3.21)を得る．
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第4章 非衝突ベッセル橋の最大値分布
（N :一般）

この章では主に Kobayashi-Izumi-Katori [10]の論文をまとめ，必要な情報を付け足し
て説明する．
第 3 章ではN = 2の非衝突ベッセル橋の一番上の経路の最大値 Ĥ2における累積確率
分布を求め，そのモーメントが 2重ディリクレ級数やヤコビのテータ関数を使って表され
ることを示し，不完全ガンマ関数を用いてモーメントの値の数値評価も行った．この章で
はN を一般の値に拡張した非衝突ベッセル橋 (図 4.1)の極値分布の解析と，数値シミュ
レーションを行う．解析結果として，一番上の経路の最大値 ĤN における累積確率分布は
差積の形と，N × N 行列式の形の 2種類の表現を得る．さらにヤコビのテータ関数の満
たす関数方程式から後者の表現はエルミート多項式の無限和を成分にもつN × N 行列式

P(ĤN < h) =
(−1)N

2N2
∏N

j=1(2j − 1)!
det

1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

H2(j+k−1)(
√

2nh)e−2n2h2

]
, (4.1)

で表されることを示す．数値シミュレーションでは Dysonの BMモデルと呼ばれるラン
ダム行列の固有値過程からN 粒子非衝突ベッセル橋をシミュレーションし，その統計則
を導く．
またN → ∞における平均最大値の漸近挙動におけるBonichon-Mosbah[5]の評価

⟨ĤN⟩ ≃
√

1.67N − 0.06, N → ∞, (4.2)

と，それを擬似的な漸近挙動とみなし本当の漸近挙動を

⟨ĤN⟩ ≃
√

2N, N → ∞, (4.3)

とする Schehrら [9]の議論についても数値的な結果から考察を述べる．さらに，一番上の
経路のみならずその内部経路の最大値分布についても調べる．

4.1 非衝突ベッセル橋の推移確率密度
独立な 1次元標準ブラウン運動 {Bj(t)}d

j=1 からなる d‐次元ブラウン運動 B(d)(t) =

(B1(t), B2(t), . . . , Bd(t)) の原点からの距離

R(d)(t) = |B(d)(t)|
=

√
(B1(t))2 + (B2(t))2 + · · · + (Bd(t))2,
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図 4.1: N = 10の非衝突ベッセル橋

はR+ ∪ {0}上を運動する拡散過程であり，その推移確率密度は，

pBES(d)(t, y|x) =
yν+1

xν

1

t
e−(x2+y2)/(2t)Iν

(xy

t

)
, x > 0, y ≥ 0, t > 0, (4.4)

ν =
d − 2

2
,

である．ここで，

Iν(z) ≡
∞∑

n=0

(z/2)2n+ν/{Γ(n + 1)Γ(ν + n + 1)}, (4.5)

は変形ベッセル関数である．R(d)(t)は d-次元ベッセル過程 BES(d) [18, 19, 20] と呼ばれ
その推移確率密度 (4.4)において d = 3とすれば I1/2(z) = (ez − e−z)/

√
2πz であるから

(2.4) と等しくなる．
x = (x1, x2, . . . , xN), y = (y1, y2, . . . , yN) ∈ WC

N , t > 0 において (2.4)式と行列式の多
重線形性から次式が成り立つ．

det
1≤j,k≤N

[
pBES(3)(t, yj|xk)

]
=

N∏
j=1

yj

xj

det
1≤j,k≤N

[
pabs(t, yj|xk)

]
.

また，x ∈ WC
N 配置から始まるN 粒子非衝突 3次元ベッセル過程 BES(3) がお互いにぶ

つからずに T > 0まで運動する確率は Karlin-McGregor の公式 [15] (または [21] 及び
[22],[23] ) から

NC
N (T,x) =

∫ ∞

0

dy1 · · ·
∫ ∞

0

dyN det
1≤j,k≤N

[
pBES(3)(T, yj|xk)

]
,

となる．拡散過程におけるマルコフ性から 0 < t1 < t2 < 1 において時刻 1で y ∈ WC
N の

配置を固定してしまえば，時刻 t1で x(1) ∈ WC
N から推移し，時刻 t2で x(2) ∈ WC

N へ到達
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する 3次元ベッセル過程の推移確率密度は，

p(N)
y (t1,x

(1); t2,x
(2))

=
det

1≤j,k≤N

[
pBES(3)(1 − t2, yj|x(2)

k )
]

det
1≤j,k≤N

[
pBES(3)(t2 − t1, x

(2)
j |x(1)

k )
]

det
1≤j,k≤N

[
pBES(3)(1 − t1, yj|x(1)

k )
]

=
det

1≤j,k≤N

[
pabs(1 − t2, yj|x(2)

k )
]

det
1≤j,k≤N

[
pabs(t2 − t1, x

(2)
j |x(1)

k )
]

det
1≤j,k≤N

[
pabs(1 − t1, yj|x(1)

k )
] , (4.6)

である．x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ WC
N に対して |x|2 =

∑N
j=1 x2

j とし，また差積

hC
N(x) =

∏
1≤j<k≤N

(x2
k − x2

j)
N∏

ℓ=1

xℓ (4.7)

を定義する．(4.6)式とすでに知られている漸近評価 ([24, (33)式において ν = 1/2とする
])

det
1≤j,k≤N

[
pabs(t, yj|xk)

]
≃ t−N(2N+1)/2e−|x|2/(2t)

2N(2N−1)/2
∏N

j=1{Γ(j)Γ(j + 1/2)}
hC

N(x)hC
N(y), |y| → 0,

から以下の式を得る．

p(N)(t1,x
(1); t2,x

(2)) ≡ lim
|y|→0

p(N)
y (t1,x

(1); t2,x
(2))

=

(
1 − t2
1 − t1

)−N(2N+1)/2
hC

N(x(2))

hC
N(x(1))

× det
1≤j,k≤N

[
pabs(t2 − t1, x

(2)
j |x(1)

k )
]
exp

{
− |x(2)|2

2(1 − t2)
+

|x(1)|2

2(1 − t1)

}
. (4.8)

さらに

p(N)(0,0; t,x) ≡ lim
|x(1)|→0

p(N)(0,x(1); t,x)

=
{t(1 − t)}−N(2N+1)/2

(π/2)N/2
∏N

j=1(2j − 1)!

{
hC

N(x)
}2

exp

{
− |x|2

2t(1 − t)

}
, 0 < t < 1, (4.9)

を導くことができる．期間1のN粒子非衝突3次元ベッセル橋 Ŷ (t) = (Ŷ1(t), Ŷ2(t), · · · , ŶN(t))

は (4.8) や (4.9)のような推移確率密度を持つ拡散過程として定義され，任意の時刻の
列 t0 ≡ 0 < t1 < t2 < · · · < tM < 1, M = 1, 2, . . . に対して Ŷ (tM) が各時刻で
∆m ∈ WC

N ,m = 1, 2, . . . ,M の区間内に滞在する確率は

P
(
r(N)(tm) ∈ ∆m,m = 1, 2, . . . ,M

)
=

∫
∆1

dx(1) · · ·
∫

∆M

dx(M)

M−1∏
m=0

p(N)(tm,x(m); tm+1,x
(m+1)), (4.10)
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と書ける．

4.2 クラスCの行列値ブラウン橋
IN をN × N 単位行列，0N をN × N 零行列として 2N × 2N 行列

J =

(
0N IN

−IN 0N

)
,

を定義する．H(N)をN ×N エルミート行列全体の集合，S(N ;C)をN ×N 複素対称行
列全体の集合として次のエルミート行列を考える．

HC(2N) =

{
C =

(
H S

S† −tH

)
; H ∈ H(N), S ∈ S(N ;C)

}
. (4.11)

ここで tH は H の転置行列であり，S† は S のエルミート共役である．C ∈ HC(2N) ⊂
H(2N) は

tCJ + JC = 0, (4.12)

を満たすためシンプレクティック・リー代数となり，HC(2N) = sp(2N,C) ∩H(2N) [17]

と書くことができる．(4.12)式の条件から，Cの 2N 個の実固有値は，

λ = (λ1, λ2, . . . , λN ,−λ1,−λ2, . . . ,−λN), λj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ N,

の形で得られる．Altland-ZirnbauerはHC(2N)を超伝導のBCS平均場理論における
Bogoliubov-de Gennes形式のハミルトニアンの集合として研究し，HC(2N)の正負の固
有値のペア (λj,−λj), 1 ≤ j ≤ N を Bogoliubov-de Gennes理論における粒子とホールの
対称性とみなした [12, 13]．彼らは sp(2N,C)がカルタン表記 [25]で CN と書かれる事に
ちなんでHC(2N) をクラスCと呼んだ．
期間 1のブラウン橋 b(t), 0 ≤ t ≤ 1 は時刻 0で原点から出発し時刻 1で原点に戻ってく
るという条件付 1次元ブラウン運動なのでその推移確率密度は

pBb(s, x; t, y) =
p(1 − t, 0|y)p(t − s, y|x)

p(1 − s, 0|x)
, 0 ≤ s < t ≤ 1, x, y ∈ R, (4.13)

となる．ここで bρ
jk(t), 0 ≤ ρ ≤ 2, 1 ≤ j ≤ k ≤ N と b̃0

jk(t), 1 ≤ j < k ≤ N をそれぞれ独
立な期間 1のブラウン橋とし，

sρ
jk(t) =


bρ
jk(t)/

√
2 if j < k

bρ
jj(t) if j = k

bρ
kj(t)/

√
2 if j > k
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a0
jk(t) =


b̃0
jk(t)/

√
2 if j < k

0 if j = k

−b̃0
kj(t)/

√
2 if j > k,

とおく．そしてN × N 行列

Sρ(t) =
(
sρ

jk(t)
)

1≤j,k≤N
, 0 ≤ ρ ≤ 2,

A0(t) =
(
a0

jk(t)
)

1≤j,k≤N

を用いて 2N × 2N 行列値BM

C(N)(t) =

(
S0(t) + iA0(t) S1(t) + iS2(t)

S1(t) − iS2(t) −(S0(t) − iA0(t))

)
, 0 ≤ t ≤ 1. (4.14)

を定義する．C(N)(t)はC(N)(t) ∈ HC(2N), 0 ≤ t ≤ 1を満たし，C(N)(0) = C(N)(1) = 02N

である．C(N)(t)をつくるためにはN(N + 1)/2 × 3 + N(N − 1)/2 = N(2N + 1) 個の独
立なブラウン橋が必要である．よって C(N)(t)はN(2N + 1)次元のHC(2N)空間におけ
るブラウン橋とみなせる．

C(N)(t)は 0 < t < 1の各時刻においてユニタリー・シンプレクティック行列で直交化で
き，固有値過程

λ(N)(t) = (λ
(N)
1 (t), . . . , λ

(N)
N (t),−λ

(N)
1 (t), . . . ,−λ

(N)
N (t)),

0 ≤ λ
(N)
1 (t) ≤ · · · ≤ λ

(N)
N (t),

を得る．一般化されたBruの理論 [24]から

λ
(N)
+ (t) = (λ

(N)
1 (t), λ

(N)
2 (t), . . . , λ

(N)
N (t)),

の推移確率密度を求めることができる．その結果λ
(N)
+ (t)の推移確率密度は (4.8),(4.9)と

一致するため，λ
(N)
+ (t)は非衝突ベッセル橋 Ŷ (t)と分布として等しいことと，λ

(N)
+ (t) ∈

WC
N , 0 < t < 1 を満たすことがわかる．図 4.2 はN = 10の固有値過程 λ(N)(t)をシミュ

レーションしたもので λ = 0の線を境に対称になっていることがわかる．このうち正の固
有値過程λ

(N)
+ (t)のみを取り出したものが図 4.1 の非衝突ベッセル橋である．

4.3 一番上の経路における最大値の解析結果

4.3.1 ĤNの累積確率分布

N 粒子非衝突ベッセル橋の累積確率分布は (2.14)式より，

P(ĤN < h) = lim
|x|,|y|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)

q
(N)
abs (1,y|x)

. (4.15)
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図 4.2: N = 10の固有値過程λ(N)(t), 0 ≤ t ≤ 1

シューア関数展開 [24]を用いると (4.15)式の分母分子は |x| → 0, |y| → 0において以下の
ような漸近解析を得る（第 4.6 章 Appendix B 参照）．

q
(N)
abs (1,y|x) =

(
2

π

)N/2 N∏
j=1

1

(2j − 1)!
hC

N(x)hC
N(y) ×

{
1 + O(|x|, |y|)

}
, (4.16)

q
(N)
abs,h(1,y|x) =

(
2

h

)N (π

h

)2N2
{

N∏
j=1

1

(2j − 1)!

}2

hC
N(x)hC

N(y)

×
∑

1≤n1<n2<···<nN

exp

{
− π2

2h2
|n|2

} {
hC

N(n)
}2

×
{

1 + O(|x|, |y|)
}

.

(4.17)

ここで hC
N は (4.7)式で定義された差積である．よって (4.15)式は

P(ĤN < h) = cNh−N(2N+1)
∑

1≤n1<n2<···<nN

{
hC

N(n)
}2

exp

{
− π2

2h2
|n|2

}
, (4.18)

cN = 2N/2πN(4N+1)/2/

N∏
j=1

(2j − 1)!,

となり差積の形で表されることがわかる．この表現は経路積分法からセルバーグ積分を用
いて求めた [9, (5)式]と一致している．ここで (4.18)式と (4.9)式が非常に似た形であるこ
とに気づく．第 4.2節でも述べたように (4.9)式はクラスCのランダム行列（分散 t(1− t)）
の固有値過程と同じ確率密度を持っている．また (4.18)式の h−N(2N+1)の指数はHC(2N)

の次元とも一致している．その他にもこの最大値問題における隠れた対称性には以下のよ
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うなものがある．シンプレクティック・リー代数の分割µ に相当する既約表現は [17]より，

spµ(x) =
det

1≤j,k≤N

[
xµk+N−k+1

j − x
−(µk+N−k+1)
j

]
det

1≤j,k≤N

[
xN−k+1

j − x
−(N−k+1)
j

] , (4.19)

で与えられる．もし nj = µN−j+1 + j, 1 ≤ j ≤ N , xj = 1, 1 ≤ j ≤ N とおけば (4.19)式は
( [26, (3.33)式] ，[27, (3.10)式]にもあるように),

spµ(1, 1, · · · , 1) =
hC

N(n)∏N
j=1(2j)!

,

となる．これは非衝突拡散過程の最大値問題がいくつかの対称な既約表現の集合における
確率論の数え上げ問題と関連していることを示唆している．また対称な既約表現はランダ
ム行列集合の離散版とみなすことができる．今回の場合，吸収壁という条件がシンプレク
ティック構造（クラスC）に変化している．[9]でも指摘されているように，(4.18)におい
て自明な式 limh→∞ P(H

(N)
N < h) = 1 はセルバーグ積分 [28, 29]の一種，

lim
δ→0

∞∑
n1=−∞

· · ·
∞∑

nN=−∞

∏
1≤j<k≤N

{
(δnj)

2 − (δnk)
2
}2

N∏
ℓ=1

{
(δnℓ)

2e−(δnℓ)
2/2δ

}
=

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞

∏
1≤j<k≤N

(x2
j − x2

k)
2

N∏
ℓ=1

{
x2

ℓe
−x2

ℓ/2dxℓ

}
= (2π)N/2N !

N∏
j=1

(2j − 1)!, (4.20)

を与える．これは [30, (17.6.6)式]において γ = 1,α = 3/2とおいた特別な場合である．

4.3.2 行列式表現とヤコビのテータ関数

(4.18)式からĤNに関する累積確率分布について以下の行列式表現を得る（証明は第 4.7章
Appendix C 参照）．

P(ĤN < h) = cNh−N(2N+1) det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=1

n2(j+k−1)e−π2n2/(2h2)

]

=
(−1)N2−N/2πN(2N+1)/2∏N

j=1(2j − 1)!
h−N(2N+1)τN

( π

2h2

)
, (4.21)

τN(u) = det
1≤j,k≤N

[
∂j+k−1

∂uj+k−1
θ(u)

]
, θ(u) =

∞∑
n=−∞

e−πn2u.
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さらに以下のようなヤコビのテータ関数の一種を考える．

ϑ3(x, y) =
∞∑

n=−∞

qn2

z2n

=
∞∑

n=−∞

e2πixn+πiyn2

, Im y > 0. (4.22)

ここで z = exπi,q = eyπiとおいて 2行目の式を得た．さらにヤコビのテータ関数の満たす
関数方程式 ([31, 第 10.12節], [6, 第A.3.1節])

ϑ3(x, y) = ϑ3(x/y,−1/y)e−πix2/y

√
i

y
(4.23)

において x = iξ + η2u/(2π), y = iη2, ξ, η ∈ R とおけば，

ϑ3

(
iξ +

η2u

2π
, iη2

)
= ϑ3

(
ξ

η2
− iu

2π
,

i

η2

)
eπ(ξ/η−iηu/(2π))2 1

η

となる．さらに (4.22)式を用いて

∞∑
n=−∞

e−πn2/η2+(2πiξ/η2+u)n = η

∞∑
n=−∞

e−(
√

πηn+
√

πξ/η−iηu/(2
√

π))2 . (4.24)

ここでエルミート多項式 (1.1)の母関数

e2ux−u2

=
∞∑

n=0

Hn(x)
un

n!
,

から (4.24)式は

∞∑
α=0

∞∑
n=−∞

(nu)α

α!
e−πn2/η2+2πiξn/η2

= η
∞∑

α=0

∞∑
n=−∞

Hα

(√
πnη +

√
πξ/η

) (
iηu

2
√

π

)α
1

α!
e−(

√
πnη+

√
πξ/η)2

となるため以下の関係式を得る．
∞∑

n=−∞

nαe−πn2/η2+2πiξn/η2

=
iαηα+1

2απα/2

∞∑
n=−∞

Hα

(√
πnη +

√
πξ/η

)
e−(

√
πnη+

√
πξ/η)2 . (4.25)

(4.25)式において ξ = 0, η = h
√

2/π , α = 2ℓとおけば

∞∑
n=1

n2ℓe−π2n2/(2h2) =
(−1)ℓ

2ℓ+1/2π2ℓ+1/2
h2ℓ+1

∞∑
n=−∞

H2ℓ(
√

2nh)e−2n2h2

, (4.26)

ℓ = 0, 1, 2, · · ·
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となりこの関係式を用いて (4.21)式を書き直すと第 1 章に出てきた累積確率分布の以下
の行列式表現を得る．

P(ĤN < h) =
(−1)N

2N2
∏N

j=1(2j − 1)!
det

1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

H2(j+k−1)(
√

2nh)e−2n2h2

]
. (4.27)

(4.27)式の特別な場合としてN = 1, 2の場合を計算すると，

P(Ĥ1 < h) = −1

2

∞∑
n=−∞

H2(
√

2nh)e−2h2n2

,

P(Ĥ2 < h) =
1

24 × 3!

∞∑
n1=−∞

∞∑
n2=−∞

e−2h2(n2
1+n2

2) det

[
H2(

√
2n1h) H4(

√
2n1h)

H4(
√

2n2h) H6(
√

2n2h)

]
.

ここでH2(x) = 4x2 − 2, H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12, H6(x) = 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120

であるから，

P(Ĥ1 < h) =
∞∑

n=−∞

(1 − 4h2n2)e−2h2n2

, (4.28)

P(Ĥ2 < h) =
∞∑

n1=−∞

∞∑
n2=−∞

e−2h2(n2
1+n2

2)

{
1 − 16h2n2

1 + 24h4n4
1 + 24h4n2

1n
2
2 −

32

3
h6n6

1

−32h6n4
1n

2
2 +

128

3
h8n6

1n
2
2 −

128

3
h8n4

1n
4
2

}
(4.29)

と展開でき，(4.28)式は (2.17)式と一致し，(4.29)式は (3.4)式と一致していることが確
かめられる．

ĤN ∈ dhの確率密度分布や ĤN の s次モーメントを累積確率分布P(ĤN < h)を用いて
表すと

⟨(ĤN)s⟩ =

∫ ∞

0

hs

(
d

dh
P(ĤN < h)

)
dh

= s

∫ ∞

0

hs−1
{

1 − P(ĤN < h)
}

dh, (4.30)

となる．ここで 2行目の式を得るために部分積分を行った．(4.21)式の表現を (4.30) 式
に代入すれば s次モーメントに関する行列式表現となる．これはまさに Feierlの壁あり
watermelon配置のヴィシャスウォークの最大高さ分布の長時間漸近極限の形 [8, Theorem

1の κ
(p)
s 関数] と一致することがわかる．さらにFieirlの壁ありwatermelon配置における

最大高さ分布の中心極限定理の行列式表現 [8, Theorem 2 (28)式] は ϕk(z)がまさにエル
ミート多項式であることに気づけば，我々の 2つ目の行列式表現 (4.27)式と同じであるこ
ともわかる．離散的なヴィシャスウォークと連続的な非衝突ブラウン経路からこれらの一
致が確かめられることは非常に興味深い．
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4.4 数値計算から得られた結果

4.4.1 固有値過程から見出されるベッセル橋

まず10000ステップのランダムウォークによる近似から期間1のブラウン橋b(t), 0 ≤ t ≤ 1

を発生させるプログラムを作る．このプログラムを使って 3つのベッセル橋 bj(t), 0 ≤ t ≤
1, j = 1, 2, 3 を生成させ，以下の 2 × 2行列値過程を考える．

C(1)(t) =

(
b1(t) b2(t) + ib3(t)

b2 − ib3(t) −b1(t)

)
. (4.31)

この正負の固有値のペア

λ(2)(t) = (λ
(1)
1 (t),−λ

(1)
1 (t)), (4.32)

λ
(1)
1 (t) =

√
(b1(t))2 + (b2(t))2 + (b3(t))2 (4.33)

から固有値過程 C(1)(t)は簡単に求めることができ，正の固有値過程 (4.33)は 3次元ベッ
セル橋 Ŷ (t), 0 ≤ t ≤ 1を数値的に再現する．この数値計算方法が妥当であることを確か
めるため 1000個の 3次元ベッセル橋の経路を生成し，その最大値

Ĥ1 = max
0<t<1

Ŷ (t),

をプロットした (図 4.3)．実線は (2.18)式から得られた曲線であり，プロットされた値と
完全に一致していることがわかる．

図 4.3: 3次元ベッセル橋の最大値 Ĥ1と数値計算シミュレーションによる比較
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4.4.2 ĤNの平均と分散

2 × 2行列 (4.31)は (4.14)式のN = 1の場合とみなすことができる．もし 10個のブラ
ウン橋 {bj(t)}10

j=1 を用意すれば，HC(4)の 4 × 4行列値ブラウン橋

C(2)(t) =


b1(t)

1√
2
(b2(t) + ib3(t)) b5(t) + ib6(t)

1√
2
(b7(t) + ib8(t))

1√
2
(b2(t) − ib3(t)) b4(t)

1√
2
(b7(t) + ib8(t)) b9(t) + ib10(t)

b5(t) − ib6(t)
1√
2
(b7(t) − ib8(t)) −b1 − 1√

2
(b2(t) − ib3(t))

1√
2
(b7(t) − ib8(t)) b9(t) − ib10(t) − 1√

2
(b2(t) + ib3(t)) −b4(t)

 ,

をシミュレーションすることができる．これはN = 2のときの (4.14)式に相当する．2つ
の正の固有値

λ
(2)
+ (t) = (λ

(2)
1 (t), λ

(2)
2 (t)), 0 < λ

(2)
1 (t) < λ

(2)
2 (t), 0 ≤ t ≤ 1,

をたどれば，2粒子非衝突ベッセル橋 Ŷ (t) = (Ŷ1(t), Ŷ2(t)) とその上位の経路の最大値
Ĥ2 = max0<t<1 Ŷ2(t) の統計データを得られる．一般的にN -非衝突ベッセル橋は独立に生
成させたN(2N + 1)個のブラウン橋 {bj(t)}N(2N+1)

j=1 を用いて作られる 2N × 2N 行列のN

個の正の固有値をたどることでシミュレーションすることができる．
ここで平均と分散の表記のために

mN = ⟨ĤN⟩,
vN = var (ĤN) = ⟨(ĤN − mN)2⟩, (4.34)

を用いる．表 4.1 は一番上の経路におけるN = 70までの平均と分散を求めたもので，平
均をとるために 1000個のサンプルを用いている．この数値計算結果はFeierl[8]や表 3.1で
の解析計算結果と一致している．

4.4.3 N → ∞の漸近評価と一番上の経路

mN のN → ∞における漸近評価について着目し，

mN = c0N
ν0 , N ≫ 1, (4.35)

と仮定する．(4.35)の指数 ν0 と係数 c0 を求めるため，数値計算により求めた一連の値
(m

(N1)
N1

,m
(N2)
N2

,m
(N3)
N3

,m
(N4)
N4

,m
(N5)
N5

)を用いて最小二乗法でフィッティングする．そしてNj, 1 ≤
j ≤ 5の値が大きくなるに連れて ν0 と c0の値がむしろ系統的に変わることを観測した．
図 4.4と図 4.5はN = N3における ν0 と c0の値の依存性を示している．[32]の 1/N -プロッ
トの値から最も大きい 3つの点において図 4.4 と図 4.5 の実線で表される線形フィッティ
ングを行い，ν0 = 0.493と c0 = 1.42を得た．これらは ν0 = 1/2, c0 =

√
2 = 1.414 . . . とみ

なす事ができるので (4.3)式と一致する．また，図 4.5 の中間領域 0.1 < 1/N < 0.2にお
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N mN vN F mN F vN KIK mN KIK vN

1 1.251 0.0774 1.2533 0.0737 1.253314 0.074138

2 1.819 0.0732 1.8222 0.0746 1.822625 0.073194

3 2.262 0.0704 2.2677 0.0720

4 2.641 0.0664 2.6460 0.0692

5 2.979 0.0640 2.9805 0.0656

6 3.280 0.0624

7 3.558 0.0600

8 3.817 0.0556

9 4.057 0.0570

10 4.291 0.0543

20 6.146 0.0409

30 7.597 0.0396

40 8.790 0.0384

50 9.841 0.0364

60 10.806 0.0354

70 11.678 0.0310

表 4.1: 数値計算から得られたmN と vN の値と，解析的に得られた ‘F’の値 ([8]のTable

1)と ‘KIK’の値 (第 3.4 節の表 3.1 ) との比較

0.480.490.50.510.520.530.540.55

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

ν0

1 / N

図 4.4: 1/N に対する ν0の関係

1.2
1.25
1.3

1.35
1.4

1.45

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

c0

1 / N

図 4.5: 1/N に対する c0の関係
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いて c0の値は 1.25 < c0 < 1.3である．これらは
√

1.67 ≃ 1.29とみなせるのでBonichon-

Mosbah [5]の (4.2)式の予想と一致している．そしてこの式は Schehr et al.[9] より擬似的
漸近挙動と呼ばれている．図 4.6 はN におけるmN の log-logプロットで実線は

mN =
√

2N + c1N
−ν1 , ν1 =

1

6
(4.36)

でフィッティングしている．パラメータは c1 ≃ 0.253 である．
さらにN → ∞における vN の漸近評価を行ったものが図 4.7 の log-logプロットであ
る．最小二乗法から

vN ≃ 0.09N−0.23 (4.37)

を得る．ここで負の指数はN → ∞において vN → 0 となることを示唆している．

図 4.6: 粒子数N と平均mN の関係 図 4.7: 粒子数N と分散 vN の関係

4.4.4 内部経路の統計則について

第 4.4.1 節で説明している方法でN -非衝突ベッセル橋を生成すると，時間区間 (0, 1)内
において一番上の経路だけではなくその内部経路の最大値の統計則を調べることができ
る．そこでN -非衝突ベッセル橋

Ŷ (t) = (Ŷ1(t), Ŷ2(t), · · · , ŶN(t)),

の原点に近いほうから k本目の経路の最大値を

Ĥ
(N)
k = max

0<t<1
Ŷk(t), (4.38)

と書くことにする．表 4.2 にはN = 10におけるすべての経路の平均と分散

m
(N)
k = ⟨Ĥ(N)

k ⟩,
v

(N)
k = var(Ĥ

(N)
k ) = ⟨(Ĥ(N)

k − m
(N)
k )2⟩, 1 ≤ k ≤ N, (4.39)
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k m
(10)
k v

(10)
k

1 0.547 0.00528

2 0.891 0.00778

3 1.240 0.00971

4 1.598 0.0126

5 1.958 0.0147

6 2.337 0.0170

7 2.735 0.0209

8 3.168 0.0262

9 3.659 0.0320

10 4.291 0.0553

表 4.2: 数値計算から得たm
(10)
k と v

(10)
k の値

の値をまとめた．
次に内部経路の最大値におけるN 依存性を調べる．図 4.8 と図 4.9 は 1本目の内部経
路の最大値 Ĥ

(N)
1 の平均と分散をプロットしたものである．この log-logからN に関する

以下のべき乗則を得る．

m
(N)
1 ∼ N−0.38, v

(N)
1 ∼ N−1.17. (4.40)

10-1

100

101

100 101 102N

m1(N)

図 4.8: N に対するm
(N)
1 の両対数プロット

10-4
10-3
10-2
10-1

100 101 102N

v1(N)

図 4.9: N に対する v
(N)
1 の両対数プロット

図 4.10 は k本目の経路における平均m
(N)
k を表したもので内側から外側に向かって経

路の最大値をたどったものである．ここで kにおける各曲線に共通の形が見出される．そ
こで k/Nに対してm

(N)
k /m

(N)
N をプロットする方法 [33]を用いれば図 Fig.4.11 のようにな

る．この結果は十分大きなN において以下の関係が成り立つような万能関数 f(x)がある
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図 4.10: kに対するm
(N)
k 依存性
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図 4.11: 図 4.10 のデータコラプス

ことを示唆している．

m
(N)
k

m
(N)
N

∼ f

(
k

N

)
. (4.41)

スケーリング関数 f(x)は閾値 x∗を持ち，x ≪ x∗では線形関数として振る舞い，x ≫ x∗

では単純な線形関数としては扱えない．数値フィッティングよりスケーリング関数は以下
のように予想できる．

f(x) ∼

{
x (x ≪ x∗),

ax (x ≫ x∗), a ≃ 5.1.
(4.42)

4.5 第 4 章の結び
第 4 章ではN -非衝突ベッセル橋の経路の最大値について解析的な結果と数値的な結果
を報告した．統計物理学のヴィシャスウォークモデルの一種であるこの最大値問題はラン
ダム行列理論や対称性に関する表現論，そして数論とも関係している．ここに存在する数
多くの未解決問題のうちいくつかをここであげる．

(0, h)内を運動する吸収壁ブラウン運動の推移確率密度 pabs,hの表現 (2.7)において n ∈
N = {1, 2, 3, . . . }はフーリエ級数展開のモードを表すために導入された変数である．N -経
路システムを考えるときこの離散的な変数n = (n1, n2, . . . , nN) ∈ NN が導入される．nは
補助的な関数であるにもかかわらず (2.7), (4.18), (4.21), (4.27) 式で nの和から物理量が
与えられているため，離散変数 nは物理的な位置を表す連続な変数 x = (x1, x2, . . . , xN),

y = (y1, y2, . . . , yN) と双対関係があるように振る舞う．クラスCのランダム行列の固有値
過程から得られた経路の確率密度と分布として等しい (4.9) と離散的な変数の分配関数か
ら与えられた最大値の分布関数 (4.18) との類似は双対関係を示唆している．watermelon

配置のみならず star配置についての非衝突経路問題 [34]とそれらの極値問題の間の双対
関係を明確にするため系統的な研究が求められるだろう．
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また，ベッセル橋の最大値 Ĥ1 = max0<t<1 Ŷ (t) の分布とベッセル橋が t = 1/2のとき
の位置は経路の変動のため一致しない．しかし，図 4.7 や (4.37)式でも示したように分散
vN の値はN → ∞で 0になるはずである．そのためN → ∞の極限で

⟨ĤN⟩ ≃ ⟨ŶN(1/2)⟩,

となることが予想され，具体的に

⟨ŶN(t)⟩ ≃ 2
√

2Nt(1 − t), 0 ≤ t ≤ 1, N → ∞,

が知られている ([43, (2.26)式において a = 0とし，
√

x = limN→∞⟨ŶN(t)⟩/
√

2N を用い
る]). よって Schehr et al.は (4.3)式を結論付けた．N → ∞に関する適切なスケーリン
グ極限をとれば，一番上の経路 ŶN(t), 0 ≤ t ≤ 1 の変動はAiry過程 [35, 36, 37, 38]と定
義される．Airy過程はTracy-Widom分布 [39] に従う確率過程である．これらの考察から
Airy過程の最大値分布についての研究が非常に興味深い．
また，内部経路の最大値分布の解析については難しい問題となるだろう．

4.6 Appendix B

(4.16) 式, (4.17)式の導出
行列式の多重線形性から q

(N)
abs,h(1,y|x)式は

q
(N)
abs (1,y|x) = det

1≤j,k≤N

[
1√
2π

{
e−(yj−xk)2/2 − e−(yj+xk)2/2

}]
=

1

(2π)N/2
e−(|x|2+|y|2)/2 det

1≤j,k≤N

[
eyjxk − e−yjxk

]
,

となる．ここで，

det
1≤j,k≤N

[
eyjxk − e−yjxk

]
= 2N

N∏
j=1

(xjyj)
∑

0≤m1<m2<···<mN

N∏
j=1

1

(2mj + 1)!
det

1≤j,k≤N

[
y2mk

j

]
det

1≤j,k≤N

[
x2mk

j

]
,

である．さらに，mj から µj へ µj = mN−j+1 − N + j, 1 ≤ j ≤ N という変数変換を行
い，シューア関数 [17, 40, 41]

sµ(x) =
det

1≤j,k≤N

[
xµk+N−k

j

]
det

1≤j,k≤N

[
xN−k

j

] , (4.43)

を導入する．(4.43)式の分母はヴァンデルモンド行列式

det
1≤j,k≤N

[
xN−k

j

]
=

∏
1≤j,k≤N

(xj − xk), (4.44)
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である．シューア関数展開を用いれば，

q
(N)
abs (1,y|x) =

( 2

π

)N/2

e−(|x|2+|y|2)/2

N∏
j=1

(xjyj)
∏

1≤j,k≤N

{
(x2

j − x2
k)(y

2
j − y2

k)
}

×
∑

µ:ℓ(µ)≤N

N∏
j=1

1

(2µN−j+1 + 2j − 1)!
sµ({x2

j})sµ({y2
j}),

となる．ここで，ℓ(µ)は分割 µの分割数を示している．|x|, |y| → 0 を考えると，µが
µ = 0 ≡ (0, · · ·, 0) ∈ NN

0 のとき s0(0) = 1 となり，それ以外の µでは sµ(0) = 0 となるこ
とから漸近的に (4.16)式が得られる．(N = {1, 2, · · · }, N0 = N ∪ {0}とする．)

次に，(4.17)式を求める。まず，(2.7)式と (2.11)式から，

q
(N)
abs,h(1,y|x) =

(
2

h

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

)
det

1≤j,k≤N

[
sin

(π

h
njyj

)
sin

(π

h
njxk

)]
=

(
2

h

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

)
1

N !

∑
σ∈SN

det
1≤j,k≤N

[
sin

(π

h
nσ(j)yj

)
sin

(π

h
nσ(j)xk

)]
=

1

N !

(
2

h

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

)
det

1≤j,k≤N

[
sin

(π

h
yjnk

)]
det

1≤j,k≤N

[
sin

(π

h
xjnk

)]
,

となる．ここで SN はN 個のものの置換全体の集合である．また，

det
1≤j,k≤N

[
sin

(π

h
xjnk

)]
= det

1≤j,k≤N

[
∞∑

m=0

(−1)m

(2m + 1)!

(π

h
xjnk

)2m+1
]

=
∑

m∈NN
0

N∏
j=1

{
(−1)mj

(2mj + 1)!
xjnj

} (π

h

)2
PN

j=1 mj+N

det
1≤j,k≤N

[
(xjnk)

2mj

]

=
N∏

j=1

(xjnj)
∑

m∈NN
0

(π

h

)2
PN

j=1 mj+N
N∏

j=1

(−1)mj

(2mj + 1)!

1

N !
det

1≤j,k≤N
[x2mk

j ] det
1≤j,k≤N

[n2mk
j ],

であることから，推移確率密度は，

q
(N)
abs,h(1,y|x)

=
1

N !

(
2

h

)N N∏
j=1

(xjyj)
∑

n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

) N∏
j=1

n2
j

×
∑

0≤m1<m2<···<mN

(π

h

)2
PN

j=1 mj+N
N∏

j=1

(−1)mj

(2mj + 1)!
det

1≤j,k≤N
[x2mk

j ] det
1≤j,k≤N

[n2mk
j ]

×
∑

0≤ℓ1<ℓ2<···<ℓN

(π

h

)2
PN

j=1 ℓj+N
N∏

j=1

(−1)ℓj

(2ℓj + 1)!
det

1≤j,k≤N
[y2ℓk

j ] det
1≤j,k≤N

[n2ℓk
j ],
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となる．さらに，det1≤j,k≤N [y2ℓk
j ] = (−1)N(N−1)/2 det1≤j,k≤N [y

2ℓN−k+1

j ] と変形し，µk =

mN−k+1 −N + k, νk = ℓN−k+1 −N + k と変数変換すれば，2
∑N

j=1 mj + N = 2|µ|+ N2 ,

|µ| ≡
∑N

j=1 µj であり，

q
(N)
abs,h(1,y|x)

=
1

N !

(
2

h

)N (π

h

)2N2 N∏
j=1

(xjyj)
∏

1≤j<k≤N

{(x2
j − x2

k)(y
2
j − y2

k)}

×
∑

n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

) N∏
j=1

n2
j

×
∑

µ:ℓ(µ)≤N

∑
ν:ℓ(ν)≤N

(π

h

)2(|µ|+|ν|) N∏
j=1

{ (−1)µj+νj

(2µN−j+1 + 2j − 1)!(2νN−j+1 + 2j − 1)!

}
× det

1≤j,k≤N
[n

2(µk+N−k)
j ] det

1≤j,k≤N
[n

2(νk+N−k)
j ]sµ({x2

j})sν({y2
j}),

となり (4.17)式が導ける．

4.7 Appendix C

(4.21)式の証明
(4.18)式はヴァンデルモンド行列式 (4.44)より，

P(ĤN < h) = cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

exp

(
− π2

2h2
|n|2

)

×
N∏

j=1

n2
j det

1≤j,k≤N

[
n

2(k−1)
j

]
det

1≤ℓ,m≤N

[
n

2(m−1)
ℓ

]
= cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

N∏
j=1

{
n2

j exp

(
− π2

2h2
n2

j

)}

×
∑

σ∈SN

sgn(σ)
∑
ρ∈SN

sgn(ρ)
N∏

ℓ=1

n
2(σ(ℓ)+ρ(ℓ)−2)
ℓ

= cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
σ∈SN

∑
ρ∈SN

sgn(σ)sgn(ρ)
N∏

j=1


∞∑

nj=1

n
2σ(j)+2ρ(j)−2
j exp

(
− π2

2h2
n2

j

) ,
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であり，

P(ĤN < h) = cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

e−π2|n|2/(2h2)
∑

σ∈SN

∑
ρ∈SN

sgn(σ)sgn(ρ)
N∏

j=1

n
2σ(j)+2ρ(j)−2
j

= cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

e−π2|n|2/(2h2)
∑

σ∈SN

∑
ρ∈SN

sgn(σ)sgn(ρ)
N∏

k=1

n
2k+2ρ(σ−1(k))−2

σ−1(k) ,

となる．ここで k = σ(j)といたとき，
∑

n∈NN があるので上式は

cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

e−2π|n|2/(2h2)
∑

σ∈SN

∑
ρ∈SN

sgn(σ)sgn(ρ)
N∏

k=1

n
2k+2ρ(σ−1(k))−2
k

= cNh−N(2N+1) 1

N !

∑
n∈NN

e−π2|n|2/(2h2)
∑

σ∈SN

∑
τ∈SN

sgn(τ)
N∏

k=1

n
2k+2τ(k)−2
k

= cNh−N(2N+1)
∑

n∈NN

e−π2|n|2/(2h2)
∑
τ∈SN

sgn(τ)
N∏

j=1

n
2j+2τ(j)−2
j

= cNh−N(2N+1)
∑

n∈NN

e−π2|n|2/(2h2) det
1≤j,k≤N

[
n2j+2k−2

j

]
= cNh−N(2N+1) det

1≤j,k≤N

[
∞∑

n=1

n2j+2k−2e−π2n2/(2h2)

]
,

と書ける．ここで τ = ρ ◦ σ−1 と sgn(σ)sgn(ρ) = sgn(τ) の関係を用いた．よって 1つ目の
等式は導ける．2つ目の等式については簡単に導くことができる．
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第5章 非衝突ブラウン経路の極値分布

第 3 章ではN = 2のときの非衝突ベッセル橋の最大値分布やそのモーメントを求めた．
また第 4 章ではN が一般の値のときの非衝突ベッセル橋の経路の最大値分布や数値計算
を行った．これらはいずれも非衝突ベッセル橋，つまり壁ありwatermelon配置に関する
研究である．第 5 章では壁なしのwatermelon配置や，壁あり壁なし両方における star配
置の非衝突ブラウン経路の極値分布がエルミート多項式を成分にもつN ×N 行列式やN

次パフィアンで表されることを導く．一般に壁ありはその極値として一番上の経路の最大
値HN を持つが，壁なしは一番上の経路の最大値RN と一番下の経路の最小値LN という
2つの極値を持っており計算が複雑になる．また star配置はwatermelon配置と違い終点
yへの条件がないため，最終的にyについての積分をしなくてはならないという計算の特
徴がある．ここではこれらすべての非衝突ブラウン経路についての計算方法とその結果を
示す．

5.1 非衝突ブラウン橋の累積確率分布
非衝突ブラウン橋，つまり壁なしwatermelon配置のブラウン経路 (図 1.4または図 2.5)

X̂(t) = (X̂1(t), X̂2(t), · · · , X̂N(t))

の累積確率分布は表 2.1 より

P(−wL < L̂N , R̂N < wR) = lim
|x|,|y|→0

q
(N)
wL,wR(1,y|x)

q(N)(1,y|x)
(5.1)
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である．(5.1)式の分母は，

q(N)(1,y|x) = det
1≤j,k≤N

[p(1, yk|xj)]

= det
1≤j,k≤N

[
1√
2π

exp

{
−(yk − xj)

2

2

}]
=

(
1

2π

)N/2

e−(|x|2+|y|2)/2 det
1≤j,k≤N

[exjyk ]

=

(
1

2π

)N/2

e−(|x|2+|y|2)/2

×
∑

λ:ℓ(λ)≤N

N∏
j=1

1

(λN−j+1 + j − 1)!
sλ(x)sλ(y) det

1≤j,k≤N

[
xk−1

j

]
det

1≤j,k≤N

[
yk−1

j

]
,

(5.2)

となる．ここで行列式の多重線形性を用いて 3行目の式となり，4-5行目を得るために行
列式内の指数関数をテイラー展開した後，Nにおけるすべての置換をとりxj, ykにおける
2つの行列式に分割し，変数変換してからシューア関数展開を用いた (第 4.6 節 Appendix

B と同じ方法)．さらに |x|, |y| → 0を考えると，sλ(0)の値は λ = 0のとき 1となり，そ
れ以外では 0となることから漸近的に，

q(N)(1,y|x) =

(
1

2π

)N/2 N∏
j=1

1

(j − 1)!
det

1≤j,k≤N

[
xk−1

j

]
det

1≤j,k≤N

[
yk−1

j

]
　× {1 + O(|x|, |y|)}　

=
1

(2π)N/2
∏N

j=1 Γ(j)

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
∏

1≤j<k≤N

(yk − yj)

×{1 + O(|x|, |y|)}, (5.3)

となる [34, Lemma 3.1]．ここでヴァンデルモンド行列式 (4.44)から差積の形を使った．
同様に (5.1)式の分子については分母の計算よりやや複雑になるが基本的な計算は同じ
で，以下のようになる (第 5.3 節 Appendix D 参照)．

q(N)
wL,wR

(1,y|x)

=
πN(N−1)i N(N+1)

2N
( ∏N

j=1 Γ(j)
)2 (wL + wR)−N2

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
∏

1≤j<k≤N

(yk − yj)

×
∑

n∈ZN

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
|n|2

) N∏
j=1

{
nj−1

j

[
(−1)j + exp

(
2iπ

wL

wL + wR

nj

)]}
×

∏
1≤j<k≤N

(nk − nj) × {1 + O(|x|, |y|)}. (5.4)
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(5.3)式と (5.4)式から累積確率分布 (5.1)は

P(−wL < L̂N , R̂N < wR)

= c′N(wL + wR)−N2
∑

n∈ZN

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
|n|2

)

×
N∏

j=1

{
nj−1

j

[
(−1)j + exp

(
2iπ

wL

wL + wR

nj

)]} ∏
1≤j<k≤N

(nk − nj), (5.5)

c′N =
πN(2N−1)/2i N(N+1)

2N/2
∏N

j=1 Γ(j)
(5.6)

となる．
また積の表現 (5.5)から行列式表現

P(−wL < L̂N , R̂N < wR)

= c′N(wL + wR)−N2

× det
1≤j,k≤N

[{
(−1)j

∞∑
n=−∞

nj+k−2 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2

)

+
∞∑

n=−∞

nj+k−2 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + 2iπ

wL

wL + wR

n

)}]
(5.7)

に書き直し，ヤコビのテータ関数の関数方程式から導かれる関係式 (4.25) を用いてエ
ルミート多項式を導入する．まず (5.7)式の行列式内第 1項目に (4.25)式において α =

j + k − 2, η =
√

2/π(wL + wR), ξ = 0 とおいた関係式を適用し，第 2項目に α =

j + k − 2, η =
√

2/π(wL + wR), ξ = 2wL(wL + wR)/π とおいた関係式を適用すれば，

P(−wL < L̂N , R̂N < wR)

=
(−1)N

2N(N−1)/2
∏N

j=1 Γ(j)

× det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

{
(−1)jHj+k−2(

√
2a)e−2a2

+ Hj+k−2(
√

2b)e−2b2
}]

, (5.8)

a = (wL + wR)n, b = (wL + wR)n + wL

を得る．このように，非衝突ブラウン橋 X̂(t)においてもその累積確率分布はエルミート
多項式の無限和を成分に持つN × N 行列式で表されることが導かれた．
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5.2 非衝突ベッセル彷徨過程と非衝突ブラウン彷徨過程の
累積確率分布

非衝突ベッセル彷徨過程

非衝突ベッセル彷徨過程，すなわち壁あり star配置のブラウン経路 (図 1.5または図 2.6)

Ỹ (t) = (Ỹ1(t), Ỹ2(t), · · · , ỸN(t))

の累積確率分布は (2.15)式より，

P(H̃N < h) =

∫
WC

N

lim
|x|→0

q
(N)
abs,h(1,y|x)dy∫

WC
N

lim
|x|→0

q
(N)
abs (1,y|x)dy

(5.9)

となる．第 5.1 節と同様の方法を用いれば (5.9)式の分母分子はそれぞれ，

q
(N)
abs (1,y|x) =

( 2

π

)N/2

e−|y|2/2

N∏
j=1

xjyj

(2j − 1)!

∏
1≤j,k≤N

{
(x2

k − x2
j)(y

2
k − y2

j )
}

×{1 + O(|x|)},

q
(N)
abs,h(1,y|x) = (−1)N(N−2)/2

(
1

h

)N N∏
j=1

xj

(2j − 1)!

∏
1≤j,k≤N

(x2
k − x2

j)

× det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

(π

h
n
)2j−1

exp

(
− π2

2h2
n2 + ı

π

h
ykn

)]
×{1 + O(|x|)}

となり，これを代入すれば (5.9)式は

P(H̃N < h) = (−1)N(N−2)/2
( π

2h2

)N/2

×

∫
WC

N

det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

(π

h
n
)2j−1

exp

(
− π2

2h2
n2 + i

π

h
ykn

)]
dy

∫
WC

N

N∏
j=1

yj

∏
1≤j,k≤N

(y2
k − y2

j )e
−|y|2/2 dy

(5.10)
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となる．ここでセルバーク積分の一種である次の積分公式 [30, (17.6.6) p.321]∫
RN

∏
1≤j<k≤N

|yj − yk|2γ

N∏
j=1

|yj|2α−1 exp

{
−|y|2

2

}
dy

= 2αN+γN(N−1)

N∏
j=1

Γ(1 + jγ)Γ(α + γ(j − 1))

Γ(1 + γ)

(5.11)

において α = 1, γ = 1/2 とおけば，∫
WC

N

∏
1≤j<k≤N

(yk − yj)
N∏

j=1

yj e−|y|2/2 dy =
N∏

j=1

Γ(j), (5.12)

を得る．この公式を (5.10)式の分母に適用する．さらに de Bruijn の公式 [42]∫
WC

N

dx det
1≤j,k≤N

[gj(xk)] = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R+

dx

∫
R+

dx̃ sgn(x̃ − x) gj(x)gk(x̃)

]
(5.13)

を用いる．ここで Pfはパフィアンと呼ばれ，

Pf(A) = Pf
1≤j<k≤2N

(ajk) =
1

N !

∑
σ

sgn(σ)aσ(1)σ(2)aσ(3)σ(4) · · · aσ(2N−1)σ(2N) (5.14)

と定義される．パフィアンは反対称行列式の平方根に相当する行列式の仲間である．よっ
て非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t) の累積確率分布は，

P(H̃N < h) = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R+

dy

∫
R+

dỹ sgn(ỹ − y)gj(y)gk(ỹ)

]
, (5.15)

gj(y) =
(−1)j+1/2 π2j−1/2

21/2 h2j Γ(j)

∞∑
n=−∞

n2j−1 exp

(
− π2

2h2
n2 + i

π

h
yn

)
(5.16)

となる．さらに (4.25) 式において α = 2j − 1, η =
√

2/πh, ξ = hyk/π, とおき，エルミー
ト多項式を導入すれば，

P(H̃N < h) = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R+

dy

∫
R+

dỹ sgn(ỹ − y)gj(y)gk(ỹ)

]
, (5.17)

gj(y) =
1

2j−1/2Γ(j)

∞∑
n=−∞

H2j−1(
√

2nh + y/
√

2)e−(
√

2nh+y/
√

2)2 (5.18)

となり，エルミート多項式の無限和を成分にもつN 次パフィアンで表されることが導か
れた．
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非衝突ブラウン彷徨過程

続いて非衝突ブラウン彷徨過程，つまり壁なし star配置のブラウン経路 (図 1.6 また
は 図 2.7)

X̃(t) = (X̃1(t), X̃2(t), · · · , X̃N(t))

の累積確率分布は表 2.1 より

P(−wL < L̃N , R̃N < wR) =

∫
WA

N

lim
|x|→0

q(N)
wL,wR

(1,y|x)dy∫
WA

N

lim
|x|→0

qN(1,y|x)dy

(5.19)

となり，その分母分子を今までと同様の方法で計算すれば，

q(N)(1,y|x) =
e−|y|2/2

(2π)N/2
∏N

j=1 Γ(j)

∏
1≤j,k≤N

{
(xk − xj)(yk − yj)

}
×{1 + O(|x|)},

q(N)
wL,wR

(1,y|x) =
(−1)N(N−3)/4 πN(N−1)/2

(wL + wR)N(N+1)/2
∏N

j=1 Γ(j)

∏
1≤j,k≤N

(xk − xj)

× det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

nk−1 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + iπ

wL

wL + wR

n

)
× sin

(
π

wL + yj

wL + wR

n

)]
× {1 + O(|x|)}

となる．よって (5.19)式は以下のようになる．

P(−wL < L̃N , R̃N < wR)

=
(−1)N(N−3)/42N/2πN2/2

(wL + wR)N(N+1)/2

×

∫
WA

N

det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

nk−1 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + iπ

wL

wL + wR

n

)
sin

(
π

wL + yj

wL + wR

n

)]
dy∫

WA
N

e−|y|2/2
∏

1≤j,k≤N

(yk − yj) dy

.

(5.20)

ここで，(5.11)式とは別のセルバーグ積分の公式 [30, (17.6.7) p.321]∫
RN

∏
1≤j<k≤N

|yj − yk|2γe−α|y|2dy = (2π)N/2(2α)−N{Γ(N−1)+1}/2

N∏
j=1

Γ(1 + jγ)

Γ(1 + γ)

(5.21)
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において α = 1/2, γ = 1/2とおけば，∫
WA

N

∏
1≤j<k≤N

(yk − yj) e−|y|2/2 dy = 2N/2

N∏
j=1

Γ(j/2)

を得る．この公式により (5.20)式の分母は計算できる．さらに de Bruijnの公式 [42]∫
WA

N

dx det
1≤j,k≤N

[fj(xk)] = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R

dx

∫
R

dx̃ sgn(x̃ − x) fj(x)fk(x̃)

]
(5.22)

から非衝突ブラウン彷徨過程 X̃(t)の累積確率分布は

P(−wL < L̃N , R̃N < wR) = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R

dy

∫
R

dỹ sgn(ỹ − y)fj(y)fk(ỹ)

]
, (5.23)

fj(y) =
(−1)j/2−1πj−1/2

(wL + wR)jΓ(j/2)

×
∞∑

n=−∞

nj−1 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + iπ

wL

wL + wR

n

)
sin

(
π

wL + y

wL + wR

n

)
(5.24)

となる．ここで，(4.25)を使うために fj(y)の sin関数をオイラーの公式を用いて指数関
数で表すと

fj(y) =
i j+1πj−1/2

2(wL + wR)jΓ(j/2)

×

{
∞∑

n=−∞

nj−1 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + iπ

2wL + y

wL + wR

n

)

+(−1)j

∞∑
n=−∞

nj−1 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2 + iπ

y

wL + wR

n

)}
(5.25)

となる．1つ目の無限和の項にα = j−1, η =
√

2/π(wL +wR), ξ = (2wL +y)(wL +wR)/π

とおき，2つ目の無限和の項に α = j − 1, η =
√

2/π(wL + wR), ξ = y(wL + wR)/π とお
いた (4.25)を適用すれば，

P(−wL < L̃N , R̃N < wR) = Pf
1≤j,k≤N

[∫
R

dy

∫
R

dỹ sgn(ỹ − y)fj(y)fk(ỹ)

]
, (5.26)

fj(y) =
1

2j/2Γ(j/2)

∞∑
n=−∞

{
Hj−1(

√
2α)e−2α2

+ (−1)jHj−1(
√

2β)e−2β2
}

, (5.27)
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α = (wL + wR)n + y/2,

β = (wL + wR)n + (y + 2wL)/2

となる．よって非衝突ブラウン彷徨過程 X̃(t)も非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t)とは別の
エルミート多項式を成分にもつN 次パフィアンで表されることが導かれた．
以上のことから，watermelon配置と star配置，壁ありと壁なしの分類における非衝突
ベッセル橋 Ŷ (t)，非衝突ブラウン橋 X̂(t)，非衝突ベッセル彷徨過程 Ỹ (t)，そして非衝突
ブラウン彷徨過程 X̃(t) の 4種類すべての極値分布を得ることができた。これらはすべて
エルミート多項式の無限和を含む累積確率分布 (1.2), (5.8), (5.17)-(5.18), (5.26)-(5.27) を
持ち，watermelon配置の場合はN ×N行列式で表され，star配置の場合はN次パフィア
ンで表されるという性質を持つことがわかる．

5.3 Appendix D

(5.4)式を導く

(2.8)式と (2.12)式から，推移確率密度は

q(N)
wL,wR

(1,y|x)

= det
1≤j,k≤N

[
pwL,wR

(1, yj|xk)
]

= det
1≤j,k≤N

 2

wL + wR

∞∑
nj=1

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2

j

)
sin

(
π

wL + yj

wL + wR

nj

)
sin

(
π

wL + xk

wL + wR

nj

)
=

(
2

wL + wR

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
|n|2

)
× 1

N !
det

1≤j,k≤N

[
sin

(
π

wL + yj

wL + wR

nk

)]
det

1≤j,k≤N

[
sin

(
π

wL + xj

wL + wR

nk

)]
, (5.28)

となる．ここで |n|2 =
∑N

j=1 n2
j としている．さらに (5.28)式の行列式の成分に着目すると，

sin

(
π

wL + xj

wL + wR

nk

)
= sin

(
π

wL

wL + wR

nk

)
cos

(
π

xj

wL + wR

nk

)
+ cos

(
π

wL

wL + wR

nk

)
sin

(
π

xj

wL + wR

nk

)
=

∞∑
p=0

cp(nk)(xjnk)
p, (5.29)
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cp(nk) =
(−1)(p−1)/2

2p!

(
π

wL + wR

)p

×
{

exp

(
iπ

wL

wL + wR

nk

)
+ (−1)p+1 exp

(
−iπ

wL

wL + wR

nk

)}
,

(5.30)

となっていることから，(5.28)式は，

q(N)
wL,wR

(1,y|x)

=
1

N !

(
2

wL + wR

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
|n|2

)
×

∑
0≤p1<p2<···<pN

det
1≤j,k≤N

[
xpk

j

]
det

1≤j,k≤N

[
cpk

(nj)n
pk
j

]
×

∑
0≤q1<q2<···<qN

det
1≤j,k≤N

[
yqk

j

]
det

1≤j,k≤N

[
cqk

(nj)n
qk
j

]
=

(
2

wL + wR

)N ∑
n∈NN

exp

(
− π2

2(wL + wR)2
|n|2

)
det

1≤j,k≤N

[
cj−1(nj)ck−1(nj)n

j+k−2
j

]
×

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
∏

1≤j<k≤N

(yk − yj) × {1 + O(|x|, |y|)}, (5.31)

となる．ここでシューア関数展開を行っている．さらに，(5.31)式の行列式の成分は (5.30)

式より，

cj−1(nj)ck−1(nj)

=
(−1)(j+k)/2

4(j − 1)!(k − 1)!

(
π

wL + wR

)j+k−2

(−1)(j+k)/2−2

×
{

exp

(
2iπ

wL

wL + wR

nj

)
+ (−1)j + (−1)k + (−1)j+k exp

(
−2iπ

wL

wL + wR

nj

)}
,

とできる．よって (5.31)式は，

q(N)
wL,wR

(1,y|x)

=
πN2−N i N2+N

2N
(∏N

j=1 Γ(j)
)2 (wL + wR)−N2

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
∏

1≤j<k≤N

(yk − yj)

× det
1≤j,k≤N

[
∞∑

n=−∞

nj+k−2 exp

(
− π2

2(wL + wR)2
n2

){
(−1)j + exp

(
2iπ

wL

wL + wR

n

)}]
×{1 + O(|x|, |y|)}, (5.32)

となり，これを差積の形にすれば (5.4)式を得ることができる．
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