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第1章 Introduction

ここで扱うグラフとは点 (vertex)と辺 (edge)の集合を示す. このグラフの性質
について研究する数学的な学問をグラフ理論と呼ぶ. グラフ理論は、私たちの日
常様々な場所で用いられている. 例えば、携帯電話の基地局の配置、コンピュータ
のデータ構造やアルゴリズム、電気回路などが挙げられる.

図 1.1: グラフの例

ダイマー模型を定式化する際にもグラフ理論を用いることができる. ダイマーと
は、モノマーと呼ばれる分子が２つ重合した形の分子 ( )を意味する. ダイマー
模型は、ダイマーの様々な配置M に関する状態和

Z =
∑
M

e−E(M)

を分配関数とする統計力学的模型である. ここでe−E(M)は重み (Boltzmann weight)

である.

グラフ理論とダイマー模型を結びつける例として正 3角形を並べた図形 (図 1.2)

を考える.
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図 1.2: 3角格子

これに対して正 3角形を 2つ繋いだ菱形を並べるタイル張りを考える. 菱形のタ
イルは図 1.3のように 3種類考えられる.

図 1.3: 3つの菱形

このタイル張りは 3次元空間内で立方体を積み上げたものとして解釈する事が
できる. このような立方体を 3次元空間の (1, 1, 1)方向から見れば図 1.4のように
見える.

図 1.4: (1,1,1)方向から見た立方体

見えている立方体の 3つの面が 3つの菱形となって現れていることになる. この
射影により 3次元空間内に立方体を積み上げたものは平面上の菱形に対応する事
がわかる. さらに 3角形の重心を隣接する 3角形同士で結ぶと図 1.2は 6角格子グ
ラフとなる. そして菱形 1つを 1つのダイマーと見なせば菱形によるタイル張りは
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ダイマーの配置と対応する. 立方体の面に色をつけ、わかりやすくしたのが図 1.5

である.

図 1.5: 3次元空間内での立方体の積み上げの配置と平面上のダイマーの配置の対応

本修士論文は以下の様な構成となる. まず 2章で 2部グラフを考えダイマー模型
を定式化して、正方格子グラフ上での全ての場合における分配関数をKasteleyn行
列を用いて表記する.続く 3章で格子サイズを無限にした時の分配関数Z(a, b;m,n)

の振る舞いとロンキン関数との関係について述べる.
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第2章 有限系でのダイマー模型

2.1 ダイマー模型の定式化
ダイマー模型は以下のように定式化される.

1)頂点が 2つの部分集合 V1,V2に分かれ、辺が V1と V2の間にのみ存在するグラフ
　を 2部グラフという.辺の集合を Eとして 2部グラフをG = (V1, V2, E)と表記
　する.

図 2.1: 2部グラフとしての平方格子

2)各辺 e = (w, b) (w ∈ V1, b ∈ V2)に対して 1個のダイマー ( )を置く.このとき
　の統計力学的重みをW (e)とする.

3)2部グラフG = (V1, V2, E)において端点を共有しないいくつかの辺からなる集合

M = {(w1, b1), (w2, b2), · · · , (wn, bn)},　wi ̸= wj, bi ̸= wj(i ̸= j)

　をマッチングという.マッチングが

{w1, w2, · · · , wn} = V1,　 {b1, b2, · · · , bn} = V2

　の様にグラフ上の全ての点を重複する事なく覆っている場合を完全マッチング
　という.完全マッチングの一例を図 2.2に示した.
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図 2.2: 完全マッチング

Gの完全マッチングM 全体に対して重みW (M)を次式で与える.

W (M) =
∏
e∈M

W (e)

4)分配関数を
Z(G) =

∑
M∈A

W (M)

　と定める.ただしAはGの完全マッチング全体の集合を表す.

これによりダイマーの配置と完全マッチングが対応付けられる.

統計物理学 グラフ理論
Z =

∑
M

e−E(M) Z(G) =
∑
M∈A

W (M)

ダイマーの配置M に関する状態和 完全マッチングM に関する総和

2.2 正方格子グラフの場合
一般的なm× nのサイズの正方格子のグラフを考える.頂点全体の集合 V1 ∪ V2

は

Λ = {1, 2, 3, · · ·m} × {1, 2, 3, · · ·n}

で与えられる. ダイマーを横に置いたときの重みをW ( ) = a, 縦に置いたときの

重みをW ( ) = b とする.

このときm × nの正方格子 Λ上のダイマー模型の分配関数を Z(a, b, ;m,n)とす
ると

Z(a, b;m,n) =
√
det[Kx⃗,y⃗(a, b)]x⃗,y⃗∈Λ (2.1)

となる.
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ここでKx⃗,y⃗(a, b)はKasteleyn行列と呼ばれ x⃗ = (x1, x2),y⃗ = (y1, y2)としたとき

Kx⃗,y⃗(a, b) = aδx1,y1+1δx2,y2 + aδx1,y1−1δx2,y2

+ ibδx1,y1δx2,y2+1 + ibδx1,y1δx2,y2−1 (2.2)

というテンソル積の構造で書ける.ただしグラフの縦軸上のダイマーの重み bには
i =
√
−1(虚数単位)をかけ、横軸上のダイマーの重み aには 1をそれぞれかけて

ある.(図 2.3参照)

図 2.3: 重みを付けた正方格子グラフ

次にKx⃗,y⃗(a, b)の対角化を考える. 固有ベクトル U(x⃗, y⃗)は

U(x⃗, y⃗) =

√
2

m+ 1

√
2

n+ 1
sin

(
x1y1
m+ 1

π
)
sin

(
x2y2
n+ 1

π
)

(2.3)

となるのでKx⃗,y⃗(a, b)の固有値 λ (n⃗)は

(UKU)(n⃗,n⃗′) =
∑
x⃗∈Λ

∑
y⃗∈Λ

U (n⃗, x⃗)Kx⃗,y⃗(a, b)U
(
y⃗, n⃗′

)
=

{
2a cos

(
n1

m+ 1
π
)
+ 2ib cos

(
n2

n+ 1
π
)}

δn⃗,n⃗′

= λ (n⃗)

と求まる.

以上よりN(= m× n)次の正方行列Kx⃗,y⃗(a, b)の行列式は

det[Kx⃗,y⃗(a, b)] =
m∏

n1=1

n∏
n2=1

{
2a cos

(
n1

m+ 1
π
)
+ 2ib cos

(
n2

n+ 1
π
)}

(2.4)

となる.
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したがって分配関数Z(a, b, ;m,n)は

Z(a, b;m,n) =
√
det[Kx⃗,y⃗(a, b)]x⃗,y⃗∈Λ

=

 m∏
n1=1

n∏
n2=1

{
2a cos

(
n1

m+ 1
π
)
+ 2ib cos

(
n2

n+ 1
π
)} 1

2

(2.5)

のように求められる.

2.2.1 mとnの偶奇性

mと nの偶奇性によって分配関数Z(a, b, ;m,n)は以下の様にまとめることがで
きる.

k, l ∈ N として

I. m = 2k − 1 , n = 2l − 1のとき

Z(a, b; 2k − 1, 2l − 1) = 0 (2.6)

II. m = 2k , n = 2l − 1のとき

Z(a, b; 2k, 2l − 1) =
k∏

n1=1

2a cos
(

n1

2k + 1
π
)

×
l−1∏
n2=1

{
4a2 cos2

(
n1

2k + 1
π
)
+ 4b2 cos2

(
n2

2l
π
)}

(2.7)

III. m = 2k − 1 , n = 2lのとき

Z(a, b; 2k − 1, 2l) =
l∏

n2=1

2b cos
(

n2

2l + 1
π
)

×
k−1∏
n1=1

{
4a2 cos2

(
n1

2k
π
)
+ 4b2 cos2

(
n2

2l + 1
π
)}

(2.8)

IV. m = 2k , n = 2lのとき

Z(a, b; 2k, 2l) =
m∏

n1=1

n∏
n2=1

{
4a2 cos2

(
n1

2k + 1
π
)
+ 4b2 cos2

(
n2

2l + 1
π
)}

(2.9)

このように、平方格子上で有限系の全ての場合において分配関数を求めることが
できた.
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2.2.2 a = b = 1の場合

分配関数 Z(a, b, ;m,n)において特別に a = b = 1とすると Z(1, 1;m,n)は完全
マッチングの総数を表すことになる.

例) m = 4 , n = 3 のとき

Z(1, 1; 4, 3) =
2∏

n1=1

2 cos
(
n1

5
π
){

4 cos2
(
n1

5
π
)
+ 4 cos2

(
1

4
π
)}

= 11

表式 (2.7)に従って計算すると完全マッチングの総数は 11となる.それを全て書き
下したのが図 2.4である.
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図 2.4: 4× 3のときの完全マッチング

これより確かに a = b = 1のとき、分配関数Z(1, 1;m,n)は完全マッチングの総
数を表していることがわかる.
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第3章 無限系でのダイマー模型

2章では有限系でのダイマーを模型を扱った.この章では格子サイズを無限にし
た時の分配関数の振る舞いを考える.

3.1 ダイマー模型の定式化
2章で得られた分配関数から熱力学極限におけるダイマー 1つあたりの自由エネ
ルギー

F = − lim
m,n→∞

logZ(a, b;m,n)

mn

を求める.

I. m = 2k − 1 , n = 2l − 1のとき
分配関数 Z(a, b; 2k − 1, 2l − 1) = 0となるため自由エネルギーはこの場合は
考えない.

II. m = 2k , n = 2l − 1のとき

F = − lim
2k,2l−1→∞

logZ(a, b; 2k, 2l − 1)

2k(2l − 1)

= − lim
2k,2l−1→∞

1

2k(2l − 1)
log

 k∏
n1=1

2a cos
(

n1

2k + 1
π
)

　　　　　　　　　　　×
l−1∏
n2=1

{
4a2 cos2

(
n1

2k + 1
π
)
+ 4b2 cos2

(
n2

2l
π
)}

= − lim
2k,2l−1→∞

1

2k(2l − 1)

 k∑
n1=1

log
{
2a cos

(
n1

2k + 1
π
)}

　　　　　　+
k∑

n1=1

l−1∑
n2=1

log
{
4a2 cos2

(
n1

2k + 1
π
)
+ 4b2 cos2

(
n2

2l
π
)}
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= − lim
2l−1→∞

1

(2l − 1)π

∫ π
2

0
log (2a cos θ) dθ

　　　　　　　　　− 1

π2

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
= − 1

π2

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
= − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
(3.1)

III. m = 2k − 1 , n = 2lのとき

F = − lim
2k−1,2l→∞

logZ(a, b; 2k − 1, 2l)

(2k − 1)2l

= − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
(3.2)

IV. m = 2k , n = 2lのとき

F = − lim
2k,2l→∞

logZ(a, b; 2k, 2l)

4kl

= − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
(3.3)

以上より、m = 2k − 1 , n = 2l − 1のとき以外のダイマー 1つあたりの自由エネ
ルギーは熱力学的極限ではすべて等しくなることがわかる.

ダイマー 1つあたりの自由エネルギー F は

F = − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

(
4a2 cos2 θ + 4b2 cos2 ϕ

)
= − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

{
a2

(
eiθ + e−iθ

)2
+ b2

(
eiϕ + e−iϕ

)2}
= − 1

4π2

∫ π

0
dθ

∫ π

0
dϕ log

{
a2

(
e2iθ + e−2iθ + 2

)
+ b2

(
e2iϕ + e−2iϕ + 2

)}
(3.4)

とも変形する事が出来る.z = e2iθ, w = e2iϕとおくと

dθ =
1

2iz
dz, dϕ =

1

2iw
dw

F = −1

4

∮
|z|=1

1

2πiz
dz

∮
|w|=1

1

2πiw
dw log

{
a2

(
z +

1

z
+ 2

)
+ b2

(
w +

1

w
+ 2

)}
= −1

4

∮
|z|=1

1

2πiz
dz

∮
|w|=1

1

2πiw
dw log |P (z, w)| (3.5)
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これは、ロンキン関数

R(x, y) =
∮
|z|=1

dz

2πiz

∮
|w|=1

dw

2πiw
log |P (exz, eyw)| (3.6)

の特殊値R(0, 0)として与えられている.

3.2 トロピカル幾何学
最後に、ロンキン関数が登場する背景にあるトロピカル幾何学について述べる.

トロピカル幾何学とは区分的に線形な幾何学的対象を扱う数学であり、演算も
通常の加法、乗法とは異なるマックス-プラス代数というものを用いる.

3.2.1 マックス-プラス代数

マックス-プラス代数系において、通常の和がmax、通常の積が和として与えら
れる.

(max,+) (+,×)
max(a, b), a+ b a+ b, a× b

単位元と逆元について考える.

i. 乗法→ +

単位元:0

逆元 : A+B = 0←→ B = −A

ii. 加法→ max

単位元:−∞
逆元:定義されない

3.2.2 超離散化

a+ b = c (3.7)
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という方程式を考える.これに対して a = eA/ϵ, b = eB/ϵ, c = eC/ϵという変数変
換をする.(ただし a, b, c ∈ N)

変換を代入すると

eA/ϵ + eB/ϵ = eC/ϵ (3.8)

となる.両辺の ϵ logをとると

ϵ log
(
eA/ϵ + eB/ϵ

)
= C (3.9)

さらに ϵ→ +0の極限をとると

max(A,B) = C (3.10)

が得られる.

まとめると

a+ b = c←→ ϵ log
(
eA/ϵ + eB/ϵ

)
= C −→ max(A,B) = C (3.11)

となる.

積についても同様のことを行うと

a× b = c←→ ϵ log
(
eA/ϵ × eB/ϵ

)
= C −→ A+B = C (3.12)

が得られる.

以上より、マックス-プラス代数系とは通常の代数系の対数写像をとったものとな
ることがわかる.

またこれらより、四則演算で構成された方程式の変数に eA/ϵ という変形を行い
ϵ→ +0の極限をとりマックス-プラスの方程式を得ることができる.この変換手続
きを超離散化と呼ぶ.

こういった中に登場するのがロンキン関数

R(x, y) =
∮
|z|=1

dz

2πiz

∮
|w|=1

dw

2πiw
log |P (exz, eyw)|

である.
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