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第1章 はじめに

二次元のランダムな曲線の例として, 通常のランダムウォーク (random

walk : RW), ループ除去ランダムウォーク (loop-erased random walk :

LERW), 自己回避ランダムウォーク（self-avoiding walk : SAW）が平面
上に描く軌跡が挙げられる.これらの曲線はフラクタル曲線であり, 数理
物理として興味深い. またそれだけではなく RW, SAWは高分子物理学
においては, RWはガウス鎖, SAWは排除体積鎖と呼ばれ, エントロピー
の計算やシミュレーションなどで用いられている [17].

また浸透模型 (percolation)や磁性体の模型（Ising model）などの統計力
学モデルを平面上で考えると, 臨界状態において, 二つの状態の境界線が
生じる.この境界線も同じくフラクタル曲線であり, この曲線を解析する
ことで, 臨界状態の系が持つ性質が調べられている.

臨界状態とは, 系が相転移する温度 (臨界温度)に達した状態のことであ
る. この際に不連続な変化が生じることがあり, これを二次転移または
臨界現象と呼ぶ. 臨界現象が起こることにより, 系の性質が劇的に変わる
ため, 非常に興味深い研究対象である. 臨界現象の例として, 磁性体では,

キュリー温度において比熱の発散や磁化率の発散などが起こる興味深い
性質を持つことが知られている [5].

さらに非平衡統計力学モデルである砂山モデル (Abelian sandpile model)

や森林火災模型などにも, フラクタル曲線が現れる. 統計物理学では, 曲
線を調べることが重要な意味を持つ.

それらのランダムに生成される曲線は, 一見, 関連がないように思えるが,

それらの界面の連続極限が Schramm Loewner Evolution(SLE)によって
表されることが近年分かってきた. SLEは 2000年に数学者 Schrammに
よって導入された共形写像 (等角写像)の確率過程である [19]. この SLE

は, Bauer, Bernadの研究により, 複素平面上での共形共変性を持つ場の
理論である共形場理論 (conformal field theory : CFT)との関連が知られ
ている [8–14].

本研究では, Schramm Loewner方程式に対して, Schippersによって導入さ
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れたべき行列法を適用し, 新たな表現を得ることを目的とした. その結果,

今まで計算によって明らかな形が与えられていなかった Bauer, Bernard

の形式的Virasoro群の生成子が自然な導出で表れるをことを報告する. 本
論文では, 2章で Schramm Loewner方程式, 3章でべき行列法, そして 4

章でBauer, Bernardの成果を述べる. この三つの章を踏まえ, 5章で確率
解析の基礎となる伊藤の公式をべき行列に適用することで, SLEのべき行
列表現を得たこと示す. 最後に, この結果より推測できるいくつかの事柄
を 6章で述べる.
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第2章 Schramm Loewner方
程式

　ここでは, Schrammにより導入された共形写像の確率過程の連続極
限である Scharamm Loewner Evolutionを記述する Schramm Loewner方
程式について記述する. この方程式は Stochastic Loewner方程式と呼ば
れることもある.

2.1 Loewner 方程式
複素上半平面をHと表す.この領域Hにおいて, 実軸上の一点から発展
していく曲線の時刻 tでの先端を時間 t ∈ (0,∞)を用いて, γtと表し, そ
の曲線全体を γ(0,t]と表す. ただし, 曲線は自分自身と交わらないとする.

また領域Hにおいて曲線 γ(0,t]を除いた領域をH \ /γ(0, t]と表す.

　この領域H \ /γ(0,t]をHに移す共形写像（等角写像）を考え, gt(z), z ∈ C
と表す。この共形写像の存在は, リーマンの写像定理によって, 保障され
ている. そして, この写像に流体力学的正規化条件 (hydrodynamic nor-

malization)を用いることで

lim
z→∞

[gt(z) − z] = 0 (2.1)

と一意に与えられる. また,この写像は, Schwartzの鏡像原理及び, Möbius

変換を用いることで

gt(z) = z +
1∑

n=−∞

an+1(t)

zn
, a2(t) ∈ R, (2.2)

と表すことができる. この a2(t)は, 領域 H \ /γ(0,t]を特徴付ける量であ
り, 上半平面容量 (H − capcity)という。これらの条件とともに gt(z)は,

Loewner方程式
∂

∂t
gt(z) =

1

gt(z) − Ut

da2(t)

dt
, (2.3)
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に従う. ここで, Utは駆動関数と呼ばれる連続関数である. 通常は, a2(t) = 2t

とパラメトライズする.

2.2 Schramm Loewner方程式
2.1で得た Loewner方程式の駆動関数に一次元標準ブラウン運動Btを
入れたものを考える. つまり

∂

∂t
gt(z) =

2

gt(z) − Ut

, Ut =
√

κBt, gt=0 = z, (2.4)

という方程式である.この方程式を Schramm Loewner方程式という. こ
こで κ > 0は, ブラウン運動の拡散係数である. このパラメータ κによっ
て, SLEは特徴付けられるため, SLEのことを SLEκと書くこともある.

2.3 SLEκの性質
SLEκによって描かれる曲線 γは, κの値により, 三つの相に分かれるこ
とが知られている [14].

(a) 0 < κ ≤ 4のとき, 曲線 γは自分自身と接しない単純曲線
(b) 4 < κ < 8のとき, 曲線 γは自分自身や実軸と接し, 発展する曲線
(c) 8 ≤ κのとき, 曲線 γは上半平面Hを埋め尽くす曲線

図 2.1: SLEの相は κによって変わる

κが特別な場合には, いくつかの代表的なmodelの連続極限と対応する
ことが知られている.
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(1)　 κ = 2 　　⇐⇒ ループ除去ランダムウォーク
(2)　 κ = 8

3
　　⇐⇒ 自己回避ウォーク

(3)　 κ = 3 　　⇐⇒ 臨界イジング界面模型
(4)　 κ = 16

3
　 ⇐⇒ 臨界イジング模型

(5)　 κ = 8 　　⇐⇒ uniform spanning tree

2.4 SLEの種類
今回, 定義した SLEは chordal SLEと呼ばれる. chordal SLEの他には,

定義された領域ごとに, 次の SLEが知られている.

(α) radial SLE

単位円盤上の一点から原点に伸びる曲線を単位円盤に写す SLE

(β) whole plane SLE

無限遠点から原点に伸びる曲線を無限遠点に戻す SLE
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第3章 べき行列法

ここでは, Schippersが導入したべき行列法について説明する [20, 21].

3.1 べき行列
まずべき行列の元になるべき級数の含まれる一般化空間を次のように
定義する.

Cp [1/z] =

{
p∑

m=−∞

amzm : am ∈ C, ap ̸= 0

}
.

この空間に属する f ∈ Cp[1/z]という関数 f(z)は, p次の極を持っている.

また, 空間 f ∈ Cp[1/z]を集めて作る f ∈ C≤p[1/z] =
∪p

k=−∞ Ck[1/z]は,

ベクトル空間を成す.

　関数 f ∈ Cp[1/z]について, 無限遠点周りでローラン展開を行う.

f(z) =

p∑
m=−∞

[f ]1mzm.

このとき, 関数 ft(z)の zのm乗の係数を [f ]1mと定めた. さらに, この関
数 ft(z)の n乗を考え, 同様にローラン展開を行う.

(f(z))n =

np∑
m=−∞

[f ]nmzm.

ここでは, 関数 (ft(z))nの zのm乗の係数を [f ]nmと定める. このように
して, 得た係数 [f ]nmを (n,m)成分に持つ無限行列を, べき行列は呼ぶ. ま
た, この行列はMp(∞) = {[f ] : [f ] ∈ C[1/z]} という空間に属するとする.

このように書き表せることから写像 f 7→ [f ]があると考えられる. 以下で
は, 特に p = 1の場合についてM(∞) = M1(∞)とする.
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3.2 べき行列の積
次にここで導入したべき級数とべき行列について演算についての関係
を見る. 関数 f, g ∈ C1[1/z]に対して, この合成写像 f ◦ gの n乗を計算を
すると

(f ◦ g)n(z) =
n∑

l=−∞

[f ]nl (g(z))l,

=
n∑

l=−∞

[f ]nl

l∑
m=−∞

[g]lmzm,

=
n∑

l=−∞

n∑
m=−∞

[f ]nl [g]lmzm,

となる.ここで, 和を取り変えると

(f ◦ g)n(z) =
n∑

l=−∞

(
n∑

m=l

[f ]nl [g]lm

)
zm, (3.1)

となる. よって, べき行列では

[f ◦ g] = [f ][g], (3.2)

という計算が成り立つことが分かり, また計算がM(∞)に閉じているこ
とが分かる. さらに, 写像 f 7→ [f ]は, べき級数での合成写像の計算とべ
き行列の積が対応し,群作用を保つことが分かる. よって, f 7→ [f ]という
群の準同型写像である.

また, べき級数の計算から, べき行列の成分での演算を見ると

[f ◦ g]nm =
n∑

l=m

[f ]nl [g]lm, (3.3)

となり, べき行列の積の n,m成分は, (n − m + 1) × (n − m + 1)の大き
さの行列の積を行うことで得られる. ここで積を考える際に表れた有限
の行列を principal block と呼ぶ.
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3.3 べき行列の微分
パラメータ tに依存する関数 Ftを考える.

Ft(z) = z + th(z) + o(t). (3.4)

このとき, h ∈ C≤1[1/z]とする. この関数の n乗を考えると

(Ft(z))n = (z + th(z) + o(t))n,

= zn + nth(z)zn−1 + o(t)

なり, この (Ft(z))nを tで微分する.

d

dt
(Ft(z))n

∣∣∣∣
t=0

= nh(z)zn−1,

=
1∑

l=−∞

n[h]1l z
n+l−1.

このとき
⟨h⟩nm = n[h]1m−n+1, (3.5)

と定めると
d

dt
(Ft(z))n

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

m=−∞

⟨h⟩nmzn+m−1, (3.6)

となる.そして, この ⟨h⟩は,

m(∞) = {⟨h⟩ : h ∈ C≤1[1/z]}, (3.7)

という空間に属するものとする.

このべき行列 ⟨h⟩の指数関数は, べき行列の微分方程式の解として表れ
るため, べき行列法での重要な役割を持つ. 関数 h ∈ C≤1に対して, べき
行列の指数関数 exp ⟨h⟩は次のように与えられる.

exp ⟨h⟩ =
∞∑

n=0

1

n!
⟨h⟩n. (3.8)

べき行列の成分の演算が principal blockの積で収まることから, このべき
行列の指数関数の存在が保障される. また, この指数関数は以下の性質を

9



持つ.

(1)

exp t⟨h⟩ exp s⟨h⟩ = exp (t + s)⟨h⟩. (3.9)

(2)
d

dt
exp t⟨h⟩ = ⟨h⟩ exp t⟨h⟩ = exp t⟨h⟩⟨h⟩. (3.10)

3.4 べき行列の微分方程式
ここでは, 常微分形式 Loewner 方程式についてべき行列を適用するこ
とで, 得られるべき行列の微分方程式について説明する.

　常微分形式 Loewner方程式は, 次のように定義される.

定義 3.4.1. 関数ft ∈ C1[1/z], t ≥ 0に対して,関数h(z) = −zp(z) ∈ C≤1[1/z]

が存在するとき
∂ft(z)

∂t
= h ◦ ft(z), (3.11)

を常微分形式 Leowner 方程式という. ここで, p(z)は,

p(z) =
0∑

n=−∞

pnzn, p0 = 1, (3.12)

というべき級数である.

ここで定義されたLoewner方程式に対して, べき行列法を適用する. ま
ず, ft(z)の n乗を tで微分すると

∂(ft(z))n

∂t
= n(ft(z))n−1∂ft(z)

∂t
, (3.13)

となり, この左辺についてべき行列で表現すると

∂(ft(z))n

∂t
=

n∑
m=−∞

∂

∂t
[ft]

n
mzm, (3.14)
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となる.次に右辺をべき行列で表す.

n(ft(z))n−1∂ft(z)

∂t
= n(ft(z))n−1

r∑
r=−∞

[h]1r(ft(z))r,

= n
1∑

r=−∞

[h]1r(ft(z))n+r−1,

= n
1∑

r=−∞

n+r−1∑
m=−∞

[h]1r[ft]
n+r−1
m zm.

ここで, l = n + r − 1とすることで

n(ft(z))n−1∂ft(z)

∂t
=

n∑
l=−∞

l∑
m=−∞

n[h]1l−n+1[ft]
l
mzm,

=
n∑

m=−∞

n∑
l=m

⟨h⟩nl [ft]
l
mzm, (3.15)

となる.よってべき行列の微分方程式は

∂

∂t
[ft] = ⟨h⟩[ft], (3.16)

となる.この解は, 前の節でも述べた通り, 一般に指数関数の形で書かれ

[ft] = exp t⟨h⟩, (3.17)

と与えられる.

3.5 行列 ⟨zk+1⟩の性質
ここで, ⟨zk+1⟩という行列を以下で定義する. これは, ⟨h⟩で定義した括
弧 ⟨⟩の定義を, zの k + 1乗に対して適用したものである. よって, ⟨zk+1⟩
の成分は

⟨zk+1⟩nm = nδn,m−k, n, m ∈ Z, (3.18)

と与えられる. この ⟨zk+1⟩は以下のWitt代数を満たす.

[⟨zn+1⟩, ⟨zm+1⟩] = (n − m)⟨zn+m+1⟩. (3.19)
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この行列には以下の性質がある.

(⟨zk+1⟩2)n
m =

∑
l

⟨zk+1⟩nl ⟨zk+1⟩lm

=
∑

l

nlδn,l−kδl,m−k,

= n(m − k)δn,m−2k,

= (n + k)⟨z2k+1⟩nm.
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第4章 共形場理論とSLEの関係

ここではBauer, Bernardによって示された共形場理論との関係を紹介
する. Bauer, Bernardによると, SLEと共形場理論の関係は, 以下のよう
な群を定義することにより, 対応が得ることができる. [8–14]

4.1 Bauer, Bernardの研究
定義 4.1.1. 形式的 Virasoro群 V ir−に属する FGt ∈ V ir−は, Schramm

Loewner方程式を満たす共形写像 gtに対して, Gt(z) = gt − Utと定めた
GtとVirasoro代数 Lk(k ≤ 0)を用いることで, 次の関係を満たすように
定義される.

(FGt)
−1dFGt = dt

(
−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2
)

+
√

κL−1dBt. (4.1)

ただし, Virasoro代数の元 Lkは,

Lk = −zk ∂

∂z
, k ∈ Z, (4.2)

とする.

この定義の際に得ることが出来る関係を次のように書きなおす.

dFGt = FGt

(
dt(−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2) +
√

κL−1dBt

)
. (4.3)

この式を最高重み表現での最高重みベクトル |ω⟩に作用させると

dFGt|ω⟩ = FGt

(
dt(−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2) +
√

κL−1dBt

)
|ω⟩, (4.4)

となる.ここで期待値をとると,ブラウン運動のマルチンゲール性より

E [dFGt |ω⟩] = E
[
FGt

(
dt(−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2)
)
|ω⟩
]
, (4.5)
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となる. この式を時間で微分すると

d

dt
E [FGt|ω⟩] =

d

dt
E
[
FGt

(
dt(−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2)
)
|ω⟩
]
, (4.6)

という関係式が得られる. 最高重み表現でのベクトル |ω⟩と, レベル２ま
で退化した表現での特異ベクトル |χ⟩には

|χ⟩ =
(
−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2
)
|ω⟩ = 0, (4.7)

という関係があるので

d

dt
E
[
FGt

(
dt(−2L−2 +

κ

2
(L−1)

2)
)
|ω⟩
]

= 0, (4.8)

となりレベル２の退化表現が SLEのマルチンゲールを与えることが分か
る [8–14,23].
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第5章 研究結果

5.1 SLEへのべき行列法の適用
べき行列法を SLEに適用する方法を示す. まず, SLEの方程式に対し
て以下の変更を行う.

Gt(z) = gt(z) −
√

κBt. (5.1)

この変更により, SLEの確率微分方程式は,

dGt =
2

Gt

dt −
√

κdBt, (5.2)

となる. このとき, 時間 tによる偏微分と, 一次元標準ブラウン運動Btを
通常の変数としたときの偏微分を考えると

∂

∂t
Gt(z) =

2

Gt

,
∂Gt(z)

∂x

∣∣∣∣
x=Bt

= −
√

κ, (5.3)

となる. 次にGt(z)のべき行列を考える. まずGt(z)の一乗について

Gt(z) =
1∑

m=−∞

[Gt]
1
mzm, [Gt]

1
1 = 1, [Gt]

1
0 = −

√
κt, [Gt]

1
−1 = 2t,

(5.4)

となる.さらに, ht(z)のm乗は

(Gt(z))n =
n∑

m=−∞

[Gt]
n
mzm, (5.5)

となる.このべき行列 [Gt]の初期条件はGt=0(z) = zより

[Gt=0] = I (5.6)
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である.(このとき, Iは単位行列とした)

このように定義したべき行列 [Gt]の成分に対する伊藤の公式を導くため
にべき級数Gtの n乗について, 伊藤の公式を計算する [6].

d(Gt(z))n =
∂(Gt(z))n

∂t

∣∣∣∣
x=Bt

dt +
∂(Gt(z))n

∂Bt

∣∣∣∣
x=Bt

dBt +
1

2

∂2(Gt(z))n

∂Bt
2

∣∣∣∣
x=Bt

(dBt)
2,

= 2n(Gt(z))n−2dt − n
√

κ(Gt(z))n−1dBt +
n(n − 1)

2
(Gt(z))n−2κdt,

=

{
2n +

n(n − 1)

2
κ

}
(Gt(z))n−2dt − n

√
κ(Gt(z))n−1dBt. (5.7)

この伊藤の公式に対して、べき行列法を適用すると

d

n∑
m=−∞

[Gt]
n
mzm =

n−2∑
m=−∞

{
2n +

n(n − 1)

2
κ

}
[Gt]

n−2
m zmdt

−
n−1∑

m=−∞

n
√

κ[Gt]
n−1
m zmdBt,

=
n−1∑

m=−∞

({
2n +

n(n − 1)

2
κ

}
[Gt]

n−2
m dt − n

√
κ[Gt]

n−1
m zmdBt

)
zm,

(5.8)

となる.ただし, [Gt]
n
m = 0, (n < m)を用いた. よって, べき行列の成分に

対しての伊藤の公式は

d[Gt]
n
m =

{
2n +

n(n − 1)

2
κ

}
[Gt]

n−2
m dt − n

√
κ[Gt]

n−1
m dBt, (5.9)

となる。この式を整理すると,

d[Gt]
n
m =

∑
l

{
2n +

n(n − 1)

2
κ

}
δn,l+2[Gt]

l
mdt − n

√
κδn,l+1[Gt]

l
mdBt,

(5.10)

と書き直すことができる.

ここで, 行列 ⟨zk+1⟩を用いると

d[Gt]
n
m =

∑
l

{
2⟨z−1⟩nl +

κ

2
(⟨z−0⟩2)n

l

}
[Gt]

l
m −

√
κ⟨z0⟩nl [ht]

l
mdBt, (5.11)

となる.このことより, べき行列の伊藤の公式は

d[Gt] =
({

2⟨z−1⟩ +
κ

2
⟨z0⟩2

}
dt −

√
κ⟨z0⟩dBt

)
[Gt], (5.12)

となる。
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5.2 後進SLEへのべき行列法の適用
Schramm Loewner方程式を満たす写像 gtに対して, ft = g−1

t という逆
写像を考える. この逆写像 ftに gt(z)を代入して時間微分を行うと

∂

∂t
ft(gt(z)) =

∂gt(z)

∂t

∂ft(gt(z))

∂(gt(z)
,

=
2

gt(z) − Ut

∂ft(gt(z))

∂(gt(z))

となり, gt(z) = zとすると

∂

∂t
ft(z) =

2

z − Ut

∂ft(z)

∂z
(5.13)

となる. この逆写像の持つ分布は,

g−t(z)
d
= ft(z +

√
κBt) −

√
κBt (5.14)

となり, この確率分布の関係より, 負時間での SLEの振る舞いが分かる
[2]. さらに gt,−(z) ≡ g−t(z), t ≥ 0と置き, Schramm Loewner方程式が負
の方向に時間が進むように拡張する. この負の時間発展をする Schramm

Loewner方程式を,後進Schramm Loewner方程式といい,この方程式に従
う確率過程を後進 SLEという. よって, 以下では, 後進 Schramm Loewner

方程式の形を求める.

∂

∂t
gt,−(z) = − ∂

∂t
g−t(z)

= − 2

gt,−(z) −
√

κBt

, (5.15)

となる.この際に負の方向に時間が進むブラウン運動を以下のように定義
する.

定義 5.2.1. 時間が正の方向に発展するブラウン運動Bt, t ≥ 0に対し, 時
間が負の方向に発展する

B̃t = B−t, t ≥ 0, (5.16)

という負の時間発展をするブラウン運動を考え, このふたつを合わせて
two-sidedブラウン運動と呼ぶ.
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ここで, 定義されたブラウン運動の分布は, t ≥ 0に対して

B−t
d
= Bt

d
= −Bt, (5.17)

という関係があり, この間でブラウン運動を取り変えても確率分布に変化
はない.よって, この関係を使って式を整理すると

∂

∂t
gt,−(z) = − 2

gt,−(z) +
√

κBt

, t ≥ 0, (5.18)

となる. この方程式から

Gt,−(z) = gt,−(z) +
√

κBt (5.19)

とし, このGt,−に対する確率微分方程式を求めると

dGt,− = − 2

Gt,−
dt +

√
κBt (5.20)

となる.このとき, 初期条件は

[Gt=0,−] = I (5.21)

である. この確率微分方程式にべき行列法を適用し, 計算を行うと

d[Gt,−] =
{(

−2⟨z−1⟩ +
κ

2
⟨z0⟩2

)
dt +

√
κ⟨z0⟩dBt

}
[Gt,−], t ≥ 0, (5.22)

という伊藤の公式が得られる. この [Gt,−]の満たす伊藤の公式は, Bauer

とBernardによって定義された形式的Virasoro群の生成子と一致する.

5.3 time-ordered exponential

ここでは, 場の理論などで用いられる time-ordered exponential にブ
ラウン運動を含めたものを説明する. ここでは, この +の添え字を付け
ることで time-ordered であることを表す. まず ⟨h1⟩, ⟨h2⟩ ∈ m1(∞) とい
う行列と, α, β ∈ Rという定数を考える. この行列 ⟨h1⟩, ⟨h2⟩とパラメー
タ t ≥ 0を用いて, 以下で Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t)という量を考える. 自然数
m ∈ N = {1, 2, 3, . . . }に対して

Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t)

≡
(

α⟨h1⟩
∫ t

0

dBtm + β⟨h2⟩
∫ t

0

dtm

)(
α⟨h1⟩

∫ tm

0

dBtm−1 + β⟨h2⟩
∫ tm

0

dtm−1

)
× · · · ×

(
α⟨h1⟩

∫ t2

0

dBt1 + β⟨h2⟩
∫ t2

0

dt1

)
, (5.23)
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という行列を係数とする積分の積を定義する. ただし, Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t) ∈ m1(∞),

m ∈ Nであり, I0(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t) ≡ 1とした. この Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t)は

dIm(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t) = (α⟨h1⟩dBt +β⟨h2⟩dt)Im−1(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t), (5.24)

という関係にある. そして, time-ordered exponetialは

exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′ + β⟨h2⟩
∫ t

0

dt′
)

+

≡
∞∑

m=0

Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t), (5.25)

と定義される. この定義から

d exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′ + β⟨h2⟩
∫ t

0

dt′
)

+

= (α⟨h1⟩dBt + β⟨h2⟩dt) exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′ + β⟨h2⟩
∫ t

0

dt′
)

+

, t ≥ 0,

(5.26)

という確率微分方程式を満たす.

Remark 1.

(1)　 α = 0の場合
時間部分のみが残るため

Im(0, β⟨h2⟩; t) = βm⟨h2⟩mtm/m!,m ∈ N, (5.27)

となるので

exp

(
β⟨h2⟩

∫ t

0

dt′
)

+

= exp(βt⟨h2⟩), (5.28)

となる.

(2)　 β = 0の場合
この場合は, ブラウン運動による積分の部分だけが残り

Im(α⟨h1⟩, 0; t) = αm⟨h1⟩m
∫ t

0

dBtm

∫ tm

0

dBtm−1 · · ·
∫ t2

0

dBt1 ,m ∈ N,

(5.29)

となる.このとき, 多重伊藤積分の公式より

αm⟨h1⟩m
∫ t

0

dBtm

∫ tm

0

dBtm−1 · · ·
∫ t2

0

dBt1 = αm⟨h1⟩m
1

m!
Hm(Bt, t),

(5.30)
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と表すことができる [18]. ここで, Hm(Bt, t)はパラメータ付きのエルミー
ト多項式であり

Hm(x, y) ≡ ∂m

∂ξm
exp

(
ξx − 1

2
ξ2y

)∣∣∣∣
ξ=0

, m ∈ N, x, y ∈ R, (5.31)

という公式で与えられる. この公式で z =
√

y(ξ − x
y
)と変数を変えると

H(x, y) = y
m
2 Hm(z) = (−1)my

m
2 ez2/2 dm

dzm
e−z2/2, (5.32)

となり,通常のエルミート多項式Hm(z)で表すことができる. ここでβ = 0

の場合の time-ordered exponentialは

exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′

)
+

= exp

(
α⟨h1⟩Bt −

α2

2
⟨h1⟩2t

)
, (5.33)

となる. よって, β = 0の場合の伊藤の公式は

d exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′

)
+

= α⟨h1⟩ exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′

)
+

dBt, (5.34)

となる.

また, β = 0の場合の time-ordered exponentialはマルチンゲールであり,

期待値をとると

E

[
exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′

)
+

]
= exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′

)
+

∣∣∣∣
t=0

= 1, 0 ≤ ∀t ≤ T < ∞,

(5.35)

という性質がある.

以下で, この time-ordered exponetialを用いて [Gt,−]の解を表す. (5.22)

の形を見ると, 伊藤の公式より{(
−2⟨z−1⟩ +

κ

2
⟨z0⟩2

)
dt +

√
κ⟨z0⟩dBt

}
,

が出てくることになる.この関係を満たすのは time-ordered exponential

であるため, [Gt,−]の解は

[Gt,−] = exp

(√
κ⟨z0⟩

∫ t

0

dBt′ +
{
−2⟨z−1⟩ +

κ

2
⟨z0⟩2

}∫ t

0

dt′
)

+

, t ≥ 0,

(5.36)

と与えられる.これにより, 形式的 Virasoro群の形が明らかになった.以
上の結果を定理とする.
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定理 5.3.1. 初期条件 [Gt=0,−] = Iである

d[Gt,−] =
{(

−2⟨z−1⟩ +
κ

2
⟨z0⟩2

)
dt +

√
κ⟨z0⟩dBt

}
[Gt,−], t ≥ 0,

(5.37)

の解は

[Gt,−] = exp

(√
κ⟨z0⟩

∫ t

0

dBt′ +
{
−2⟨z−1⟩ +

κ

2
⟨z0⟩2

}∫ t

0

dt′
)

+

, t ≥ 0,

(5.38)

で与えられる.

Remark 2. ホワイトノイズ Wt = dBt

dt
を用いて揃える方法を以下

で示す. ここでは, time-ordered であることを T を用いて表す. この
Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t)は時間の積分範囲を揃えることで

Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t)

=
1

m!

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBtm + β⟨h2⟩
∫ t

0

dtm

)(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBtm−1 + β⟨h2⟩
∫ t

0

dtm−1

)
× · · · ×

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt1 + β⟨h2⟩
∫ t

0

dt1

)
, (5.39)

=
1

m!

∫ t

0

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

dtmdtm−1 · dt1T

[
dBtm

dtm
· · ·

dBtm−1

dtm−1

dBt1

dt1

]
, (5.40)

となるため, time-ordered exponetial の定義から

T

{
exp

(
α⟨h1⟩

∫ t

0

dBt′ + β⟨h2⟩
∫ t

0

dt′
)}

≡
∞∑

m=0

Im(α⟨h1⟩, β⟨h2⟩; t),

(5.41)

とすることができる [15, 22].
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第6章 今後の展望

6.1 様々なSLEへの応用
　今回紹介した chordal SLEの他に radial SLE, whole plane SLEなど
境界の形を変化させた様々な SLEが存在する [8–14]. 今回, 発見したべき
行列表現はその他の SLEに対しても有効な手段であると考えられ, さら
なる研究が期待される.

6.2 確率過程との繋がり
　今回得ることができた SLEのべき行列表現は

[Gt,−] = exp

(√
κ⟨z0⟩

∫ t

0

dBt′ +
{
−2⟨z−1⟩ +

κ

2
⟨z0⟩2

}∫ t

0

dt′
)

+

, t ≥ 0,

(6.1)

である.無限次元列ベクトル

|z⟩ =



...

z−2

z−1

1

z

z2

...


, (6.2)

を考え, |z⟩に [Gt,−]を左から作用させる.

[Gt,−]|z⟩ = exp

(√
κ⟨z0⟩

∫ t

0

dBt′ +
{
−2⟨z−1⟩ +

κ

2
⟨z0⟩2

}∫ t

0

dt′
)

+

|z⟩,

≡ |Gt,−⟩. (6.3)
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これを考えることで

|Gt,−⟩ =



...

Gt,−
−2

Gt,−
−1

1

Gt,−

Gt,−
2

...


, (6.4)

という無限次元列ベクトルを与えることができる.このベクトルから確率
過程におけるHeisenberg表現を与えることができると考えられる.

6.3 共形場理論との繋がり
　べき行列法により得た結果から, 最高重みベクトルや SLEの局所性
などを用いることで, 中心電荷と共形次元の関係が出てくることが期待さ
れる. またパラメータの関係だけに留まらず, 相関関数の計算やCardyの
公式など, さらなる共形場理論との関係が期待される. [8–14].
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