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論文のあらまし

q-拡張とは，qという一つのパラメタを 1にした極限で古典論を包含するような，古典論の非自

明な拡張を考える理論である．この論文では，ランダム行列理論で有名なガウス・ユニタリー・

アンサンブルの固有値点過程の q-拡張である，Stieltjes-Wigert アンサンブルと呼ばれる行列式

点過程から導かれる無限粒子極限について考える．適切なスケーリング極限をとることにより，

三角関数の q-拡張であるヤコビ・テータ関数，およびエアリー関数の q-拡張であるラマヌジャン

関数と呼ばれる q-級数によって記述される行列式点過程が導出される．前者は Stieltjes-Wigert

アンサンブルに対するバルク・スケーリング極限であり，後者はエッジ・スケーリング極限に

なっている．さらに，それらから qを 1にした極限で古典的なサイン行列式点過程およびエア

リー行列式点過程が導出されることを示す．
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1

第1章 はじめに

次の分布によって与えられるランダムな N × N エルミート行列 H の統計集団（アンサンブ

ル）を考える：

P (dH) ∝ e−Tr(H2)
N∏
j=1

dHjj

∏
1≤j<k≤N

dℜHjkdℑHjk

=
N∏
j=1

e−H2
jjdHjj

∏
1≤j<k≤N

e−2|Hjk|2dℜHjkdℑHjk. (1.0.1)

ここでN ∈ {2, 3, . . .}とする. (1.0.1)は，合計 N2 個あるエルミート行列Hの独立な実数成分

のうち，実数である対角成分は分散 1/2，平均 0 のガウス分布で，上三角成分の実部および虚

部は共に分散 1/4，平均 0 のガウス分布で，それぞれ互いに独立に分布しているようなランダ

ム・エルミート行列を考えることに同じであることを示している．このようなランダム行列ア

ンサンブルは，ガウシアン・ユニタリー・アンサンブル（GUE）と呼ばれる [25,12,27]．ラン

ダム行列アンサンブルは，物理学や数学において様々なモデルを与える [25,12,27]．そこでは

行列の固有値が，例えばある特定の量子系におけるエネルギーといったような重要な量を記述

するため，特に与えられたランダム行列アンサンブルの固有値分布に興味がある．固有値分布

は行列を対角化することによって計算することができる．GUE に対しては，H をユニタリー

行列 U によって対角化し，固有値 xj ∈ R, 1 ≤ j ≤ N 以外のN2 −N 個の変数を積分するこ

とで，次のような固有値分布が厳密に計算される：

PGUE
N

(
{xj}Nj=1

)
= cGUE

N

N∏
j=1

e−x2
j

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
2. (1.0.2)

ここで cGUE
N は規格化定数であり，これもまた厳密に決定することができる [25, 12, 27]．ここ

で，固有値分布 (1.0.2) のもつ特徴的な差積の構造に注意する．差積は以下のヴァンデルモン

ド行列式 ∏
1≤j<k≤N

(xk − xj) = det
1≤j,k≤N

[
xj−1
k

]
(1.0.3)

を用いて表現できるが，この因子は，エルミート行列 H の各成分は独立であったにもかかわ

らずその固有値の間には強い相関があることを示している．この因子のために，N 個の固有値

たちは一致することができない．実際，ランダム行列アンサンブルとクーロン・ガスと呼ばれ

る統計力学モデルの間に，興味深い対応関係がある [25,12,27]．この対応関係は，上述の固有

値間の反発に対して物理的な直感を与える．二次元空間の N 個の点電荷からなる，逆温度 β
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にある古典熱平衡系を考える．各点電荷は調和ポテンシャルのなかで，一直線上に閉じ込めら

れているとする．すると，系のエネルギーは

UN

(
{xj}Nj=1

)
=

1

2

N∑
j=1

x2j −
∑

1≤j<k≤N

ln |xk − xj | (1.0.4)

で与えられる．ここで第一項は点電荷を閉じ込める外的なポテンシャル，第二項は点電荷の間

に働く二次元クーロン相互作用であり，粒子間の反発をあらわしている．したがって，N 個の

点電荷の位置の分布は

QN

(
{xj}Nj=1

)
= CN exp

[
−βUN

(
{xj}Nj=1

)]
(1.0.5)

で与えられるが，これは β = 2 と置いたとき，(1.0.2) と完全に一致する．ここで，(1.0.2)や

(1.0.5)は対称関数であるので，同種粒子系を考えていることに注意する．

前述のような同種粒子系の点配置は，

ΞGUE(·) =
N∑
j=1

δXj (·) (1.0.6)

と表現することができる．ここで δx(·) はデルタ測度，Xj , 1 ≤ j ≤ N は確率分布 (1.0.2) を

もつ実軸 R上の乱数である．そこでこのような粒子系を，(ΞGUE,PGUE
N ) であらわすことにす

る．さて，ランダム行列アンサンブルにおいて最もよく調べられている物理量は，N ′ 点相関

関数と呼ばれる次の量である．1 ≤ N ′ ≤ N に対して，N ′ 点相関関数は

ρ
(N ′)
N

({
x
(N ′)
1 , · · · , x(N

′)
N ′

})
=

⟨ ∑
1≤j1 ̸=···̸=jN′≤N

N ′∏
k=1

δ
(
x
(N ′)
k − xjk

)⟩

=
N !

(N −N ′)!

∫
dxN ′+1 · · ·

∫
dxNPGUE

N

({
x
(N ′)
1 , . . . , x

(N ′)
N ′ , xN ′+1, . . . , xN

})
(1.0.7)

なる対称関数で定義される．ここで，1 ≤ j ≤ N ′に対し，x
(N ′)
j ∈ Rである．もしくは，f を

実関数として，

GN [f ] = EN

[
exp

(∫
f(x)ΞGUE(dx)

)]
=

∫
dx1 · · ·

∫
dxNPGUE

N

(
{xj}Nj=1

)
e
∑N

k=1 f(xk) (1.0.8)

によって定義されるモーメント母関数を考える．これが相関関数 (1.0.7) の母関数であること

が，g(·) = ef(·) − 1 と実関数 f 代わりに実関数 g 導入し，それについて展開することで

GN [f ] =

∫
dx1 · · ·

∫
dxNPGUE

N

(
{xj}Nj=1

) N∏
k=1

(
1 + g(xk)

)
(1.0.9)

= 1 +
N∑

N ′=1

1

N ′!

∫
dxN

′
1 · · ·

∫
dxN

′
N ′

N ′∏
j=1

g
(
x
(N ′)
j

)
ρ
(N ′)
N

({
x
(N ′)
1 , · · · , x(N

′)
N ′

})
(1.0.10)
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を得ることからわかる．ここで，K(x, y) を二変数実関数で次の二条件∫
K(x, x)dx = N, K(x, y) =

∫
K(x, s)K(s, y)ds (1.0.11)

を満たすものとする．このとき，次の恒等式を示すことができる：∫
dxN ′+1 · · ·

∫
dxN det

1≤j,k≤N

[
K(xj , xk)

]
= (N −N ′)! det

1≤j,k≤N ′

[
K(xj , xk)

]
. (1.0.12)

ここで，(1.0.3)注意すれば，行列式の多重線形性を用いてGUE-固有値分布 (1.0.2) を, 次のよ

うな行列式の形式で表現することができる：

PGUE
N

(
{xj}Nj=1

)
=

1

N !
det

1≤j,k≤N

[
KGUE

N (xj , xk)
]
. (1.0.13)

ここで，二変数関数 KGUE
N は

KGUE
N (x, y) =

N−1∑
n=0

Hn(x)Hn(y)

2nn!π1/2
e−(x2+y2)/2 (1.0.14)

=
2−Nπ−1/2

(N − 1)!

HN (x)HN−1(y)−HN (y)HN−1(x)

x− y
e−(x2+y2)/2, (1.0.15)

(x, y) ∈ R2,

KGUE
N (x, x) =

N−1∑
n=0

Hn(x)
2

2nn!π1/2
e−x2

(1.0.16)

=
2−Nπ−1/2

(N − 1)!

(
H ′

N (x)HN−1(x)−HN (x)H ′
N−1(x)

)
e−x2

, (1.0.17)

x = y ∈ R,

と，エルミート多項式

Hn(x) = n!

⌊n/2⌋∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

k!(n− 2k)!
, n ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}, (1.0.18)

を用いて与えた．等式 (1.0.15) は，直交多項式に対して成立する Christoffel-Darboux の公

式 [33] より与えられる．ここで，(1.0.13)のような行列式の形式で分布 (1.0.2)を表現するだけ

ならば，エルミート多項式を用いる必要はない．ここでは，(1.0.2)において１体ポテンシャル

に相当したガウシアン e−x2
を重み関数としてもつ直交多項式を利用することが重要である．エ

ルミート多項式の直交性によって，条件 (1.0.11) を満たす二変数関数 KGUE
N が得られる．さて，

GUE-固有値分布 (1.0.2) に対する二つ目の注目すべき特徴は，N ′ 点相関関数 ρ
(N ′)
N が，全ての

1 ≤ N ′ ≤ N に対して厳密に計算されるところにある．(1.0.15), (1.0.17)で与えられるKGUE
N

は (1.0.11)を満たすので，(1.0.13)と書かれる GUE-固有値分布 PGUE
N に対し (1.0.12) を用い

れば，GUE-固有値分布 (1.0.2) の全ての N ′点相関関数 (1.0.7) が厳密に計算され，またそれ

らは二変数関数 KGUE
N によって記述される行列式

ρ
(N ′)
N

({
x
(N ′)
1 , · · · , x(N

′)
N ′

})
= det

1≤j,k≤N ′

[
KGUE

N

(
x
(N ′)
j , x

(N ′)
k

)]
(1.0.19)
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で表現されることがわかる．ここで，積分作用素

K̂g(·) =
∫
dyK(·, y)g(y) (1.0.20)

の積分核K，および実関数 g に付随するフレドホルム行列式

Det
(x,y)∈R2

[
δ(x− y) +K(x, y)g(y)

]
= 1 +

N∑
N ′=1

1

N ′!

∫
dxN

′
1 · · ·

∫
dxN

′
N ′

N ′∏
j=1

g
(
x
(N ′)
j

)
det

1≤k,ℓ≤N ′

[
K
(
x
(N ′)
k , x

(N ′)
ℓ

)]
(1.0.21)

を定義する．ある位置の分布 PN によって与えられる同種粒子系 (Ξ,PN ) は，(1.0.8) のよう

に定義されるモーメント母関数が，ある積分核 K に付随するフレドホルム行列式 (1.0.21) で

与えられるとき，積分核 K をもつ行列式点過程と呼ばれる [32,31]．すなわち，GUE-固有値

分布 (1.0.2) によって与えられる N -粒子系 (ΞGUE,PGUE
N ) は行列式点過程である．

ここで，固有値分布 (1.0.2) の文脈ではN 個の固有値からなる粒子系の無限粒子極限を考え

ることはできないが，(1.0.7) のように粒子系の情報を相関関数に焼き直すことで，それらを通

して無限粒子系を調べることができることに注意する．GUE は上述のように，全ての相関関

数が単一の積分核 KGUE
N に付随するフレドホルム行列式

Det
(x,y)∈R2

[
δ(x− y) +KGUE

N (x, y)g(y)
]

(1.0.22)

により生成されるという行列式点過程である．したがって，その行列式構造から，適切な KGUE
N

の極限が得られれば，それに対応して極限系の全ての相関関数がフレドホルム行列式から決ま

るという意味で，無限粒子極限が得られることになる．そこで意味のある極限を得るために，

局所的に系を観察して，極限をとることを考える．これは，ある典型的な粒子間の距離を定め，

そのスケールを保ちながら極限をとるということを意味する．まずは粒子系のバルク領域に注

目するとして，次のようなスケール変換を施してみる：

x =
πϕ√
2N

, ϕ ∈ R. (1.0.23)

実際，スケール変換 (1.0.23) を導入した，次のようなエルミート多項式に対する漸近解析の結

果 [33]

Hn(x)e
−x2/2 =

n!

Γ (n/2 + 1)
cos
(√

2n+ 1x− nπ/2
)
+O(n−3/4) (1.0.24)

が知られているので，KGUE
N に対しバルク・スケーリング極限

lim
N→∞

π√
2N

KGUE
N

(
πϕ√
2N

,
πφ√
2N

)
= Ksin(ϕ, φ) (1.0.25)

を得ることができる．ここで Ksin は

Ksin(ϕ, φ) =


sin(π(ϕ− φ))

π(ϕ− φ)
, ϕ, φ ∈ R, ϕ ̸= φ,

1, ϕ = φ ∈ R,
(1.0.26)
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なる積分核であり，サイン積分核とよばれる [25, 12, 27]．したがって，この積分核を用いるこ

とで，粒子数N → ∞としたときの系の原点近傍での漸近的様子を調べることができる．これ
に関連して，粒子系のエッジ近傍もまた別の興味ある領域であると考えられる．その領域を観

察するために，次のようなスケール変換と，右端への平行移動を考える：

x =
ζ

21/2N1/6
+

√
2N + 1, ζ ∈ R. (1.0.27)

スケール変換 (1.0.27)を導入したエルミート多項式の漸近解析の結果 [29]

Hn(x)e
−x2/2 = 2n/2+1/4(n!)1/2π1/4n−1/12

(
Ai(ζ) +O(n−2/3)

)
(1.0.28)

を用いることで，今度は次のようなKGUE
N のエッジ・スケーリング極限を得ることができる [11]：

lim
N→∞

1

21/2N1/6
KGUE

N

(
ζ

21/2N1/6
+

√
2N + 1,

ξ

21/2N1/6
+

√
2N + 1

)
= KAiry(ζ, ξ).

(1.0.29)

ここで，積分核 KAiry は

Ai′′(ζ)− ζAi(ζ) = 0 (1.0.30)

なる微分方程式の解であるエアリー関数 [39]

Ai(ζ) =
1

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞e−iπ/3

ev
3/3−ζvdv (1.0.31)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dwe

√
−1(w3/3+ζw) (1.0.32)

を用いて記述される

KAi(ζ, ξ) =


Ai (ζ)Ai′ (ξ)−Ai (ξ)Ai′ (ζ)

ζ − ξ
, (ζ, ξ) ∈ R2, ζ ̸= ξ,

Ai′(ζ)2 − ζAi(ζ)2, ζ = ξ ∈ R,
(1.0.33)

なる積分核で，エアリー積分核と呼ばれる [25, 12, 27]．この積分核を用いることで，GUE-固

有値分布 (1.0.2) によって与えられる粒子系 (ΞGUE,PGUE
N ) の粒子数N → ∞に対するエッジ

近傍での漸近的な振舞いを調べることができる．

さて，この論文では次のような，Stieltjes-Wigertアンサンブル [37, 9, 10, 34] と呼ばれる

固有値アンサンブルを調べる：

PN

(
{xj}Nj=1

)
= cN

N∏
j=1

e−(lnxj)
2/2| ln q|√

2π| ln q|

∏
1≤j<k≤N

(xk − xj)
2. (1.0.34)

ここで，以下では，qは

0 < q < 1 (1.0.35)
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なるパラメタ，そして xj ∈ R+ = {x ∈ R : x > 0}, 1 ≤ j ≤ N とする．cN は規格化定数

で，厳密に決めることができる [37, 35]．以下では，0 < |q| < 1, z ∈ Cに対して定義される
q-Pochhammer記号 [1, 20]

(z; q)0 = 1, (z; q)n =

n−1∏
k=0

(1− zqk), n ∈ N, (z; q)∞ = lim
n→∞

(z; q)n (1.0.36)

を用いる．(1.0.34)をカノニカル・アンサンブルの形式で書けば，ポテンシャルは

WN

(
{xj}Nj=1

)
=

1

4| ln q|

N∑
j=1

(lnxj)
2 −

∑
1≤j<k≤N

ln |xk − xj | (1.0.37)

であり，粒子たちの位置の分布 (1.0.34)は

PN

(
{xj}Nj=1

)
= cN (2π| ln q|)−N/2 exp

[
−βWN

(
{xj}Nj=1

)]
(1.0.38)

において，逆温度 β = 2と置いたものとなる．今回，粒子たちは (1.0.37)の第一項の対数関

数の二乗によって与えられている外的なポテンシャルによって，GUE-固有値分布 (1.0.2)の場

合に比べてかなり弱く半直線 R+ 上に閉じ込められている．一方，(1.0.37)の第二項の二粒

子間の二次元クーロン相互作用は，GUEの場合と変わらない．固有値アンサンブル (1.0.34)

は，たとえばチャーン・サイモンズ理論の研究において重要な役割を果たすことが知られてい

る [37]．GUE同様，Stieltjes-Wigertアンサンブル (1.0.34)も行列式点過程であることを示す

ことができる．そこでは，Stieltjes-Wigertアンサンブル (1.0.34)に対し，その名前の由来でも

ある Stieltjes-Wigert直交多項式と呼ばれる∫ ∞

0
pn(x; q)pm(x; q)w(x; q)dx = δnm, n,m ∈ N0, (1.0.39)

という直交関係をみたす，0 < q < 1の１パラメタ qを含む多項式たちを用いる．ここで直交

関係 (1.0.39)の重み関数 w(x; q)は，(1.0.34)で現れている対数正規型の分布関数

w(x; q) =
1√

2π| ln q|
exp

[
−(lnx)2

2| ln q|

]
, x > 0, 0 < q < 1, (1.0.40)

で与える．この重み関数は

w(qcx; q) = qc
2/2xcw(x; q), c ∈ R, (1.0.41)

w

(
1

x
; q

)
= w(x; q) (1.0.42)

なる関数等式を満たす．実際に，(1.0.39)を満たす直交多項式系は明示的に知られており，

pn(x; q) = (−1)nqn/2+1/4
√

(q; q)n

n∑
k=0

qk
2
(−q1/2x)k

(q; q)k(q; q)n−k
, x > 0, n ∈ N0, (1.0.43)
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で与えられる [33, 7, 20]．Stieltjes-Wigert 多項式 (1.0.43) を用いれば，固有値アンサンブル

(1.0.34)によって与えられる粒子系 (Ξ,PN )のモーメント母関数 (1.0.10)は，

Det
(x,y)∈R2

+

[
δ(x− y) +KN (x, y)g(y)

]
(1.0.44)

と，積分核

KN (x, y) =

N−1∑
n=0

pn(x; q)pn(y; q)
√
w(x; q)w(y; q) (1.0.45)

=

√
1− qN

q2N
pN (x; q)pN−1(y; q)− pN (y; q)pN−1(x; q)

x− y

√
w(x; q)w(y; q), (1.0.46)

(x, y) ∈ R2
+, x ̸= y,

KN (x, x) =
N−1∑
n=0

pn(x; q)
2w(x; q) (1.0.47)

=

√
1− qN

q2N

(
p′N (x; q)pN−1(x; q)− pN (x; q)p′N−1(x; q)

)
w(x; q), (1.0.48)

x = y ∈ R+,

に付随するフレドホルム行列式で与えられることが示される [34]．ここで，Stieltjes-Wigert直

交多項式のもつ qというパラメタは，Stieltjes-Wigertアンサンブル (1.0.34)のもつ qというパ

ラメタにちょうど対応していることに注意する．

本研究の目的は，Stieltjes-Wigertアンサンブルの無限粒子極限を考察することである．その

際，GUEの場合について説明したように，系の局所的な領域，すなわちバルク領域およびエッ

ジ領域における系の粒子数N → ∞に対する漸近的振舞いを調べることを考える．前述のよう
に，Stieltjes-Wigertアンサンブルは行列式点過程であり，(1.0.46), (1.0.48)によって与えられ

る単一の積分核KN によって記述されている．そこで，(1.0.24), (1.0.28)のような，付随する

直交多項式の漸近展開を得ることがはじめの課題となる．Stieltjes-Wigert多項式に対する漸近

解析は，いくつかの論文 [14–16,41,4] で調べられているが，我々は特に Ismail と Zhangによ

る結果 [15,16]に注目する．理由は彼らが Stieltjes-Wigert多項式 (1.0.43)に対して導入したス

ケール変換

x = q−nτu, (1.0.49)

n ∈ N0, u > 0 にある．ここで，彼らは τ > 0 と置いている．局所的な領域における系の漸近

的振舞いを調べる際，まずは粒子数 N が大きいときの系の大域的な振る舞いを知ることは役

に立つ．それは，平均場近似の方法 [25,12,27,23,21]によって，系の粒子数密度の計算の問題

を積分方程式の問題 [26] に帰着させることによって計算することができる．たとえばGUE-固

有値分布 (1.0.2)に対しては，粒子数N が十分大きいとき，平均粒子数密度として次のWigner

の半円則 [25,12,27]が解として得られる：

ρmf
N,GUE(x) =


1

π

√
2N − x2, −

√
2N < x <

√
2N ,

0, |x| >
√
2N .

(1.0.50)
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この結果 (1.0.50)から，粒子系 (ΞGUE,PGUE
N ) のエッジ領域は x = ±

√
2N 近傍に対応し，バル

ク領域は−
√
2N < x <

√
2N に対応することが読み取れる．なお，GUEに対してWignerの半

円則は，平均場近似を用いなくても厳密に導出される．さて，我々の研究対象である Stieltjes-

Wigertアンサンブル (1.0.34)に対しては，粒子数N が大きいとき，系の平均粒子数密度は次

のように計算される [23, 3, 21]：

ρmf
N (x) =

1

π| ln q|x
tan−1


√

4x− (1 + qNx)2

1 + qNx

 , 0 < q < 1. (1.0.51)

(1.0.51)の関数の台は，粒子数N が十分大きいとき，1 < x < 4q−2N (1− qN/2)で与えられる．

したがって，粒子数N が十分大きいとき，粒子系 (Ξ,PN )のエッジ領域は，

x = 1 (1.0.52)

の左端近傍および

x = q−2N (1.0.53)

の右端近傍に対応し，また，系のバルク領域は

1 < x < q−2N (1.0.54)

に対応することがわかる．このように系の大域的な振る舞いを見積もることにより，Ismail と

Zhang が導入したスケール変換 (1.0.49) において，パラメタの値を τ = 0, 0 < τ < 2, τ = 2 と

置いた変換は，それぞれ粒子系の左端，バルク領域，右端に関係するスケーリングであること

がわかる．この論文では，スケール変換 (1.0.49)において，(i)τ = 0を用いた左端に関する漸

近展開の公式，(ii)0 < τ < 2を用いたバルク領域に関係する，[15]の (2.19)式と (2.23)式で与

えられた漸近解析の結果の精度を上げた公式，および (iii)τ = 2を用いた右端に関する [15]の

(2.14)式，を用いることで，Stieltjes-Wigertアンサンブルから無限粒子系すなわち無限次元行

列式点過程を導出する．そこでは三角関数 q-拡張である 0 < |q| < 1, 0 < |z| < ∞に対して定
義されるヤコビ・テータ関数 [40]

Θ(z|q) =

∞∑
k=−∞

qk
2
zk (1.0.55)

=

∞∏
k=1

(1− q2k)(1 + zq2k−1)(1 + z−1q2k−1), (1.0.56)

および，エアリー関数の q-拡張である 0 < |q| < 1, z ∈ Cに対して定義されるラマヌジャン関
数 [15,16]

Aq(z) =
∞∑
k=0

qk
2
(−z)k

(q; q)k
, (1.0.57)

によって記述される積分核（ヤコビ・テータ積分核およびラマヌジャン積分核）が導出される．

Stieltjes-Wigertアンサンブルが GUEの q-拡張である [34] という事実に動機づけられて，こ
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の論文ではさらに，得られた無限次元行列式点過程と (1.0.26)および (1.0.33)によって与えら

れる古典的な無限次元行列式点過程との関係も詳細に調べ，ヤコビ・テータ積分核およびラマ

ヌジャン積分核をもつ無限次元行列式点過程（ヤコビ・テータ行列式点過程およびラマヌジャ

ン行列式点過程）から，サイン積分核およびエアリー積分核をもつ無限次元行列式点過程（サ

イン行列式点過程およびエアリー行列式点過程）を導出する．

この論文は次のように構成されている．第２章で無限次元行列式点過程を導出するのに必要

な Stieltjes-Wigert直交多項式 (1.0.43)の漸近形を導入する．つづく第３章で，ヤコビ・テータ

積分核およびラマヌジャン積分核を導出し，主結果である Stieltjes-Wigertアンサンブルの無

限粒子極限の導出を行う．主結果からのサイン行列式点過程およびエアリー行列式点過程の導

出は，ここで言及する．第４章では，R+上の行列式点過程である主結果を，R上へ写像して
考えることによって，ヤコビ・テータ行列式点過程およびラマヌジャン行列式点過程を，それ

ぞれサイン行列式点過程およびエアリー行列式点過程と比較する．
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第2章 Stieltjes-Wigert 多項式の漸近形

2.1 バルク・スケーリング (0 < τ < 2)

[15, 16] において，Ismail と Zhang は (1.0.49) で 0 < τ < 2 と置いたスケール変換を用い

て，[15]における (2.19)式および (2.23)式（ [16]における (16)式および (19)式）で与えられ

る Stieltjes-Wigert 多項式の漸近展開を導出した．次の Lemmaは，彼らの Stieltjes-Wigert 多

項式に対する漸近展開の精度を上げたものである [35]；

0 < τ < 2, n ∈ N に対し，次の記号を導入する．

χ(n) =

0 （nが偶数）,

1 （nが奇数）,
(2.1.1)

m = ⌊(2− τ)n⌋, (2.1.2)

λ = (2− τ)n−m. (2.1.3)

ここで，x ∈ R対し，⌈x⌉は x以上の最小の整数を，⌊x⌋は xの整数部分すなわち x以下の最

大の整数をあらわすとする．また集合Aの指示関数

1A(ω) =

1 （ω ∈ A）,

0 （その他）,

を定義する．

Lemma 1 0 < q < 1, 0 < τ < 2とする．そのとき，Stieltjes-Wigert 多項式 (1.0.43)の，多

項式次数 n→ ∞における漸近形は以下のように与えられる：

pn
(
q−nτu; q

)√
w (q−nτu; q)

=

√
(q; q)n

(q; q)2∞
(−1)⌊m/2⌋qn+1/4−⌊m/2⌋/2

√
w
(
qλ+χ(m)u; q

){
Θ
(
−qλ+χ(m)+1/2u

∣∣∣q)
+
q⌊m/2⌋

1− q

(
q1/2−(1−τ)n

u
1(0,4/3)(τ)− q1(2/3,2)(τ)

)
Θ
(
−qλ+χ(m)−1/2u

∣∣∣q)
+O

(
qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)

)}
. (2.1.4)

(2.1.4)は，ヤコビ・テータ関数によって与えられる第一項，ヤコビ・テータ関数と指示関数を

含む第二項，そして誤差項からなっている．第一項までの展開が，Ismailと Zhangによって導
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かれたものであり，第二項が今回我々が彼らの漸近解析の精度を上げた結果導かれた項である．

我々の目的は，Stieltjes-Wigertアンサンブルから無限粒子系を導出することであり，そのために

は，積分核 (1.0.46), (1.0.48) を，Stieltjes-Wigert多項式の漸近形を用いて計算する必要があっ

た．そこでは多項式の漸近形を用いて pN (x; q)pN−1(y; q)という積を計算する必要があるが，そ

の際に現れる (2.1.4)の第一項からなる項は，積分核を計算する際に他方の pN (y; q)pN−1(x; q)

から現れる項と相殺してしまう．そのため，(2.1.4) の第二項までの展開が必要である．ここで，

(2.1.4)には ⌊m/2⌋という整数部分をとる因子があるため，多項式の漸近形 (2.1.4)の n → ∞
につれての振る舞い方は，[15,16]で議論されているように，パラメタ τ が有理数か無理数かに

よって性質が異なっている．

(2.1.4)におけるヤコビ・テータ関数の引数の n依存性をスケール変換に担わせれば，(2.1.4)

を次のように書くことができる：

pn

(
q−⌈τn⌉−χ(⌈τn⌉)u; q

)√
w
(
q−⌈τn⌉−χ(⌈τn⌉)u; q

)
=

√
(q; q)n

(q; q)2∞
(−1)nqn/2+1/4+⌈τn⌉/4+χ(⌈τn⌉)/4√w(u; q){Θ(−q1/2u∣∣∣q)

+
qn−⌈τn⌉/2−χ(⌈τn⌉)/2

1− q

(
q1/2−n+⌈τn⌉+χ(⌈τn⌉)

u
1(0,4/3)(τ)− q1(2/3,2)(τ)

)
Θ
(
−q−1/2u

∣∣∣q)
+O

(
qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)

)}
, as n→ ∞. (2.1.5)

2.2 エッジ・スケーリング (τ = 0, 2)

[15]における (2.14)式（ [16]における (13)式）から，(1.0.49)において τ = 2と置いたスケー

ル変換についての，次のような Stieltjes-Wigert 多項式の n → ∞における漸近形を得ること
ができる [14]：

pn(q
−2nu; q)

√
w(q−2nu; q) =

√
(q; q)n

(q; q)∞
qn+1/4

{
Aq

(
q−1/2

u

)
+O(qn/2)

}√
w(u; q). (2.2.1)

我々は τ = 0とおいた，つまり何もスケール変換を施さない場合についての Stieltjes-Wigert

多項式の漸近展開を導出した [36]：

Lemma 2 0 < q < 1とする．そのとき，Stieltjes-Wigert 多項式 (1.0.43)は，多項式次数

n→ ∞における次の漸近形をもつ：

pn(x; q) =

√
(q; q)n

(q; q)∞
(−1)nqn/2+1/4

{
Aq

(
q1/2x

)
− q1+n

1− q
Aq

(
q−1/2x

)
+O(q2n)

}
. (2.2.2)
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この漸近展開は，

lim
n→∞

pn(x; q)

(−1)nqn/2+1/4
√

(q; q)n
=

Aq(q
1/2x)

(q; q)∞
(2.2.3)

という Stieltjes-Wigert多項式の定義 (1.0.43) から得られる評価の精度を上げたものになって

いる．ここで，Lemma 2において第二項までの展開が必要な理由は，前節で説明した理由と

同じである．一方，Ismailと Zhangによる τ = 2に対する Stieltjes-Wigert多項式の漸近展開

(2.2.1) に関しては，実は第一項までの展開で十分である．積分核 (1.0.46), (1.0.48)を計算する

際に，(2.2.1)の第一項どうしの積は，ラマヌジャン関数の引数にある qのべきの値が，次数 n

の公式 (2.2.1)とそれから導かれる次数 n− 1の公式の間でずれるために相殺されず残るのであ

る．GUEでは，(1.0.50)が示すように，平均粒子数密度が R上の偶関数であった．そのため，
(1.0.28)は粒子系 (ΞGUE,PGUE

N ) の右端に関係するスケーリングを施したエルミート多項式の

漸近形であったが，もしも左端に関係するスケーリングを施した漸近形も見てみたいとすると，

それは単に (1.0.28)で座標の反転 x→ −xをしたものに他ならない．一方，Ismailと Zhangの

τ = 2に対する (2.2.1)式と，我々が導出した τ = 0についての (2.2.2)式は見た目が異なって

いる．これは，Stieltjes-WigertアンサンブルについてはGUEの場合と異なり，粒子数密度は

R+上の関数であり，見かけ上，右端と左端に区別が生じて見えていることを反映している．
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第3章 主結果

Stieltjes-Wigert アンサンブルの左端，バルク領域，右端にそれぞれ関係する τ = 0, 0 < τ < 2,

τ = 2に対する Stieltjes-Wigert多項式の漸近解析の結果が出揃ったので，粒子数N → ∞にお
ける積分核 (1.0.46), (1.0.48) の漸近形を求めることで，Stieltjes-Wigert アンサンブルから無

限次元行列式点過程を導出する [35,36]．

3.1 ヤコビ・テータ行列式点過程

はじめに条件付き極限を定義する．以下では技術的な理由から，2/3 < τ < 2に制限して考え

る．さて，

⌈τ(Nj − 1)⌉ = ⌈τNj⌉+ ⌈−τ⌉, j ∈ N, (3.1.1)

なる条件を満たすような自然数からなるある単調増加列 (Nj)j∈N を考える．すると，⌈τN
(0)
j ⌉が

偶数であり ⌈τN (1)
j ⌉が奇数であるような，単調増加列 (Nj)j∈Nの部分列 (N

(0)
j )j∈N，(N

(1)
j )j∈N

が定義される．与えられた τ に対して，(N
(0)
j )j∈Nおよび (N

(1)
j )j∈N に従って極限とるとき，こ

のような条件付き極限をN
τ→ ∞と書くことにする．

ヤコビ・テータ積分核を次で定義する：0 < q < 1, (u, v) ∈ R2
+に対し，

KΘ(u, v)

=



Θ
(
− q1/2u

∣∣q)Θ(−q−1/2v|q)−Θ
(
− q1/2v

∣∣q)Θ(− q−1/2u
∣∣q)

u− v

√
w(u; q)w(v; q)

(q; q)3∞
,

(u, v) ∈ R2
+, u ̸= v, (3.1.2)(

1
√
q
Θ(−q1/2u|q)Θ′(−q−1/2u|q)−√

qΘ′(−q1/2u|q)Θ(−q−1/2u|q)

)
w(u; q)

(q; q)3∞
,

u = v ∈ R+. (3.1.3)

ここでΘ′(·|q)はヤコビ・テータ関数 (1.0.55)の導関数

Θ′(z|q) = 1

z

∞∑
k=−∞

kqk
2
zk (3.1.4)

で与えられる．Lemma 1の漸近展開 (2.1.4)を用いて積分核 (1.0.46), (1.0.48)を計算すること

で，次を得る．
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Proposition 3 (u, v) ∈ R2
+, 2/3 < τ < 2とする．そのとき，N

τ→ ∞において

q−⌈τN⌉−χ(⌈τN⌉)KN

(
q−⌈τN⌉−χ(⌈τN⌉)u, q−⌈τN⌉−χ(⌈τN⌉)v

)
→ KΘ(u, v) (3.1.5)

が成り立つ．

Proposition 3 は，行列式点過程 (Ξ,PN )の積分核 (1.0.46), (1.0.48) が，(3.1.5)に示されるよ

うなスケーリング極限をとることによって，任意の 2/3 < τ < 2に対してヤコビ・テータ積分核

(3.1.2), (3.1.3)に収束することを示している．なお，Proposition 3 は，0 < τ ≤ 2/3に対して

も成立することが予想されるが，それを示すためには Lemma 1 の漸近展開の精度をさらに上

げなければならないことが示される．これが 2/3 < τ < 2に制限した理由である．Proposition

3 で得た積分核 (1.0.46), (1.0.48)のスケーリング極限に伴って，Stieltjes-Wigertアンサンブル

(1.0.34)によって定義された粒子系 (Ξ,PN )のモーメント母関数は，フレドホルム行列式

Det
(u,v)∈R2

+

[
δ(u− v) +KΘ(u, v)g(v)

]
, (3.1.6)

に収束する．したがって，以下が結論されることになる．

Theorem 4 2/3 < τ < 2とする．行列式点過程 (Ξ,PN )は，(1.0.34)において

xj = q−⌈τN⌉−χ(⌈τN⌉)uj , uj > 0, 1 ≤ j ≤ N (3.1.7)

と置いたスケーリング極限N
τ→ ∞ で，ヤコビ・テータ積分核 (3.1.2), (3.1.3) をもつ無限次元

行列式点過程に収束する．系の相関関数は，任意のN ′ ∈ Nに対し，

ρ
(N ′)
Θ

({
x
(N ′)
1 , · · · , x(N

′)
N ′

})
= det

1≤j,k≤N ′

[
KΘ

(
x
(N ′)
j , x

(N ′)
k

)]
, (3.1.8)

で与えられる．ここで x
(N ′)
j ∈ R+, 1 ≤ j ≤ N ′である．

ここで注目すべきは，サイン積分核 (1.0.26)をもつ行列式点過程とは異なり，ヤコビ・テー

タ行列式点過程は，付随する積分核 (3.1.2), (3.1.3)が二粒子間の距離の関数とはなっていない

ため，系の相関関数が連続的な平行移動不変性をもっていないことである．ただし，ヤコビ・

テータ関数 (1.0.55)の性質

Θ(q2z|q) = q−1z−1Θ(z|q) (3.1.9)

を反映して，次の離散的なスケール不変性はもっていることが示される．

Remark 5 ヤコビ・テータ積分核 (3.1.2), (3.1.3)は以下をを満たす：

q2nKΘ(q2nu, q2nv) = KΘ(u, v), n ∈ Z. (3.1.10)

さらに次が示される：
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Remark 6 q = e−ε, ε > 0,および u = e2εϕ, v = e2εφ, (ϕ, φ) ∈ R2とおく．するとヤコビ・

テータ積分核 (3.1.2), (3.1.3)より次を得る：

lim
ε→0

2εKΘ(e2εϕ, e2εφ) = Ksin(ϕ, φ). (3.1.11)

すなわち，パラメタ qを 1にする極限で，ヤコビ・テータ行列式点過程からサイン行列式点過

程が導出される．つまり，この結果は古典的なサイン行列式点過程がヤコビ・テータ行列式点

過程によって q-拡張されたことを示している．ここでの q-拡張によって，古典的なサイン行列

式点過程の，連続的である平行移動不変性（粒子数密度を与える一点関数で言えば粒子数密度

の一様性）が破れ，(3.1.10)のような，ある決まった qを単位とする拡大しか系を不変に保た

ないという離散化が生じたことは非常に興味深い．

3.2 ラマヌジャン行列式点過程

さて，次にラマヌジャン積分核を定義する：

KAq(x, y) =



Aq

(
q1/2x

)
Aq

(
q−1/2y

)
−Aq

(
q1/2y

)
Aq

(
q−1/2x

)
x− y

√
w(x; q)w(y; q)

(q; q)∞
,

(x, y) ∈ R2
+, x ̸= y, (3.2.1)(

√
qA′

q

(
q1/2x

)
Aq

(
q−1/2x

)
− 1

√
q
Aq

(
q1/2x

)
A′

q

(
q−1/2x

)) w(x; q)

(q; q)∞
,

x = y ∈ R+. (3.2.2)

ここで，A′
q(·)はラマヌジャン関数 (1.0.57)の導関数で

A′
q(z) =

1

z

∞∑
k=1

kqk
2
(−z)k

(q; q)k
(3.2.3)

で与えられる．Lemma 2 を用いると，τ = 0を用いた次のような積分核 (1.0.46), (1.0.48)の

N → ∞における漸近形を得る.

Proposition 7 (x, y) ∈ R2
+とする．するとN → ∞に対し，次を得る：

lim
N→∞

KN (x, y) = KAq(x, y). (3.2.4)

したがって，Proposition 7で示された積分核の収束から，Stieltjes-Wigertアンサンブル (1.0.34)

によって定義される粒子系 (Ξ,PN )のモーメント母関数は，フレドホルム行列式

Det
(x,y)∈R2

+

[
δ(x− y) +KAq(x, y)g(y)

]
(3.2.5)

へ収束するので，次のような結論が得られたことになる．
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Theorem 8 行列式点過程 (Ξ,PN )は粒子数N → ∞の極限で，ラマヌジャン積分核 (3.2.1),

(3.2.2) をもつ無限次元行列式点過程に収束する．系の相関関数は，任意のN ′ ∈ Nに対し

ρ
(N ′)
Aq

({
x
(N ′)
1 , · · · , x(N

′)
N ′

})
= det

1≤j,k≤N ′

[
KAq

(
x
(N ′)
j , x

(N ′)
k

)]
, (3.2.6)

で与えられる．ここで，x
(N ′)
j ∈ R+, 1 ≤ j ≤ N ′である．

続いて，τ = 2を用いた Ismailと Zhangの式 (2.2.1)，ならびにラマヌジャン関数が満たす

関数等式

zAq(qz)−Aq(z) + Aq(z/q) = 0 (3.2.7)

を用いると，次のような積分核 (1.0.46), (1.0.48)の漸近形が得ることができる．

Remark 9 (u, v) ∈ R2
+とする. そのとき積分核 (1.0.46)に対して次の極限を得る：

lim
N→∞

q−2NKN

(
q−2Nu, q−2Nv

)
=

Aq

(
q−1/2u−1

)
Aq

(
q1/2v−1

)
−Aq

(
q−1/2v−1

)
Aq

(
q1/2u−1

)
u− v

√
w(u; q)w(v; q)

(q; q)∞
(3.2.8)

=
1

uv
KAq

(
1

u
,
1

v

)
. (3.2.9)

したがって，見かけの上で区別されるように思われた Stieltjes-Wigertアンサンブル (Ξ,PN )

のエッジ近傍での漸近的な振舞いに関して，右端についての無限粒子極限もまた，単一のラマ

ヌジャン積分核 (3.2.1), (3.2.2)によって記述されることがわかった．ただし，両端は逆数をと

る変換 x → 1/x, x ∈ R+ によって結ばれている．これは，たとえば x = ey, y ∈ Rなる写像
によって，ラマヌジャン行列式点過程をR+上からR上に写して眺めたとき，通常の座標反転
y → −y として理解できる．このことは，Stieltjes-Wigertアンサンブル (Ξ,PN )を前述のよう

に y = lnxによってR上へ写像すると，原点に対して系の対称性が良く見えるという事実を反
映しているが，これについては次章で議論する．

さらに，次の結果を示すことができる：

Remark 10 q = e−δ3 , δ > 0, x = e−δ2ζ/4, y = e−δ2ξ/4, (ζ, ξ) ∈ R2 と置く．すると δ → 0

の極限で次を得る：

lim
δ→0

δ2

4
KAq

(
1

4
e−δ2ζ ,

1

4
e−δ2ξ

)
= KAi(ζ, ξ). (3.2.10)

つまり，ラマヌジャン行列式点過程はエアリー行列式点過程を q-拡張している．
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この章では，gs > 0なるパラメタを導入し，

q = e−gs (4.0.1)

とおく [37]．固有値分布 (1.0.34)に対して，

f−1
N : x ∈ R+ 7→ ϕ ∈ R, ϕ = f−1

N (x) = lnx−Ngs, (4.0.2)

という変換を施すと，(1.0.34)は次のような分布に変換される；

P̃N

(
{ϕj}Nj=1

)
= c̃N

N∏
j=1

e−ϕ2
j/2gs

√
2πgs

∏
1≤j<k≤N

(
2 sinh

ϕk − ϕj
2

)2

. (4.0.3)

この分布が，Stieltjes-Wigertアンサンブルのチャーン・サイモンズ理論 [37,22]や，ドリフト

付き非衝突ブラウン運動 [34]との関係の架け橋となったのであるが，Stieltjes-Wigertアンサ

ンブルそのものを対称性よく観察する際にも役に立つ．この分布によって与えられる粒子系を

(Ξ̃, P̃N )であらわすことにする．

[9]において，de Haro と Tierzは (4.0.3) が定義する粒子系 (Ξ̃, P̃N )の一点関数すなわち粒

子数密度について調べた．そこでは，古典的な系である GUEと (4.0.3)で与えられる粒子系

(Ξ̃, P̃N )の粒子数密度の台のN 依存性の違いに加えて，GUEとは異なり，(Ξ̃, P̃N )では粒子数

N → ∞につれて粒子数密度に見られる振動が消えていかないという非古典的な現象が報告さ
れた．Stieltjes-Wigertアンサンブルを変換した系 (Ξ̃, P̃N )の一点関数は，(1.0.48)を (4.0.2)に

より変換した

ρ̃N (ϕ) = eϕ+NgsKN (eϕ+Ngs , eϕ+Ngs), ϕ ∈ R, (4.0.4)

によって与えられる．図 4.1および図 4.2は (Ξ̃, P̃N )の一点関数 (4.0.4), および (1.0.17)で与え

られるGUEの一点関数

ρGUE
N (x) = ρ

(1)
N (x) = KGUE

N (x, x), x ∈ R, (4.0.5)

をそれぞれプロットした図である．図4.1において，de HaroとTierzが指摘した，粒子数N → ∞
につれて振動が均されず残る様子が観察される．一方図 4.2に示された GUEの場合は，系の

粒子数密度の振動はN → ∞につれて徐々に均されていく．
図 4.1に図示されているように，(4.0.2)によって粒子系 (Ξ,PN )をR上へ写像すると，系を

原点について対称性よく観察することができる．このようにして粒子系 (Ξ,PN )を眺めると，

Ismailと Zhangのスケーリング (1.0.49)の意味がよりはっきりする．粒子数N が大きいとき，

系 (Ξ,PN )の左端,右端はそれぞれx = 1, x = q2N と見積もられたが，これらはそれぞれ (4.0.2)
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によって (Ξ̃, P̃N )における ϕ = −Ngs, ϕ = Ngsへ写される．Ismailと Zhangのスケーリング

(1.0.49)と写像 (4.0.2) を組み合わせれば，

u = eϕ+Ngs(1−τ) (4.0.6)

を得るが，これより Ismailと Zhangのスケーリングにおいて τ = 0, τ = 1, τ = 2と置くこと

がそれぞれ，(Ξ̃, P̃N )で眺めたときには系の原点を左端，原点，右端へシフトする変換に対応

していることがわかる．

-20 -10 0 10 20
Φ

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Ρ
�

N

図 4.1: 粒子系 (Ξ̃, P̃N )の一点関数 ρ̃N が，N = 1, 5, 9, 13, 17の場合について，gs = 1としてプ

ロットされている．振動のピークの数は粒子数に等しくなっている．内側から外側につれて粒

子数N が大きい場合がプロットされている．粒子数N が大きくなっても振動は保たれる．粒

子数N が十分大きいとき，ρ̃N の台は (−Ngs, Ngs) で近似され，粒子数N に比例して広がっ

ていく．
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図 4.2: 粒子系 (ΞGUE,PGUE
N )の一点関数 ρGUE

N が，N = 1, 5, 9, 13, 17に対してプロットされて

いる．内側から外側につれて粒子数N が大きい場合がプロットされている．粒子数N が大き

くなるにつれて振動は消えていく．粒子数N が十分大きいとき，ρGUE
N の台は (−

√
2N,

√
2N)

で与えられ，
√
N で広がっていく．

4.1 R上に写したヤコビ・テータ行列式点過程
ヤコビ・テータ行列式点過程は，サイン行列式点過程がGUEの原点近傍の漸近的様子を記述す

るように，粒子数N → ∞にしたときの Stieltjes-Wigertアンサンブルのバルク領域の様子を

記述している．(4.0.6)からわかるように，τ = 1と置くとそれはちょうど (Ξ̃, P̃N )系で原点周

辺を見ることに相当する．そこで，ヤコビ・テータ行列式点過程を，(4.0.6)で τ = 1と置いた

u = eϕ (4.1.1)

によって R上に写像する．すなわち，(Ξ̃, P̃N )の極限系として，ヤコビ・テータ行列式点過程

を眺める．ヤコビ・テータ積分核 (3.1.2), (3.1.3) は次のように変換される；

K∞ (ϕ, φ) = e(ϕ+φ)/2KΘ
(
eϕ, eφ

)
=

e−(ϕ2+φ2)/4gs/
√
2πgs

(e−gs ; e−gs)3∞

×
Θ
(
−eϕ−gs/2

∣∣e−gs
)
Θ
(
−eφ+gs/2

∣∣e−gs
)
−Θ

(
−eφ−gs/2

∣∣e−gs
)
Θ
(
−eϕ+gs/2

∣∣e−gs
)

2 sinh
ϕ− φ

2

,

(ϕ, φ) ∈ R2, ϕ ̸= φ, (4.1.2)
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K∞(ϕ, ϕ) = eϕKΘ
(
eϕ, eϕ

)
=

e−(ϕ−gs)2/2gs/
√
2πgs

(e−gs ; e−gs)3∞

×
(
egsΘ(−eϕ−gs/2|e−gs)Θ′(−eϕ+gs/2|e−gs)−Θ′(−eϕ−gs/2|e−gs)Θ(−eϕ+gs/2|e−gs)

)
,

ϕ ∈ R. (4.1.3)

この座標では，(3.1.10)の性質は，完全な周期性

K∞(ϕ+ 2ngs, φ+ 2ngs) = K∞(ϕ, φ), (ϕ, φ) ∈ R2, n ∈ Z, (4.1.4)

として観察される．一点関数

ρ̃(ϕ) = K∞(ϕ, ϕ), ϕ ∈ R, (4.1.5)

は，

ρ̃(ϕ+ 2ngs) = ρ̃(ϕ), ϕ ∈ R, n ∈ Z, (4.1.6)

を満たす周期 2gsの周期関数である．gs = 1について (4.1.5)をプロットしたものが図 4.3であ

る．まさに (4.0.3)で与えられる粒子系で粒子数N → ∞にしたときの原点近傍の様子を記述
していることがわかる．パラメタ gsを変えてプロットしたものが図 4.4, 図 4.5である．gs → 0

つまり q → 1とすると，粒子数密度は一様分布のサイン行列式点過程の一点関数へ近づいてい

く．一方 gs → ∞つまり q → 0とすると，振動の谷の部分に注目すれば，そこがゼロへ漸近し

ていくことから粒子の棲み分けが生じていく様子が見られる．実際，原点近傍での谷の様子は，

ρ̃(ϕ) ∼ ρ̃(0) coshϕ, |ϕ| ≪ gs, (4.1.7)

のようになっており，ここで

ρ̃(0) ≡ 2e−gs/2

√
2πgs

→ 0, as gs → ∞, (4.1.8)

より，gs → ∞につれて指数関数的に 0へ近づいていくことがわかる．また，振動の平均的な

高さは

ρ̃mf(ϕ) =
1

2gs
, (4.1.9)

で与えられる．
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図 4.3: gs = 1としたときの ρ̃(ϕ)がプロットされている．周期は 2gs = 2，平均値は 1/2gs = 0.5

となっている．図 4.1で明瞭に観察された振動は，粒子数N → ∞において厳密にヤコビ・テー
タ積分核で記述される．

図 4.4: gs = 5としたときの ρ̃(ϕ)がプロットされている．周期は 2gs = 10，平均値は 1/2gs = 0.1

となっている．



24 第 4章 R上への写像

図 4.5: gs = 25としたときの ρ̃(ϕ)がプロットされている．周期は 2gs = 50，平均値は 1/2gs =

0.02となっている．

4.2 R上に写したラマヌジャン行列式点過程
ラマヌジャン行列式点過程は，エアリー行列式点過程がGUEのエッジ部分の漸近的様子を記

述するように，粒子数N → ∞にしたときの Stieltjes-Wigertアンサンブルのそこでの様子を

記述している．それを見るために，ラマヌジャン行列式点過程もR上に写して眺めることにす
る．今度は (Ξ̃, P̃N )における左端 ϕ = −Ngsの周りを見たいので，あらかじめ (Ξ̃, P̃N )の原点

を左端へシフトした系の極限として，ラマヌジャン行列式点過程を眺めることにする．つまり，

(4.0.3)において

ϕj = yj −Ngs, 1 ≤ j ≤ N (4.2.1)

とおいた

PN

(
{yj}Nj=1

)
= cN

N∏
j=1

e−(yj−Ngs)2/2gs

√
2πgs

∏
1≤j<k≤N

(
2 sinh

yk − yj
2

)2

(4.2.2)

なる位置の分布で定義されるような粒子系 (Ξ,PN ) の極限として眺める．すると，(4.0.6)から，

ラマヌジャン行列式点過程と (Ξ,PN )の極限系は

u = ey (4.2.3)

によって結ばれているので，ラマヌジャン積分核 (3.1.2), (3.1.3) を (4.2.3)で変換することでラ

マヌジャン行列式点過程を R上に写して観察することができる．ラマヌジャン積分核 (3.1.2),
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(3.1.3) を (4.2.3)によって変換すれば，

K
(
y, y′

)
= e(y+y′)/2KAq

(
ey, ey

′)
=

e−(y2+y′2)/4gs/
√
2πgs

(e−gs ; e−gs)∞

Aq

(
ey−gs/2

)
Aq

(
ey

′+gs/2
)
−Aq

(
ey

′−gs/2
)
Aq

(
ey+gs/2

)
2 sinh

y − y′

2

,

(y, y′) ∈ R2, y ̸= y′, (4.2.4)

K(y, y) = eyKAq
(
ey, ey

)
=

e−(y−gs)2/2gs/
√
2πgs

(e−gs ; e−gs)∞

(
A′

q

(
ey−gs/2

)
Aq

(
ey+gs/2

)
− egsAq

(
ey−gs/2

)
A′

q

(
ey+gs/2

))
,

y ∈ R, (4.2.5)

を得る．一点関数

ρ(y) = K(y, y), y ∈ R (4.2.6)

を gs = 1に対してプロットしたものが図 4.6である．ラマヌジャン積分核が系のエッジ近傍に

おける漸近的振舞いを記述していることが観察できる．
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図 4.6: gs = 1としたときの ρがプロットされている．粒子系 (Ξ̃, P̃N )のエッジ近傍での振舞い

は，粒子数N → ∞において厳密にラマヌジャン積分核によって記述される．
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図 4.7: エアリー行列式点過程の一点関数がプロットされている．ただし，(1.0.33)は右端につ

いてのスケーリング極限であるので，(1.0.33)で ζ → −ζ とおいた ρ(ζ) ≡ KAi(−ζ,−ζ)を図
4.6との比較のために図示している．(ΞGUE,PGUE

N )のエッジ近傍の漸近的振舞いがエアリー積

分核によって記述される．
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Tracy-Widom 分布の q-拡張

GUEの最大固有値をXmaxとおく．それを (1.0.27)によってスケール変換を施したものをZと

する．次の確率分布関数はTracy-Widom 分布と呼ばれる：

F2(s) = lim
N→∞

P (Z < s) , s ∈ R. (5.0.1)

これは，(1.0.9)で特に g(·) = −1[s,∞)(·)とおくと，

Det
(x,y)∈R2

[
δ(x− y)−KAi(x, y)1[s,∞)(y)

]
(5.0.2)

と書けることがわかる．TracyとWidom はGUEの最大固有値分布 (5.0.1) が，パンルヴェII

方程式 [28]

y′′ = 2y3 + sy + α (5.0.3)

の解を用いて

F2(s) = exp

(
−
∫ ∞

s
(x− s)y(x)2dx

)
(5.0.4)

と書けることを示した [38]．ここで y(x)はパラメタα = 0のパンルヴェII方程式の解で x→ ∞
において y(x) ∼ Ai(x)を満たすものとする．

さて，我々はGUEにおけるエアリー積分核 (1.0.33)に対応する，Stieltjes-Wigert アンサン

ブル (1.0.34)のエッジ・スケーリング極限を記述するラマヌジャン積分核 (3.2.1), (3.2.2)を導出

した．(5.0.1)に倣って，Stieltjes-Wigert アンサンブルの最大固有値分布を，(1.0.49)でスケー

ルした Stieltjes-Wigert アンサンブルの最大固有値 U を用いて

F SW
2 (s) = lim

N→∞
P (U < s) , s ∈ R+ (5.0.5)

で定義する．すると (5.0.5)はラマヌジャン積分核 (3.2.1), (3.2.2) を用いて

Det
(u,v)∈R2

+

[
δ(u− v)− 1

uv
KAq

(
1

u
,
1

v

)
1[s,∞)(v)

]
(5.0.6)

で与えられることになる．我々はこの論文で，GUEのスケーリング極限の q-拡張を得た．そ

こで，その q-拡張はどこまで成り立っているのかという問題が考えられる．つまりそのアナロ

ジーから，TracyとWidom が行ったように，Stieltjes-Wigert アンサンブルの最大固有値分布

(5.0.5)はパンルヴェII方程式の q-拡張として研究されている q-パンルヴェII方程式 [13,17,18]

のある特定の解を用いて表現されるのか，という問題が考えられる．
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実は，パンルヴェII方程式とそのリッカチ解 [28]のレベルでは，q-類似が成り立つことがわ

かっている．我々は，[13, 17,18]で研究されている q-パンルヴェII方程式と関係する(
Ψ(qx)Ψ(x) + 1

)(
Ψ(x)Ψ

(
x

q

)
+ 1

)
=

q1/2xΨ(x)

x1/2 −Ψ(x)
, (5.0.7)

ξ(qx)ξ

(
x

q

)
=

x(ξ(x)− x)

ξ(x) (1− ξ(x))
(5.0.8)

という二つの q-差分方程式とラマヌジャン関数 (1.0.57)の関係を [36]において報告した．前者

(5.0.7)は [13]で研究されている (A1 +A′
1)

(1)型の q-パンルヴェII( [13]の (1)式)に対応し，後

者は [17, 18]で研究されている (A2 + A1)
(1)型の q-パンルヴェII( [17]および [18]の (1.1)式)

に対応する．(5.0.7)は q = e−ϵ3/2, ϵ > 0, x = 4e−ϵ2s/2, s > 0, Ψ(x) = e−ϵy(s)とおき，ϵ → 0

とすることでパラメタ α = 1/2の古典パンルヴェII方程式 (5.0.3)に帰着することが示される．

一方，(5.0.8)は q = e−ϵ3/2, ϵ > 0, x = eϵ
2s/2/4, s > 0, ξ(x) = eϵy(s)/2の置きかえで，パラメ

タ α = 0の古典パンルヴェII方程式 (5.0.3)に帰着する．ラマヌジャン関数 (1.0.57)が満たす関

数等式 (3.2.7) に注意すれば，(5.0.7)は

Ψ(x) =
x1/2Aq(q

−1/2/x)

Aq(q1/2/x)
=
q1/4Aq(q

−1/2/x)
√
w(x; q)

Aq(q1/2/x)
√
w(x/q; q)

(5.0.9)

を解にもつことが示される．一方 (5.0.8)は

ξ(x) =
xAq(qx)

Aq(x)
=
q−1/4x1/2Aq(qx)

√
w(qx; q)

Aq(x)
√
w(x; q)

(5.0.10)

を解にもつ．この事実は，古典パンルヴェII方程式 (5.0.3) （パラメタ α = 1/2とする）は，

リッカチ解

y(s) = −Ai′(−2−1/3s)

Ai(−2−1/3s)
(5.0.11)

をもつことの q-類似となっている．

Stieltjes-Wigert アンサンブルの最大固有値分布 (5.0.5) が q-パンルヴェII 方程式 (5.0.7),

(5.0.8)の解を用いて表現されるのかという問題は，興味深い今後の課題である．

時間依存Stieltjes-Wigertアンサンブルの解析

Weyl領域を

WN = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN : x1 < · · · < xN} (5.0.12)

で定義する．Biane, Bougerol, O’Connellは，ν = (ν1, . . . , νN ) ∈ WN なるドリフト係数をも

つ非衝突ブラウン運動の遷移確率密度関数が

pνN (t,y|x) = e−t|ν|2/2
det

1≤j,k≤N
[eνjyk ]

det
1≤j,k≤N

[eνjxk ]
det

1≤j,k≤N
[p(t, yj |xk)] , (5.0.13)
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y = (y1, . . . , yN ) ∈ WN , t ≥ 0 という三つの行列式の積であらわされることを示した [5]．ここ

で，x = (x1, . . . , xN ) ∈ WN はブラウン運動の初期配置であり，

p(t, y|x) = 1√
2πt

e−(y−x)2/2t (5.0.14)

である．これは，初期配置 x ∈ WN に対して，独立なN 個の一次元ブラウン運動が時間区間

[0, t]の間に衝突せずに終配置 y ∈ WN に遷移する確率密度を記述する

qN (t,y|x) = det
1≤j,k≤N

[p(t, yj |xk)] (5.0.15)

なる，ドリフトがない場合に成り立つKarlin-McGregor 行列式 [19]をドリフトのある場合に拡

張したものになっている．我々は，Biane, Bougerol, O’Connellの公式 (5.0.13) を応用し，ド

リフト係数および初期配置が，1 ≤ j ≤ N に対し

xj = a

(
j − N + 1

2

)
, a > 0, (5.0.16)

νj = σ

(
j − N + 1

2

)
, σ > 0 (5.0.17)

で与えられるようなドリフト付き非衝突ブラウン運動を考えた [34]．そして，(5.0.16), (5.0.17)

のように等間隔な配置を出発するドリフト付き非衝突ブラウン運動の多時刻分布が，任意の時

系列 0 < t1 < . . . < tM <∞, M ∈ Nに対し，

p̂N (t1,x
(1); . . . ; tM ,x

(M))

= cN (a, σ, t1, tM )
∏

1≤j<k≤N

[
2 sinh

σ(x
(M)
k − x

(M)
j )

2

]
M−1∏
m=1

qN (tm+1 − tm,x
(m+1)|x(m))

×
N∏
j=1

p(t1, x
(1)
j |0)

∏
1≤j<k≤N

[
2 sinh

a(x
(1)
k − x

(1)
j )

2t1

]
(5.0.18)

で与えられることを示した. ここで，x(m) = (x
(m)
1 , . . . , x

(m)
N ) ∈ WN , 1 ≤ m ≤ M は時刻 tm

での粒子配置であり，また

cN (a, σ, t1, tM ) =
1∏N−1

n=1 (e
naσ − 1)N−n

exp

{
− 1

24
N(N2 − 1)

(
σ2tM − 2aσ +

a2

t1

)}
(5.0.19)

である．特に一時刻分布は (5.0.18)でM = 1とおいた

p̂(t,x) = cN (a, σ, t, t)
N∏
j=1

1√
2πt

e−x2
j/2t

∏
1≤j<k≤N

(
2 sinh

σ(xk − xj)

2

)(
2 sinh

a(xk − xj)

2t

)
(5.0.20)

で与えられる．ここで t = t1, x = x(1)とした．この分布は，適切な変数変換によって，双直

交 Stieltjes-Wigertアンサンブルと呼ばれる分布に変換され，双直交 Stieltjes-Wigert多項式と

いう双直交多項式を用いることで行列式点過程であることが示される [34,10]．この分布の係数
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cN (a, σ, t, t)から，自動的にチャーン・サイモンズ行列模型 [10,22]の分配関数が計算されるこ

とに注意する．

この論文の主結果は，(5.0.20)におけるある特別な時刻

t =
a

σ
(5.0.21)

に対するものである．したがって，主結果を双直交 Stieltjes-Wigertアンサンブルへ，さらに

は多時刻の場合にまで拡張することは今後の重要な課題である．
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付 録A Lemma 1 および Lemma 2 の証明

q-二項定理 [1]より，q-Pochhammer記号 (1.0.36)に対して，

(z; q)n =

n∑
k=0

(q; q)nq
k(k−1)/2(−z)k

(q; q)k(q; q)n−k
, n ≥ 0, (A.1)

(z; q)∞ =
∞∑
k=0

qk(k−1)/2(−z)k

(q; q)k
. (A.2)

が成り立つ．次の Lemma は [15]の Lemma 3.1から得られる (q; q)∞/(q; q)n に対する展開の

精度を上げたものである；

Lemma 11 0 < q < 1とする．そのとき，

(q; q)∞
(q; q)n

= 1− qn+1

1− q
+R(q;n) (A.3)

の剰余項R(q;n)に対して

|R(q;n)| < (−q; q)∞
(1− q)(1− q2)

q2n+2 (A.4)

が成り立つ．

Proof. (A.2)から

(q; q)∞
(q; q)n

= (qn+1; q)∞ = 1− qn+1

1− q
+

∞∑
k=2

qk(k−1)/2

(q; q)k
(−1)kqk(n+1) (A.5)

を得る．したがって

R(q;n) =
∞∑
k=2

qk(k−1)/2

(q; q)k
(−1)kqk(n+1)

= q2(n+1)
∞∑
k=0

q(k+2)(k+1)/2

(q; q)k+2
(−1)kqk(n+1) (A.6)

の絶対値をとることで

|R(q;n)| < q2(n+1)
∞∑
k=0

q(k+2)(k+1)/2

(q; q)k+2
qk(n+1)

= q2n+2
∞∑
k=0

qk(k−1)/2

(q; q)k
qk

q2k+1+kn

(1− qk+1)(1− qk+2)
(A.7)
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を得る．任意のn, k ∈ N0に対し，q
2k+1+kn < 1および1/(1−qk+1)(1−qk+2) ≤ 1/(1−q)(1−q2)

が成り立つので,

|R(q;n)| <
q2n+2

(1− q)(1− q2)

∞∑
k=0

qk(k−1)/2

(q; q)k
qk

=
(−q; q)∞

(1− q)(1− q2)
q2n+2 (A.8)

が得られる．

以下の証明では簡単のため

Sn(x; q) =
n∑

k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k(q; q)n−k
= qn

2
(−x)n

n∑
k=0

qk
2−2kn(−x)−k

(q; q)k(q; q)n−k
, n ∈ N0 (A.9)

とおく．正規直交 Stieltjes-Wigert 多項式 (1.0.43)は

pn(x; q) = (−1)nqn/2+1/4
√

(q; q)nSn(q
1/2x; q) n ∈ N0 (A.10)

によって与えられる．

A.1 Lemma 1 の証明

x = q−nτu, u > 0, τ ∈ (0, 2)とおき，(2.1.1), (2.1.2), (2.1.3)を仮定する．m+ λ = (2− τ)nに

注意すると，

Sn
(
q−nτu; q

)
=

(−u)nqn2(1−τ)

(q; q)2∞

n∑
k=0

(q; q)2∞q
k2

(q; q)k(q; q)n−k

(
−q−m−λu−1

)k
(A.11)

を得る．ここで Sn (q
−nτu; q)の和を二つに分けて

Sn
(
q−nτu; q

)
= S(1)

n + S(2)
n , (A.12)

S(1)
n =

(−u)nqn2(1−τ)

(q; q)2∞

⌊m/2⌋∑
k=0

(q; q)2∞q
k2

(q; q)k(q; q)n−k

(
−q−m−λu−1

)k
, (A.13)

S(2)
n =

(−u)nqn2(1−τ)

(q; q)2∞

n∑
k=⌊m/2⌋+1

(q; q)2∞q
k2

(q; q)k(q; q)n−k

(
−q−m−λu−1

)k
(A.14)

とおく．S
(1)
n を

S(1)
n =

qn
2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×
⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k (q; q)∞
(q; q)⌊m/2⌋−k

(q; q)∞
(q; q)n−⌊m/2⌋+k

(A.15)
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と書きなおし，Lemma 11 を適用すれば

S(1)
n =

qn
2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×
⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k(
1− qn−⌊m/2⌋+k+1

1− q
− q⌊m/2⌋−k+1

1− q

+
qn+2

(1− q)2
+R(q;n− ⌊m/2⌋+ k)− q⌊m/2⌋−k+1

1− q
R(q;n− ⌊m/2⌋+ k)

+R(q; ⌊m/2⌋ − k)− qn−⌊m/2⌋+k+1

1− q
R(q; ⌊m/2⌋ − k)

+R(q; ⌊m/2⌋ − k)R(q;n− ⌊m/2⌋+ k)

)
(A.16)

を得る．ここで S
(1)
n を

S(1)
n =

qn
2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×

{ ∞∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
− q1+n−⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=0

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)k
−q

1+⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=0

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)k
+ r1(n)

}
(A.17)

とおく．ここで r1(n)は

r1(n) =

9∑
j=1

r1j(n) (A.18)

として，以下の九つの項からなる：

r11(n) = −
∞∑

k=⌊m/2⌋+1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
,

r12(n) =
q1+n−⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=⌊m/2⌋+1

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)k
,

r13(n) =
q1+⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=⌊m/2⌋+1

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)k
,

r14(n) =
q2+n

(1− q)2

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
,

および

r15(n) =

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
R(q;n− ⌊m/2⌋+ k),
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r16(n) = −q
1+⌊m/2⌋

1− q

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)k
R(q;n− ⌊m/2⌋+ k),

r17(n) =

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
R(q; ⌊m/2⌋ − k),

r18(n) = −q
1+n−⌊m/2⌋

1− q

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)k
R(q; ⌊m/2⌋ − k),

r19(n) =

⌊m/2⌋∑
k=0

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
R(q; ⌊m/2⌋ − k)R(q;n− ⌊m/2⌋+ k).

同様に S
(2)
n を

S(2)
n =

qn
2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

n−⌊m/2⌋∑
k=1

(q; q)2∞q
k2
(
−qλ+χ(m)u

)−k

(q; q)⌊m/2⌋+k(q; q)n−⌊m/2⌋−k
(A.19)

と書きなおし，Lemma 11 を適用すると

S(2)
n =

qn
2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×

{ ∞∑
k=1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
− q1+n−⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=1

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)−k

−q
1+⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=1

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)−k
+ r2(n)

}
(A.20)

を得る．ここで r2(n)は

r2(n) =

9∑
j=1

r2j(n) (A.21)

として，

r21(n) = −
∞∑

k=n−⌊m/2⌋+1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
,

r22(n) =
q1+n−⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=n−⌊m/2⌋+1

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)−k
,

r23(n) =
q1+⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=n−⌊m/2⌋+1

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)−k
,

r24(n) =
q2+n

(1− q)2

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
,
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および

r25(n) =

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
R(q;n− ⌊m/2⌋ − k),

r26(n) = −q
1+⌊m/2⌋

1− q

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)−k
R(q;n− ⌊m/2⌋ − k),

r27(n) =

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
R(q; ⌊m/2⌋+ k),

r28(n) = −q
1+n−⌊m/2⌋

1− q

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)−k
R(q; ⌊m/2⌋+ k),

r29(n) =

n−⌊m/2⌋∑
k=1

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)−k
R(q; ⌊m/2⌋+ k)R(q;n− ⌊m/2⌋ − k)

なる九つの項からなる．したがって

S(1)
n + S(2)

n =
qn

2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×

{ ∞∑
k=−∞

qk
2
(
−qλ+χ(m)u

)k
− q1+n−⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=−∞

qk
2+k

(
−qλ+χ(m)u

)k
−q

1+⌊m/2⌋

1− q

∞∑
k=−∞

qk
2−k

(
−qλ+χ(m)u

)k
+ r1(n) + r2(n)

}
(A.22)

を得る．(A.22)における三つの無限和が，ヤコビ・テータ関数 (1.0.55)で表現されることに注

意すれば

Sn
(
q−nτu; q

)
=
qn

2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)

(−u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

{
Θ
(
−qλ+χ(m)u

∣∣∣q)
−q

1+n−⌊m/2⌋

1− q
Θ
(
−qλ+χ(m)+1u

∣∣∣q)− q1+⌊m/2⌋

1− q
Θ
(
−qλ+χ(m)−1u

∣∣∣q)+ r1(n) + r2(n)

}
(A.23)

が得られる．ここで，0 < q < 1に注意すれば，r1(n)の各項に対して以下の不等式を得ること

ができる；

|r11(n)| <

∞∑
k=⌊m/2⌋+1

qk
2
(
qλ+χ(m)u

)k
= q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2+2k+1q2⌊m/2⌋k

(
qλ+χ(m)u

)k
< q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
<

q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

1− q

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,
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|r12(n)| <
q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋+1+n

1− q

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r13(n)| <
q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋+1

1− q

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r14(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
qn

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
.

残りの項に対しては Lemma 11 を適用して

|r15(n)| <
(−q; q)∞

(1− q)(1− q2)
q2+2(n−⌊m/2⌋)

∞∑
k=0

qk
2
(
qλ+χ(m)u

)k
<

(−q; q)2∞
(1− q)2(1− q2)2

q2(n−⌊m/2⌋)
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r16(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2n−⌊m/2⌋

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r17(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2⌊m/2⌋

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r18(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
qn+⌊m/2⌋

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
,

|r19(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2n

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
を得る．同様に r2(n)の各項に対しても，0 < q < 1に注意して

|r21(n)| <
q(n−⌊m/2⌋)2

1− q

(
qλ+χ(m)u

)−(n−⌊m/2⌋) ∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r22(n)| <
q(n−⌊m/2⌋)2+1

1− q

(
qλ+χ(m)u

)−(n−⌊m/2⌋) ∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r23(n)| <
q(n−⌊m/2⌋)2+1+n

1− q

(
qλ+χ(m)u

)−(n−⌊m/2⌋) ∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r24(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
qn

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
.
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残りの項に対しては Lemma 11 を適用して

|r25(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2(n−⌊m/2⌋)

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r26(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2n−⌊m/2⌋

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r27(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2⌊m/2⌋

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r28(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
qn+⌊m/2⌋

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k
,

|r29(n)| <
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2
q2n

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k

を得る．したがって

|r1(n) + r2(n)| ≤
9∑

j=1

|r1j(n)|+
9∑

j=1

|r2j(n)|

<
(
1 + q1+n + q

) q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

1− q

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
+
(
qn + q2(n−⌊m/2⌋) + q2n−⌊m/2⌋ + q2⌊m/2⌋ + qn+⌊m/2⌋ + q2n

)
× (−q; q)2∞
(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
+
(
1 + q + q1+n

) q(n−⌊m/2⌋)2

1− q

(
qλ+χ(m)u

)−(n−⌊m/2⌋) ∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k

+
(
qn + q2(n−⌊m/2⌋) + q2n−⌊m/2⌋ + q2⌊m/2⌋ + qn+⌊m/2⌋ + q2n

)
× (−q; q)2∞
(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k

が得られる．
(2− τ)n

2
− 1 < ⌊m/2⌋ ≤ (2− τ)n

2
(A.24)
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に注意すれば

qn + q2(n−⌊m/2⌋) + q2n−⌊m/2⌋ + q2⌊m/2⌋ + qn+⌊m/2⌋ + q2n

< qn + qτn + qn+τn/2 + q(2−τ)n−2 + qn+(2−τ)n/2−1 + q2n

< q−2
(
qn + qτn + qn+τn/2 + q(2−τ)n + qn+(2−τ)n/2 + q2n

)
< q−2

(
qτn + 4qn + q(2−τ)n

)
≤ 6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ) (A.25)

を得るので，1+ q+ q1+n < 3および λ+ χ(m) ∈ [0, 2)に注意すれば，誤差項 r1(n) + r2(n)を

|r1(n) + r2(n)| <
3q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

1− q

(
qλ+χ(m)u

)⌊m/2⌋+1
∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)

(−q; q)2∞
(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=0

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)k
+
3q(n−⌊m/2⌋)2

1− q

(
qλ+χ(m)u

)−(n−⌊m/2⌋) ∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k

+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
qλ+χ(m)u

)−k

<
3q⌊m/2⌋2+2⌊m/2⌋

1− q
u⌊m/2⌋+1

∞∑
k=0

qk
2−2kuk

+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=0

qk
2−2kuk

+
3q(n−⌊m/2⌋)2

1− q

(
q2u
)−(n−⌊m/2⌋)

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
q2u
)−k

+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=1

qk
2−2k

(
q2u
)−k

と評価できる．したがって，再び (A.24)に注意すれば

|r1(n) + r2(n)| <
3q(2−τ)2n2/4−1

1− q
u⌊m/2⌋+1

∞∑
k=0

qk
2−2kuk

+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=0

qk
2−2kuk

+
3qτ

2n2/4−τn−2

1− q
u−(n−⌊m/2⌋)

∞∑
k=1

qk
2−4ku−k

+6q−2qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
(−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

∞∑
k=1

qk
2−4ku−k

≡ M(n) (A.26)
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なる評価が得られる．任意の α > 0, β > 0, 0 < q < 1に対して，qαn
2
βn → 0 (n→ ∞)であ

るから，n→ ∞に対し

M(n)

qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)
−→ 6q−2 (−q; q)2∞

(1− q)2(1− q2)2

[ ∞∑
k=0

qk
2−2kuk +

∞∑
k=1

qk
2−4ku−k

]
(A.27)

が得られる．ゆえに誤差項 r1(n) + r2(n)は

r1(n) + r2(n) = O
(
qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)

)
. (A.28)

と評価される．ここで (A.24)および

τn

2
≤ n− ⌊m/2⌋ < τn

2
+ 1 (A.29)

なので，τn/2, (2− τ)n/2, τn, (2− τ)nの大小関係に注意しなければならない．2/3 < τ < 4/3

の場合，(A.23)で誤差項を (A.28)と置いた公式がそのまま成立することがわかる．0 < τ ≤ 2/3

の場合には，(A.23)の第二項と第三項の主要項は − q1+n−⌊m/2⌋

1−q Θ
(
−qλ+χ(m)+1u

∣∣q)に，誤差項
はO

(
qτn
)
に置き換わる．4/3 ≤ τ < 2の場合，前者は− q1+⌊m/2⌋

1−q Θ
(
− qλ+χ(m)−1u

∣∣q)に，後者
はO

(
q(2−τ)n

)
に置き換わる．以上より，正規直交 Stieltjes-Wigert多項式 (A.10)に対して次が

得られる；

pn
(
q−nτu; q

)
= (−1)nqn/2+1/4

√
(q; q)nSn

(
q−nτq1/2u; q

)
=

(−1)nqn/2+1/4+n2(1−τ)−⌊m/2⌋(⌊m/2⌋+χ(m)+λ)
√

(q; q)n

(−q1/2u)⌊m/2⌋−n(q; q)2∞

×

{
Θ
(
− qλ+χ(m)+1/2u

∣∣∣q)− q1+n−⌊m/2⌋

1− q
Θ
(
− qλ+χ(m)+3/2u

∣∣∣q)1(0,4/3)(τ)
−q

1+⌊m/2⌋

1− q
Θ
(
− qλ+χ(m)−1/2u

∣∣∣q)1(2/3,2)(τ) +O
(
qτn+2(1−τ)n1[1,2)(τ)

)}
. (A.30)

最後に，関数等式 (3.1.9)および ⌊m/2⌋ = m/2− χ(m)/2 に注意すれば Lemma 1を得る．

A.2 Lemma 2 の証明

(q; q)∞Sn(x; q) =

n∑
k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k

(q; q)∞
(q; q)n−k

=

∞∑
k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k
− q1+n

1− q

∞∑
k=0

qk
2−k(−x)k

(q; q)k
+ r(n) (A.31)

とおく．ここで

r(n) = −
∞∑

k=n+1

qk
2
(−x)k

(q; q)k
+
q1+n

1− q

∞∑
k=n+1

qk
2−k(−x)k

(q; q)k
+

n∑
k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k
R(q;n− k) (A.32)
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と置いた．x > 0, 0 < q < 1に対し

∞∑
k=n+1

qk
2
xk

(q; q)k
= qn

2+2n+1xn+1
∞∑
k=0

qk
2+2nk+2kxk

(q; q)k+n+1
<

qn
2+2n+1xn+1

(q; q)∞

∞∑
k=0

qk
2
xk (A.33)

が成り立つ．これと Lemma 11 を用いれば

|r(n)|

<

∞∑
k=n+1

qk
2
xk

(q; q)k
+
q1+n

1− q

∞∑
k=n+1

qk
2−kxk

(q; q)k
+

n∑
k=0

qk
2
xk

(q; q)k
|R(q;n− k)|

<
qn

2+2n+1xn+1

(q; q)∞

∞∑
k=0

qk
2
xk +

qn
2+2n+1xn+1

(1− q)(q; q)∞

∞∑
k=0

qk
2−kxk +

(−q; q)∞q2n+2

(1− q)(1− q2)

n∑
k=0

qk
2−2kxk

(q; q)k

(A.34)

を得る．(A.34)の最後の和に対して

n∑
k=0

qk
2−2kxk

(q; q)k
<

1

(q; q)∞

∞∑
k=0

qk
2−2kxk (A.35)

を得るので，誤差項 r(n)の対し，次の評価が得られる；

|r(n)| < q2n

(q; q)∞

[
qn

2+1xn+1

(
1 +

1

1− q

)
+

(−q; q)∞q2

(1− q)(1− q2)

] ∞∑
k=0

qk
2−2kxk. (A.36)

ゆえに，(A.31)のはじめの二項がラマヌジャン関数 (1.0.57) で記述されることに注意すれば

(q; q)∞Sn(x; q) = Aq (x)−
q1+n

1− q
Aq

(
q−1x

)
+O(q2n). (A.37)

を得る．よって (A.10)から Lemma 2 が得られる．
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付 録B (3.1.11)の証明

[8]の (3.13)式より，ヤコビ・テータ関数 (1.0.55), (1.0.56)の q → 1における漸近形が次のよ

うに与えられる：

Θ(−z|q) = (q2; q2)∞2 cos

(
π ln z

2 ln q

)
exp

[
− 1

2 ln q

{
−π

2

3
+

1

2
(ln z)2

}
+

1

12
ln q

+
∞∑
k=1

cos (πk ln z/ ln q + πk) exp(π2k/ ln q)

k sinh (π2k/ ln q)

]
, for | arg z| ≤ 2π. (B.1)

さらに，q-Pochhammer 記号に対して，次の漸近形が知られている（ [24]の Theorem 2）．

q = e−ε, ε > 0 に対して

(q; q)∞ =

√
2π

ε
e−π2/6ε(1 +O(ε)), as ε→ 0. (B.2)

2εKΘ(e2εϕ, e2εφ) を (B.1), (B.2)を用いて展開することで，(3.1.11)が得られる．ε→ 0におい

て，(B.1) の最後の無限和で与えられている項は他の項に比べて無視できる．また，(B.1)から

現れる exp
(
−π2/6ε

)
の発散する項は，(B.2)から来るそれと完全に相殺するため，ε→ 0にお

いて重要な因子は (B.1)の三角関数のみとなる．これより，ε→ 0の極限で (3.1.11)を得る．
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付 録C (3.2.10)の証明

Lemma 12 x > 0, 0 < q < 1, 0 < ρ < 1とする．そのときラマヌジャン関数 (1.0.57)は次

の積分表示をもつ：

Aq(x) =
(q; q)∞
2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
dz

z−1/2

(z; q)∞
exp

[
− 1

| ln q|

{
1

2
(ln z)2 − lnx ln z

}]
. (C.1)

Proof. n ∈ Nに対して，積分路 Cn = C0
n ∪ C1

n, C
0
n = {q−n−ρeiθ : |θ| < π/2},

C1
n = {iy : ρ ≤ |y| ≤ q−n−ρ} ∪ {ρeiϕ : |ϕ| < π/2}を定義する．Cnにわたる積分

(q; q)∞
2πi

∮
Cn

dz
z−1/2

(z; q)∞
exp

{
−(ln z)2

2| ln q|
+

lnx ln z

| ln q|

}
(C.2)

は，

Res
[
(z; q)−1

∞ : z = q−k
]
=

(−1)k+1q(k
2−k)/2

(q; q)k(q; q)∞
k ∈ N0, (C.3)

に注意すると

−
n∑

k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k
(C.4)

と等しいことがわかる．∣∣∣∣∣
∫
C0

n

dz
z−1/2

(z; q)∞
exp

{
−(ln z)2

2| ln q|
+

lnx ln z

| ln q|

}∣∣∣∣∣
≤ q(n+ρ)(n+ρ−1)/2xn+ρ

∫ π/2

−π/2
dθ

exp
(
θ2/2| ln q|

)
|(q−n−ρeiθ; q)∞|

(C.5)

を得るので， ∣∣∣(q−n−ρeiθ; q)−1
∞

∣∣∣ ≤ ∣∣∣(q−n−ρ; q)−1
∞

∣∣∣ (C.6)

および

(q−n−ρ; q)∞ = (−1)n+1q−n(n+1)/2−ρ(n+1)(qρ; q)n+1(q
1−ρ; q)∞ (C.7)
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に注意すれば ∣∣∣∣∣
∫
C0

n

dz
z−1/2

(z; q)∞
exp

{
−(ln z)2

2| ln q|
+

lnx ln z

| ln q|

}∣∣∣∣∣
≤ q(n+ρ)(n+ρ−1)/2xn+ρ

∣∣∣(q−n−ρ; q)−1
∞

∣∣∣ ∫ π/2

−π/2
dθ exp

(
θ2/2| ln q|

)
≤ q(n+ρ)(n+ρ−1)/2xn+ρ

∣∣∣(q−n−ρ; q)−1
∞

∣∣∣π exp (π2/8| ln q|)
= qn

2+2ρn+ρ(ρ+1)/2xn+ρ(qρ; q)−1
n+1(q

1−ρ; q)−1
∞ π exp

(
π2/8| ln q|

)
(C.8)

= O(qn
2
)

が得られる．したがって

∞∑
k=0

qk
2
(−x)k

(q; q)k
= − lim

n→∞

(q; q)∞
2πi

∮
C0

n∪C1
n

dz
z−1/2

(z; q)∞
exp

{
−(ln z)2

2| ln q|
+

lnx ln z

| ln q|

}

=
(q; q)∞
2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
dz

z−1/2

(z; q)∞
exp

{
−(ln z)2

2| ln q|
+

lnx ln z

| ln q|

}
(C.9)

を得る．ここで積分路C1
∞を {ρ+ iy : −∞ ≤ y ≤ ∞}に変形し，積分の向きを変えた．よって

Lemmaが示された．

[30]の Lemma 3.2から，q-Pochhammer記号の q → 1における次の漸近形が得られる；

(z; q)∞ = exp

{
− 1

| ln q|
Li2(z) +

1

2
ln(1− z)

}
(1 +O (| ln q|)) . (C.10)

ここで Li2はダイログ関数 [1]

Li2(z) = −
∫ z

0

ln(1− t)

t
dt, z ∈ C \ [1,∞) (C.11)

である．定義より

Li2(z) + Li2(1− z) =
π2

6
− log z log(1− z), (C.12)

Li2(z) + Li2

(
1

z

)
=
π2

3
− 1

2
(ln z)2 + iπ ln z (C.13)

なる関数等式が示される．また特殊値

Li2

(
1

2

)
=
π2

12
− 1

2
(log 2)2 (C.14)

が得られる．(C.10)を (C.1)に代入すれば，

Aq(x) =
(q; q)∞
2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
dz

z−1/2

√
1− z

exp

[
1

| ln q|

{
Li2(z)−

1

2
(ln z)2 + lnx ln z

}]
× (1 +O (| ln q|)) x > 0 (C.15)

という積分表示を得る．
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C.1 Chester, Friedman, Ursellの方法

I =
1

2πi

∫
C
f(z) exp

(
1

ε
g(z)

)
dz (C.16)

という形の積分を考える．ここで ε > 0とし，f と g は積分路Cを含むある領域で zの解析関

数とする．さらに gは二つの一致しうる鞍点 z+ と z−をもつとする．つまり，z+ と z−はあ

るパラメタ νに依存し，ある値 ν = νcで一致し，ν ̸= νcでは異なっているとする．[6]におい

て，Chester, Friedman, Ursellは積分 (C.16)の ε→ 0における漸近展開を得た．以下ではその

方法 [6, 42,30,13]を簡潔に述べ，その後ラマヌジャン関数に対する漸近展開の結果を示す．

まず，次の三次方程式を導入する：

g(z) =
1

3
ω3 − aω + b (C.17)

ここで a と bは未定係数である．wについて (C.17)を微分すると

g′(z)
dz(ω)

dω
= ω2 − a (C.18)

を得る．ここで g′(z±) = 0であるから，z = z±を ω = ±a1/2と同一視する．つまり ω(z±) =

±a1/2を仮定する．すると，(C.17)から，係数 a と bを

4

3
a3/2 = g(z−)− g(z+), (C.19)

2b = g(z−) + g(z+) (C.20)

より決めることができる．(C.17)を (C.16)に代入すると，

I =
eb/ε

2πi

∫
C′
f (z(ω))

dz(ω)

dω
exp

{
1

ε

(
ω3

3
− aω

)}
dω (C.21)

を得る．ここで C ′ = ω(C)である．ここで f(z(ω))dz(ω)/dωを

f (z(ω))
dz(ω)

dω
= p0 + q0ω + (ω2 − a)ψ0(ω) (C.22)

のように展開する．ここで ψ0(ω)は ωの解析関数で，未定係数 p0および q0は

p0 =
1

2

{
f(z+)

(
dz

dw

)
z=z+

+ f(z−)

(
dz

dw

)
z=z−

}
, (C.23)

q0 =
1

2a1/2

{
f(z+)

(
dz

dw

)
z=z+

− f(z−)

(
dz

dw

)
z=z−

}
(C.24)

より決まる．したがって

e−b/εI =
p0
2πi

∫
C′

exp

{
1

ε

(
ω3

3
− aω

)}
dω +

q0
2πi

∫
C′
ω exp

{
1

ε

(
ω3

3
− aω

)}
dω

+
1

2πi

∫
C′
(ω2 − a)ψ0(ω) exp

{
1

ε

(
ω3

3
− aω

)}
dω (C.25)
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という展開を得る．ここで，C ′が∞e−iπ/3を始点とし∞eiπ/3を終点とするような積分路であ

る場合，(C.25)のはじめの二項はエアリー関数 (1.0.31)とその導関数で与えられることに注意

する．さらに，(C.25)の最後の項を部分積分し，そこで現れる dψ0(ω)/dωを (C.22)と同様に

展開することで，(C.25)の最後の項は ε4/3のオーダーであることがわかる．よって，前述の場

合を仮定すれば，

e−b/εI = p0ε
1/3Ai

(
aε−2/3

)
− q0ε

2/3Ai′
(
aε−2/3

)
+O

(
ε4/3

)
(C.26)

という ε→ 0における (C.25)のエアリー関数による展開が得られる．一般には，

V(λ) =
1

2πi

∫
C′′
eω

′3/3−λω′
dω′, (C.27)

V′(λ) = − 1

2πi

∫
C′′
ω′eω

′3/3−λω′
dω′ (C.28)

なる積分を用いて (C.25) は

e−b/εI = p0ε
1/3V

(
aε−2/3

)
− q0ε

2/3V′
(
aε−2/3

)
+O

(
ε4/3

)
(C.29)

と展開される．ここで C ′′ = ε−1/3C ′である．

Lemma 13 q = eδ
3
, δ > 0, x = e−δ2s/4, s ∈ Rとおく．そのとき

Aq

(
q1/2x

)
= −

√
2δ(e−δ3 ; e−δ3)∞e

b/δ3
(
Ai(s) +

δ

2
Ai′(s) +O(δ2)

)
, (C.30)

Aq

(
q−1/2x

)
= − δ√

2
(e−δ3 ; e−δ3)∞e

b/δ3
(
Ai(s)− δ

2
Ai′(s) +O(δ2)

)
(C.31)

を得る．ここで

b = (ln 2)2 +
π2

12
+ δ2s ln 2 +

1

4
δ4s2 +O(δ5). (C.32)

Proof. 積分

Aq

(
q1/2x

)
=

(q; q)∞
2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
dzf(z) exp

(
1

| ln q|
g(z)

)
(1 +O (| ln q|)) , (C.33)

Aq

(
q−1/2x

)
=

(q; q)∞
2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
dzf̃(z) exp

(
1

| ln q|
g̃(z)

)
(1 +O (| ln q|)) (C.34)

を考える．ここで

f(z) =
z−1

√
1− z

, f̃(z) =
1√
1− z

, (C.35)

および

g(z) = g̃(z) = Li2(z)−
1

2
(ln z)2 + lnx ln z, x > 0 (C.36)
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である．g′(z) = 0から二次方程式 z2 − z + x = 0を得るので，g(z)の鞍点は

z+ =
1 +

√
1− 4x

2
, z− =

1−
√
1− 4x

2
(C.37)

で与えられる．これらは x = 1/4で一致し，x ̸= 1/4で異なっている．

q = eδ
3
, δ > 0, x = e−δ2s/4, s ∈ Rとおく．δについて (C.37)を展開すると

z± =
1

2

(
1± δs1/2 ∓ 1

4
δ3s3/2 +O(δ5)

)
(C.38)

を得るので，

Li2(z±) = Li2

(
1

2

)
±δs1/2 ln 2+ 1

2
δ2s(1− ln 2)∓ 1

6
δ3s3/2(1− 1

2
ln 2)− 1

24
δ4s2+O(δ5), (C.39)

ln z± = − ln 2± δs1/2 − 1

2
δ2s± 1

12
δ3s3/2 +O(δ5) (C.40)

が得られる．したがって g(z±) に対して

g(z±) = (ln 2)2 +
π2

12
+ δ2s ln 2∓ 2

3
δ3s3/2 +

1

4
δ4s2 +O(δ5) (C.41)

を得る．よって，(C.19) および (C.20)　から，a と b は

a3/2 =
3

4
(g(z−)− g(z+)) = δ3s3/2 +O(δ5), (C.42)

b =
1

2
(g(z−) + g(z+)) = (ln 2)2 +

π2

12
+ δ2s ln 2 +

1

4
δ4s2 +O(δ5) (C.43)

より決めることができる．(C.42)より，

a1/2 = (a3/2)1/3 = δ(s3/2)1/3(1 +O(δ2)) (C.44)

= δs1/2e2πik/3(1 +O(δ2)), k ∈ {−1, 0, 1} (C.45)

を得る．さらに (C.17)よりm ∈ {−1, 0, 1}として

ω(z) = e2πim/3

 3

2
(g(z)− b) +

√{
3

2
(g(z)− b)

}2

− a3

1/3

+ae−2πim/3

 3

2
(g(z)− b) +

√{
3

2
(g(z)− b)

}2

− a3

−1/3

(C.46)

を得る．ここで，(C.46)の解のうち，m = 1に対するものを選ぶことにする．すると，(C.41),

(C.42), (C.43)　および (−1) = e−iπ を用いることで，ω(z±)に対する展開

ω(z±) = ±δ(s3/2)1/3(1 +O(δ)) (C.47)
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を得るが，これは ω(z±) = ±a1/2の仮定と整合している．m = 1の場合と同様に，m = −1の

選択も前述の仮定と整合する．他方，m = 0は整合しない．続いて，

h(z) = Li2(z)− (ln z)2/2− 2 ln 2 ln z − (ln 2)2 − π2/12 (C.48)

とおき，δ ∼ 0での写像 w(z)について考える．(C.36) と (C.43)から g(z)− b = h(z) +O(δ2)

が得られる．また，(C.42)より a = O(δ2)を得る．したがって，m = 1とおいた (C.46)から，

ω(z) = e2πi/3 (3h(z))1/3 +O(δ2) (C.49)

を得る．ここで y > 0とおく．y ∼ ∞において

ln(ρ± iy) ∼ ln y ± iπ

2
(C.50)

および

Li2(ρ± iy) ∼ −1

2
(ln y)2 ∓ iπ

2
ln y + iπ ln y (C.51)

を得るので，y ∼ ∞において

h(ρ± iy) ∼ −(ln y)2 + iπ ln y ∓ iπ ln y ∓ iπ ln 2 +O(δ2) (C.52)

が得られる．(C.51)を得る際には，(C.13)を用いる．したがって，(C.49) および (C.52)から，

積分路 C = {ρ+ iy : −∞ ≤ y ≤ ∞}は，∞eiπ を始点とし∞eiπ/3を終点とする積分路 C ′′ に

写されることがわかる．f(z±) と f̃(z±)に対する展開は

f(z±) = 23/2 ∓ 21/2δs1/2 + 7 · 2−3/2δ2s+O(δ3), (C.53)

f̃(z±) = 21/2 ± 2−1/2δs1/2 + 3 · 2−5/2δ2s+O(δ3) (C.54)

で与えられる．(dz/dw)z=z± は

(
dz

dw

)
z=z±

=

(
dz

dδ

)
z=z±(

dw

dδ

)
z=z±

=

dz±
dδ

±dα
1/2

dδ

=
1

2
e−2πik/3 +O(δ2) (C.55)

より得られる．よって，(C.23) と (C.24)から

p0 = 21/2e−2πik/3 +O(δ2), (C.56)

q0 = −2−1/2e−4πik/3 +O(δ2) (C.57)
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を得る．以上より，(C.33)における積分に対し，以下の展開を得る；

1

2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
f(z) exp

(
1

δ3
g(z)

)
dz

= eb/δ
3

{
p0δ

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞eiπ
exp

(
ω′3

3
− aδ−2ω′

)
dω′

+
q0δ

2

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞eiπ
ω′ exp

(
ω′3

3
− aδ−2ω′

)
dω′ +O(δ4)

}

= eb/δ
3

{
21/2e−2πik/3+2πi/3δ

2πi

∫ ∞e−iπ/3

∞eiπ/3

exp

(
ζ3

3
− e4πik/3+2πi/3sζ

)
dζ

−2−1/2e−4πik/3+4πi/3δ2

2πi

∫ ∞e−iπ/3

∞eiπ/3

ζ exp

(
ζ3

3
− e4πik/3+2πi/3sζ

)
dζ +O(δ3)

}

= eb/δ
3

(
− 21/2e−2πik/3+2πi/3δAi

(
e4πik/3+2πi/3s

)
−2−1/2e−4πik/3+4πi/3δ2Ai′

(
e4πik/3+2πi/3s

)
+O(δ3)

)
. (C.58)

同様に，(C.34)における積分に対して

1

2πi

∫ ρ+i∞

ρ−i∞
f̃(z) exp

(
1

δ3
g̃(z)

)
dz

= eb/δ
3

{
p̃0δ

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞eiπ
exp

(
ω′3

3
− aδ−2ω′

)
dω′

+
q̃0δ

2

2πi

∫ ∞eiπ/3

∞eiπ
ω′ exp

(
ω′3

3
− aδ−2ω′

)
dω′ +O(δ4)

}

= eb/δ
3

(
− 2−1/2e−2πik/3+2πi/3δAi

(
e4πik/3+2πi/3s

)
+2−3/2e−4πik/3+4πi/3δ2Ai′

(
e4πik/3+2πi/3s

)
+O(δ3)

)
(C.59)

が得られる．ここで

p̃0 =
1

2

{
f̃(z+)

(
dz

dw

)
z=z+

+ f̃(z−)

(
dz

dw

)
z=z−

}
= 2−1/2e−2πik/3 +O(δ2), (C.60)

q̃0 =
1

2a1/2

{
f̃(z+)

(
dz

dw

)
z=z+

− f̃(z−)

(
dz

dw

)
z=z−

}
= 2−3/2e−4πik/3 +O(δ2) (C.61)

である．よって，(C.58) および (C.59)において k = 1 ととれば，(C.43)で与えられる bとと

もに Lemma を得る．
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ここで，さらに (C.30)，(C.31)に対し (B.2)を用いれば，

Aq

(
q1/2x

)
= −2

√
π

δ
exp

{
− π2

12δ3
+

(ln 2)2

δ3
+
s ln 2

δ
+

1

4
δs2
}(

Ai(s) +
δ

2
Ai′(s) +O(δ2)

)
,

(C.62)

Aq

(
q−1/2x

)
= −

√
π

δ
exp

{
− π2

12δ3
+

(ln 2)2

δ3
+
s ln 2

δ
+

1

4
δs2
}(

Ai(s)− δ

2
Ai′(s) +O(δ2)

)
(C.63)

を得る．

C.2 (3.2.10) の証明

q = e−δ3 , δ > 0, x = e−δ2s/4, y = e−δ2r/4, (s, r) ∈ R2 の置き換えとともに，(C.62) と (C.63)

を (3.2.1)へ適用するとただちに

Aq

(
q1/2x

)
Aq

(
q−1/2y

)
−Aq

(
q1/2y

)
Aq

(
q−1/2x

)
= −2π exp

{
− π2

6δ3
+

2(ln 2)2

δ3
+

(s+ r) ln 2

δ
+
δ(s2 + r2)

4

}(
Ai(s)Ai′(r)−Ai′(s)Ai(r)

)
×(1 +O(δ)) (C.64)

を得る．ここで，発散する因子 exp{−π2/6δ3 + 2(ln 2)2/δ3 + (s+ r) ln 2/δ}はまた (B.2)から

の因子と完全に相殺し，次を得る：

δ2

4
KAq

(
1

4
e−δ2s,

1

4
e−δ2r

)
=

Ai (s)Ai′ (r)−Ai (r)Ai′ (s)

s− r
× (1 +O(δ)). (C.65)

よって δ → 0の極限で (3.2.10)を得る．
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