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以前紹介したグリーン関数はジョージ・グリーンによっ
て導入され、本来は微分方程式や偏微分方程式の解法と
して用いられるものを量子力学に拡張したものであった。

G 𝑥1 − 𝑥0 =  𝑡1=𝑡0
∞ 𝑃 𝑥1, 𝑡1; 𝑥0, 𝑡0

左辺は 𝑡1 = 𝑡0~∞ までの確率の総和＝延べ回数

右辺は 𝑡0で出発したランダムウォークが𝑡1で𝑥1に
いる確立の総和



今回は『遅延グリーン(retarded Green‘s function)』と
『先進グリーン関数 (advanced Green’s function) 』につ
いて証明していきたいと思います。

遅延グリーン関数 𝑮𝒓𝒆𝒕 𝒓, 𝒕 とは

時刻 t に関するグリーン関数G 𝑡; 𝑡′ を考える時
t < 𝑡′でG 𝑡; 𝑡′ = 0となるもの

先進グリーン関数 𝑮𝒂𝒅𝒗 𝒓, 𝒕 とは

時刻 t に関するグリーン関数G 𝑡; 𝑡′ を考える時
t > 𝑡′でG 𝑡; 𝑡′ = 0となるもの



波動方程式

𝛻2 −
１
𝐶2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜑  𝑟, 𝑡 = −𝜌  𝑟, 𝑡

ここで、
𝛻2G 𝑥, 𝑦: 𝑥′, 𝑦′ = −𝛿 𝑥 − 𝑥′ 𝛿 𝑦 − 𝑦′

より
上記波動方程式を満たすグリーン関数

𝛻2 −
1

𝑐2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝐺  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ = −𝛿  𝑟 −  𝑟′ 𝛿 𝑡 − 𝑡′

と定義される。

今回は時間が方程式に入っているため『因果律』を考慮
する必要がある。

因果律・・・結果は原因より時間的に先行することがな
く、時刻tで起こる現象の原因はその時刻tよりも前の時
刻にならなければならない。



また、グリーン関数G  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ を時空点𝑟′, 𝑡′の単一源
作用が時空点ｒ , ｔに及ぼす影響であるとすると、次
の条件を満たさなければならない。
G  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ = ０ 𝑡 < 𝑡′ ⋯⋯『遅延条件解』
G  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ =０ 𝑡 > 0 ⋯⋯『先進条件解』

遅延グリーン関数を満たすための遅延条件解を求めるこ
とにする。

準備としてG  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ を  𝑟 −  𝑟′, 𝑡 − 𝑡′

のみの関数と仮定する。  𝑟′を位置座標の原点に取り、
それに合わせ時間tも定義すると、(  𝑟′ = 0, 𝑡′ = 0)
G  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ {=G  𝑟, 𝑡 } = 𝑔  𝑟 −  𝑟′, 𝑡 − 𝑡′ = 𝑔  𝑟, 𝑡

と書き直せる。



まず、遅延条件解を求めるためにtについてのフーリエ
変換(時間、空間座標が変数の関数を周波数の関数に変
換)をすることにする

参考

フーリエ変換：F 𝜔 =  −∞

∞
𝑓 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

逆フーリエ変換：f 𝑡 =
1

2𝜋
 −∞

∞
𝐹 𝜔 𝑒+𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔

tについてのフーリエ変換したグリーン関数を

 𝑔  𝑟, 𝜔 =  −∞

∞
𝑔  𝑟, 𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 と定義する。

前述した波動方程式を満たすグリーン関数は

𝛻2 −
1

𝑐2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑔  𝑟, 𝑡 = −𝛿  𝑟 𝛿 𝑡

と表記し直し、両辺に𝑒−𝑖𝜔𝑡を掛け、𝑡で積分する。



右辺は  −∞

∞
𝛻2 −

1

𝑐2

𝜕

𝜕𝑡2
𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡

=  −∞

∞
𝛻2 ∙ 𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 −  −∞

∞ 1

𝐶2

𝜕2

𝜕𝑡2
𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

=  −∞

∞
𝛻2 ∙ 𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡dt−

1

𝑐2  −∞

∞
𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ −𝜔2 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

= 𝛻2 +
𝜔2

𝑐2  −∞

∞
𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

 𝑔  𝑟, 𝜔 =  −∞

∞
𝑔  𝑟, 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 と定義したので

= 𝛻2 +
𝜔2

𝑐2  𝑔  𝑟, 𝜔 と書き表せる。

左辺は

− −∞

∞
𝑑𝑡𝛿  𝑟 𝛿 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡 = −𝛿  𝑟  −∞

∞
𝑑𝑡𝛿 𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝜔𝑡

= −𝛿  𝑟

※ −∞

∞
𝛿 𝑥 ∙ 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑒0 = 1 ……デルタ関数のフーリ

エ変換



以上より、

𝛻2 +
𝜔2

𝑐2  𝑔  𝑟, 𝜔 = −𝛿  𝑟

また、k=  𝜔
𝑐 とすると

𝛻2 + 𝑘2  𝑔  𝑟, 𝜔 = −𝛿  𝑟

この方程式の解で無限遠でグリーン関数が０となる条件

 𝐺 𝑟, 𝜔 =
1

4𝜋𝑟
𝑒𝑖

𝜔

𝑐
𝑟 ・・・・外向き球面波

(今村勤（１９７８）『物理とグリーン関数』p.36_40)
であるから、フーリエ逆変換すると、求めたいグリーン
関数が得られる。

g 𝑟, 𝑡 =  −∞

∞
 𝑔 𝑟, 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 =

1

2𝜋
 −∞

∞ 1

4𝜋𝑟
𝑒

𝑖𝜔
𝑟

𝑐
+ −𝑖𝜔𝑡

d𝜔

=
1

4𝜋𝑟
∙

1

2𝜋
 −∞

∞
𝑒
−𝑖𝜔 𝑡−

𝑟

𝑐 𝑑𝜔

となる。



ここで、𝛿関数の公式
1

2𝜋
 −∞

∞
𝑒±𝑖𝑘 𝑥−𝑥′

𝑑𝑘 = 𝛿 𝑥 − 𝑥′ を用いると

g 𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝑟
∙

1

2𝜋
 −∞

∞
𝑒
−𝑖𝜔 𝑡−

𝑟

𝑐 𝑑𝜔=
1

4𝜋𝑟
𝛿 𝑡 −

𝑟

𝑐

この関係式より、𝛿 𝑡 −
𝑟

𝑐
= 1 𝑡 =

𝑟

𝑐

= 0 𝑡 ≠
𝑟

𝑐

t< 0に対しては𝛿関数は0となる。

以上より、g 𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝑟
∙

1

2𝜋
 −∞

∞
𝑒
−𝑖𝜔 𝑡−

𝑟

𝑐 𝑑𝜔

は 遅延条件G  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ =0 𝑡 < 𝑡′ を満たす。
これを前述した『遅延グリーン』 𝑮𝒓𝒆𝒕 𝒓, 𝒕 と表す。

𝑮𝒓𝒆𝒕 𝒓, 𝒕 =
𝟏

𝟒𝝅𝒓
𝜹 𝒕 −

𝒓

𝒄



さて、次は先進グリーン関数𝑮𝒂𝒅𝒗 𝒓, 𝒕 を見てみること
にする。
先進条件は g  𝑟, 𝑡:  𝑟′, 𝑡′ =0   𝑡 > 0 であったので、

無限遠で0となる条件は 𝛻2 + 𝑘2 𝑔  𝑟, 𝜔 = −𝛿  𝑟 の解と
して

 𝑔 𝑟, 𝜔 =
1

4𝜋𝑟
𝑒−𝑖

𝜔

𝑐
𝑟

を用い、遅延グリーン関数と同様の計算を行うと

𝑮𝒂𝒅𝒗 𝒓, 𝒕 =
𝟏

𝟒𝝅𝒓
𝜹 𝒕 +

𝒓

𝒄
が得られる。

r  , c  は両方とも正の値を取るので t > 0に対しては
𝛿関数は0となるため、先進条件を満たす。
これを前述した『先進グリーン』 𝑮𝒂𝒅𝒗 𝒓, 𝒕 と表す。

𝑮𝒂𝒅𝒗 𝒓, 𝒕 =
𝟏

𝟒𝝅𝒓
𝜹 𝒕 +

𝒓

𝒄



以上よりまとめると

遅延グリーン関数： 𝐺𝑟𝑒𝑡 𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝑟
𝛿 𝑡 −

𝑟

𝑐

先進グリーン関数: 𝐺𝑎𝑑𝑣 𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝑟
𝛿 𝑡 +

𝑟

𝑐

となる。

上記から見てわかるように
𝐺𝑟𝑒𝑡 𝑟, 𝑡 は時間の『過去』から『未来』へ行く時間順序
𝐺𝑎𝑑𝑣 𝑟, 𝑡 は時間の『未来』から『過去』へ行く時間順序
を表していることになる


