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第 1 章 はじめに 
 

 
vicious walkers とは，同じサイトを２つのウォーカーが占有することのないランダムウ

ォーカーのことである． 

 

ここでは下図のように，１次元で単位時間あたりに上に一歩進むか，またはその場に

留まったままだとする vicious walkers が 1 列に並んでスタートする場合を考える．ただし，

での初期配置は下から順にひとつずつ詰まっている状態であるとする． 0tt =

 

 
図 1.1 

 

時間経過後，この配位数はどうなるだろうか． ランダムウォーカーの数が少なく短時

間の場合は数え上げることは容易だが，数を増やし長時間の場合数え上げることは困

難となる．そこで vicious walkers の配位数と半標準ヤング盤が対応することを利用す

れば、半標準ヤング盤の総数を与えるシューア関数の特殊値を考えることにより

vicious walkers の配位数が求まることになる． 

ここからは半標準ヤング盤の説明と，シューア関数のいくつかの具体的な表現を見

ていくことにする． 

 

 

 

 

 

 

 

0tt = 1tt = 3tt =2tt =
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第 2 章 半標準ヤング盤 
 

2.1 分割 
  

 

 

 

 
同じものとする．　

しないで０だけ違うものは区別などの尾についている

．の数をλの長さというなるλ＞　と書き，λλを　　λまた　

を分割という．・・・λλ　なる整数のセット・・・λ　λ

)0,0,1,2,2(),0,2,2,2(),1,2,2(

0
),,(0 2121

iii i∑
≥≥≥

 

2.2 ヤング図形 

にその例を示す．図

で表す．λいい，，もとの図形の共役として反転させたものをまた図形を対角線に関

あるという．ヤング図形の形がλで

，ヤング図形といい，あわせて並べたものを個の箱等を順次左端を水平にλ

行目に個の箱をに水平にλに対応させて，１行目・・・λλ　分割λ

1.2

2),,(

2

121

′

=

＝λ2′ ２

 
          

図 2.1  ヤング図形の例 

 

 

 

 

 

（ボックスの数）＝λ　

）のヤング図形λ＝（

7
1,2,4

＝４λ1

＝２λ2′

＝２λ2

＝１λ3′

＝１λ3

＝１λ4′

　

）＝（λ 1,1,2,3′
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2.3 半標準ヤング盤 

( ) ( )
( ) ( ) jiij

jiij
<

≤

より大きい　　が上側の数字ペアは下側の数字．垂直方向に隣り合う

以上である　が左側の数字ペアは右側の数字．水平方向に隣り合う

標準ヤング盤という．数を挿入したものを半下の規則に従って正整ヤング図形に対して以

2
1

 

  

１ ２ ２ ３

２ ３

３

≤

＜

１ ２ ２ ３

２ ３

３

≤

＜

 
   

             図 2.2  半標準ヤング盤の例 

 

 

 

 

 

 

 呼ぶ．と書き，コストカ数と

標準ヤング盤の総数共通のλ，μを持つ半

でする場合もある．そこング盤がいくつか存在

をもつ半標準ヤん同じ形λで，重みμの重みという．もちろ）をμ・・・μμ＝（μ

るとき，個、・・・と入ってい個、２がμに対し，１がμ　また半標準ヤング盤

λ，μ =K

l T,,,
T

21

21

 

 

2.4 vicious walkers と半標準ヤング盤の対応 

 

 
下図を考える．ここで，具体例として

を示す．うに対応しているのか標準ヤング盤がどのよ　ｗａｌｋｅｒｓと半　次にｖｉｃｉｏｕｓ

 

 
 

 

 

 

図 2.3 

 

0tt = 1tt = 2tt = 3tt =
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 していく．ついても同様の操作を以下三番目，四番目に

並べていく．時刻を書いた箱を縦にの右側の列に，動いた

カーに対応させた箱番目のランダムウォーーカーについては、一二番目のランダムウォ

けていく．いた箱を続けて下につ同様に動いた時刻を書

の下につける．書いた箱を先ほどの箱

して２ととしたら、これに対応時刻がーカーが次に移動した一番上のランダムウォ

意する．　して１と書いた箱を用そのとき，これに対応

る．　で初めて移動したとすムウォーカーが時刻まず，一番上のランダ

いる状態だとする．　が下から順に詰まってでランダムウォーカー　初期時刻

2

1

0

tt

tt
tt

=

=

=

 

 

 

 

 

 

 

 

                     図 2.4 

していく．

ーア関数について説明る．　次章からはシュ立つことが知られているシューア関数が役に

形に対応して定義されの数え上げには、そのしい．半標準ヤング盤が決まる盤の総数に等

によりその形配置の数は， 終位置Ｎステップ後の可能なｕｓ　ｗａｋｌｅｒのよってｎ　ｖｉｃｉｏ

わかる．ヤング盤であることが

含んだものが半標準動いたかという情報をォーカーがどの時刻でそれぞれのランダムウ

に対応し，位置はヤング図形の形ｗａｌｋｅｒｓの 終うなｖｉｃｉｏｕｓ　つまり今考えているよ

も同様である．

四番目についてに対応する．三番目，λがーが進んだサイトの数目のランダムウォーカ

に対応し，二番λ数はカーが進んだサイトの番上のランダムウォー　このようにすると一

２　

１

′

′

 

 

 

 

 

１ ２ ２ ３ 

２ 

３ 

３ 

0tt = 1tt = 2tt = 3tt =
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第 3 章 シューア関数 

 

3.1 シューア関数の定義式 

シューア関数を表す式は以下のようなものがある． 

( ) ( )

( )：モノミアル対象関数ｘ　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　：コストカ数　　　　　　ｘｘ　　

を用いた定義式･モノミアル対象関数

μ

μλμ
μ

μλλ

m

KmKs ,,∑=  ）（3.1

( ) ( )
( ) ( ) 　　　　ｎ変数反対称関数　　　ｘ　　　　　　
ｘ

ｘ
ｘ　

用いた定義式・ｎ変数反対称関数を

λ

δ

δλ
λ :a

a
as +=  ）（3.2

( ) ( )
( )

00

:)(det

:)(det

1

1

,´

´,1

==<

=

=

≤≤+−

≤≤+−

rr

rjiji

rjiji

ehr

ee

hhs

i

i

なら　　　　　　　　　　　

基本対称式　　　　ｘ　　　　　

完全対称式　　　　ｘ　ｘ　

称式を用いた定義式・完全対称式，基本対

λ１λ

λλλ

 ）（3.3

 

( ) 　　ｘｘ

いた定義式･半標準ヤング盤を用

半標準盤

α
λ ),,( 21 Lααα == ∑s  

）（3.4

 

 

次にこれらを順に説明していく． 

 

 

3.2 モノミアル対象関数を用いたシューア関数の表示 

 ( ) ( )ｘｘ・ μ
μ

μλλ mKs ∑= ,

 
 

( )
う．の和をとったものをいαについてｘ

を行った像割λに対してある置換とよばれるもので、分はモノミアル対称関数ｘ

α

μm
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式で表すと 

 

( ) ∑=
α

α

異なる
λ ｘｘ　　m 

 

となる． 

 

いくつか具体例を下記にあげることにする． 

 

 

321

2
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1

)1,1,1(2

)0,1,2(

xxxm

xxxxxxxxxxxxm

=
=

+++++=

=

λ

λ

　　　　　

で三変数のとき　　例

　　　　　

で三変数のとき例１　　

λ

λ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                (3.5) 

 

 

 
                       図 3.1 

．よりよくわかるだろうも図のだが，それについて数がコストカ数である

ヤング盤の，重みμをもつ半標準いる．また同じ形λで何個あるかに対応して

がの肩の数字がその数字，グ盤内の数字に対応しの添え字が半標準ヤン

3.1

xx
 

 

 

3.3 反対称関数を用いたシューア関数の導入 
 反対称関数を用いたシューア関数の定義は(3.2)式で与えられるが     について 

は次のように定義する．     

１ 2 

3 

１ 3 

2 

１ 1 

2 

１ 1 

3 

１ 2 

2 

2 2 

3 

１ 3 

3 

2 3 

3 

( ) ( ) ( )

る．で表すと次のようにな半標準ヤング盤

　　　　　　　　

ｘｘｘ

で三変数の場合

を計算してみよう具体的に

λ

λ

2313321
2
23

2
121321

)0,1,2()0,1,2)(1,2()1,1,1()1,1,1)(1,2(

2

)0,1,2(

xxxxxxxxxxxxxx

mKmKs

s

+++++=

+=
=λ

)

次に、

　　

　　　　

　　 2222 x+

これを

(ｘλa
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( )
n

n

n

nnn xxx

xxx
xxx

a

λλλ

λλλ

λλλ

λ ｘ

L

MOMM

L

K

21

21

21

222

111

=
 

 

 

 

これは行の入れ替え，つまり変数の入れ替えを行うと行列式の性質より符号が変わる 

ｎ変数の反対称関数である． 

ここで              としたとき )0
 

 

 

                                            （3.6） 

 

 

     をヴァンデルモンドの行列式といい，差積で表すことができる． 

 (3.3)式の証明を以下に記す． 

 

（証明） 

        
 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )

1)()(

1)()(
1000

1)()(

1)()(
100

1

1
1

)(

)(
0

1

1
1

11
3

1
2

1212
3

212
2

2

1
3

1
2

212
3

212
2

2

1

2
1

2

2
2

212
2

2

1
2

1

21

2
2

1
2

2
1

1
1

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx
x

xxxxx

xxxxx
xx

xx

xx
xx

a

nn
n
nn

n
n

nn

nn
n
nn

n
n

nn

n
n
nn

n
n

nn

n

n
n

n
n

nn

nn

−−−

−−−
=

−−

−−
=

−

−
==

−−

−−

−−

−−

−−

−−

−

−−

−−

−−

L

MMOMM

L

L

L

MMOMM

L

L

M

L

MOMM

L

K

L

MOMM

L

K

　　　　

　　　　

ｘδ 　　

,,L2,1 −−= nn（δ

( ) ∏
≤<≤

−−

−−

−−

−==
n

ji )
M ji

n
n

n
n

nn

nn

xx

xx

xx
xx

a
1

21

2
2

1
2

2
1

1
1

(

1

1
1

L

OMM

L

K

ｘδ

)(ｘδa

を第１列に加える

を掛けたもの第２列に 1x−

を第２列に加える

を掛けたもの第３列に 1x−

1

1
1

)())((

)()()(

)()()(
)()()(

)1(

32

3
3

2
3

3
2

2
2

13121

11
3

1
2

1313
3

313
2

3

1212
3

212
2

2

1

L

MOMM

L

L

L

L

MOMM

L

L

−−

−−

−−

−−

−−

−−

+

−−−=

−−−

−−−
−−−

−=

n
n

n
n

nn

nn

n

nn
n
nn

n
n

nn

nn

n

xx

xx
xx

xxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx
xxxxxxxx

以下順次繰り返す

第１行で余因子展開する 

それぞれの行から共通因子を

括りだす 
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∏
≤<≤

−

−−−

−
−

−=

−
−−

−−−
−−−−=

−−−=

nji
ji

nn

nnnn

n

nx )
をしていく

と同様な操作ついても，

に以下

1

432 ,,,,
x

xxxx nLL

n

n
nn

xx
xx
xxxx

xxxxxx
xxxxxxx

x
x

xxxxxx

1

1

212

24232

1413121

1
23121

)(
)(
))((

)())((
())()((

1
1

)())((

MO

MO

LLLLLLLL

LLLLLLLL

LL

M

 

     証明終わり 

 

 みる．計算がどうなるかみて変数のときの具体的なで式が，λここで 3)0,1,2((3.2) =
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 (3.7) 

 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

．）式の結果と一致するこれは

　　　　

　　　　

ｘ

ｘ

ｘ

ｘ
ｘ

る．は次のように計算されｘこれらより

となる．

ｘ　

　　　　　　

ｘ　

それぞれ

はｘとｘである．　よってδ，λなのでδ

δ

λ
λ

λ

δ

δλ

δλδ

5.3(
2

))()((

))()((
))()((

))()((
1
1
1

))()((
1
1

))((

1)(
1)(
100

1)(
1)(
10

1
1
1

)0,2,4()0,1,2()0,1,2(

3212
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1

323121

323121

2
3

2
2

2
1

2
3

2
1

2
2

)0,1,2(

)0,2,4(

323121

3
2
3

2
2
2

1
2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
1

2
22

3

2
22

1
2
3

2
1

2
2

2
1

2
3

2
1

2
3

2
3

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
3

2
1

2
3

2
3

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
3

4
3

2
2

4
2

2
1

4
1

xxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx

a
a

a
a

s

s

xxxxxx
xx
xx
xx

a

xxxxxx
x
x

xxxx

xxxxx
xxxxx

xxxx
xxxx
x

xx
xx
xx

a

aa

++++++=

+++=

−−−
−−−

===

−−−==

−−−=−−=

−−
−−=

−
−==

=+==

+

+

+

δ

λ
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3.4 基本対称式と完全対称式によるシューア関数の 

表示 
(3.3)式はヤコビ・トルーディの公式という． 

 

3.4.1 基本対称式と完全対称式 
(1)基本対称式 

 　
 の
 　

 
具体例としては
 　
 　
 n
 個の変数を選び出すとr

 ま

 E
 

 
と定義

n

( )

( )

( )

( )

( )

する．

ｘ

として生成母関数をｘた

．選び出さないのが特徴き同じ変数を重複して

変数からがわかる．す数となっていることがその変数から選び出が変数の数で

ｘ　　　

　　のとき　　　　　

ｘ　　

される．ことであり次式で示

も同じである多項式らなる項の次数がどれとは全て異なる変数かｘ　基本対称式

∏∑

∑

==

≤<<≤

+==

=

++=
==

=

n

i
i

n

r

r
r

r

niii
iiir

r

txtet

e

nr
xxxxxxe

nr

xxxe

e

r

r

10

0

133221

1

)1(,

1

32

21

21
L

L

 ∑
r

 
∏　
 i

 　

 　

 　 ∑

∏

=

−

=

==

=

++++=

++++++++++=

+++=+

+=

n

r

r
r

n
n

n
nnnn

n

n

i

n

i
i

r
r

te

tetetete

txxxtxxxxxxtxxx

txtxtxtx

txte

0

2
21

0
0

21
2

1312121

21
1

10

)()(1

)1()1)(1()1(

)1(

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

すことができる．については次の様に示　

L

LLLL

L

 

 

（2）完全対称式 

 完
 

 
多項式のことであ

 　

 

 た

( )

る．　となる条件で和をと　　だし　　

ｘｘ　　　　

できる．式のように示すことがり次

数が同じであるてもいいがどの項も次変数の積からできてい全対称式とは，どの

∑

∑

=

=≤≤

=

n

j
jj

r

rr

h

1

'

0 αα

α

α
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( )

と定義する．

ｘ　　　　

として生成母関数をｘまた

　　　　い点である．　　　　出すとき重複してもよる点は　，変数を選び

式と異なす数を表す．基本対称はその変数から選び出は変数の数でありのようになる．

　　　

　　のときには　　例として

∏∑
=

∞

= −
==

=

+++++=

==

n

i ir

r
r

r

tx
thatH

h

rn
xxxxxxxxxh

nr

10

0

133221
2
3

2
2

2
1

)1(
1,

1)(

32

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )

( )

∑

∑∑

∑∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

∑∑∑

∏∑∏

∏∑

∞

=

∞

=

∞ ∞ ∞ ∞

=

∞ ∞ ∞

∞

=

∞

=

∞

=

=

∞

==

=

∞

=

=

=

∑
=

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=
−

−
=

=

=

0

0

)(0
21

21

00
2

0
1

1 01

10

´

)
)1(

1
)1(

1

1 2
1

21

1 2

121

2

22

1

11

r

r
r

r

r

rr

r
n

n

n

n

i
i

n

i i

n

i ir

r
r

th

t

txxx

txxx

txtxtx

tx
tx

tx
th

n

n

j
i

n

n

n

j
j

n

n

nn

i

ii

　　　　　　　　

ｘ　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　

ﾃｲﾗｰ展開による級数の和の公式または　　　　　（無限等比　

は次のように示せる．　

α

α

α α α α

ααα

α α α
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 のとき　　λ　　λ　　　例　

こともわかる．
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ラプラスの展開定理 
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第4章 まとめ 
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