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ランダム行列とは，成分が乱数で与えられる行列

のことである[1.2， 3J.例えば，NXM行列を考え

たとすると，その NM~留の各成分にどのようなノレ

ールで乱数を割り振るのかを指定すれば， ランダム

行列の統計集団が定義されたことになる.

ここでは，M= N，すなわち，正方行列x=
(X民)l:ij， k~N の場合を考えることにする.各成分を

与える乱数を自然数Nとするのか，実数 Rとする

のか.あるいは，複素数 Cや四元数Qにするのか

をまず決めなければならない.

いま，成分は複素数 Cであるものとしよう.それ

では，各成分の実部と虚部を独立な乱数とするのか，

相関を持たせるのか.また，異なる成分を与える乱

数の聞に相関を持たせるのか.乱数の独立性につい

ての設定が求められる. 1 ~玉 j<k 壬 N として，仮

に，(k， j)成分を与える乱数X却を，対角成分に対

して対称な位置にある(j， k)成分を与える乱数 Xjk

の複素共役であるものとすると(そして，対角成分

は実乱数とすると)，我々はランダムなエルミート

行列の統計集団を得ることになる.行列成分を与え

る乱数の問に従属性を持たせることにより，ランダ

ム行列に対称性を与えることができる.

さて，サイズ Nのランダム正方行列JX = (Xik) 

を1つ指定するのに必要な独立な実乱数が n個だ

ったとする.それでは，その n個の実乱数の分布を

どのように指定するのがよいだろうか.例えば，そ

れらがガウス分布で与えられるものとしても，その

平均値と分散を与える Jレールを定めなければならな

L、.

このように考えると， ランダム行列の統計集団は

無数に存在することになる. ところが，ランダム行

、、幅、

列理論では，いくつかの限定された統計集団につい

て，詳しい研究がなされているというのが実際であ

る.その理由として，多くの場合我々は，その統計

集団に属するランダム行列の固有値ゃ固有ベクトノレ

の確率法則が，行子IJサイズ N を無限大としたとき

に従う極限定理に興味を持っていることが挙げられ

る.任意のサイズ N に対して，固有値や固有ベク

トノレの性質がある程度容易に調べられるような行列

の統計集団であることが望まれるのである.

ランダム行列jの確率法則の極限定理1)には普遍性

Cuniversality)があることが期待されている [2].

行列サイズ N →∞での極限定理は，有限サイズの

ランダム行列の統計集団を指定するノレーノレの「詳

細Jには依存しないという予想である.そこでは，

(Rか，<Cか，それとも 52かといった)各行列成分の

代数構造や， (上述のエルミート性のような)ランダ

ム行列の対称性が極限定理を決めており，乱数の独

立性の度合いや，独立な乱数の分布の与え方は「詳

細Jであると見なされる.この予想を信じるならば，

解析が簡単な統計集団に対して導いた極限定理が，

より複雑な統計集団でも成り立つことになる. した

がって，ランダム行列の普遍クラス(universality 

class)の分類とその特徴づけは，各々のクラスに属

する可解な統計集団を見出して，それらを詳しく解

析することでなされるはずである.

このような予想は，統計力学での臨界現象の研究

に由来するものと思われる.磁界現象とは，連続相

転移に伴い自由エネルギーなどの物理量の解析性に

1) ウィグナーの半阿JiIJやトレ←シーウィダム分布且:J.ある

いは，ジュープノレの円則など，種村氏の記事や白井氏の記事に解

説があるので参照のこと
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異常が現れる現象である.その特異性を表す臨界指

数は，系の内部自由度と，相互作用の長距離での振

る舞い，および，系の空間次元だけに依存し，物理

系やそれを表す模型の「詳細j には依存しないとい

うのが，そこでいう普遍伎である [4]. この普遍性

予想の下，イジング模型やパーコレーション模型と

いった，各々の普遍クラスを代表するミニマル(最

小)模型の研究が重要となるが，これらのモデル系

に対応するものとして，ランダム行列理論において

は，いくつかの「典型的な統計集団」が中心的な役

割を担うことになるのである.

以下では，ガウス型統計集団，その中でも特に，

ガウス型ユニタリ統計集団(GUE)とよばれるもの

を例にして，ランダム行列理論における典型的な統

計集団とはどのようなものなのか説明する.その後

で，最近の発展について解説する.

1....ガウス型統計集団

サイズ N のラン夕、ム正方行列 X= (X片)にエル

ミート条件Xt(三 'X)= Xを課すことにする.そう

すれば， Xはユニタリ変換によって対角化でき，固

有値はすべて実数であることが保証される.サイズ

N のエルミート行列の独立な実成分は n= N2個

ある.そこで，互いに独立で， どれも標準正規分布

N (0， 1)に従う N2個の乱数を用意することにする2)

ただしそれらを，便宜上， {Gj， Gk(， Gk，}と表記して，

l三三 l豆 N，1 ~玉 k<fl 壬 NIこ対して ， Gj - N(O， 1)， 

Gk( - N(O， 1)， Gki - N(O， 1)とする.これでちょ

うど，N+N(N-1)!2X2=N2個である.その上

で， ランダム行列 X= (xρ の各成分は

Xjj=Gj， 

、l
，J'Bム

〆50¥

Xk{ =五=長いiω

で与えることにする.ただし，i=Ffである.エ

ルミート条件を課した上で許される N2個の自由度

すべてに独立な乱数を与えたのであるから i最も

ランダムなエノレミート行列の統計集団」が得られた

ことになる.計算:を容易にするために各乱数はガウ

特鱒ランダム行列

ス分布に従うものとした. しかし，各成分に乱数を

割り振るノレーノレ(1)で最も大切なのは，非対角項の

定義式に 1八f2という因子が入っているところなの

である.このことを以下説明しよう.

本稿では一般に，大文字で表した実乱数 G片やラ ¥ 

ンダム行列 X，あるいはその成分 Xjkの実現値を，

g;kや xやめhのように小文字で表して区別すること

にする.また，実乱数Rの実現値が微小区間

[r，r+dr)に含まれているという事象を REdrと

絡記する.

G -N(O， 1)に対して，GEdgの確率は

P(G Eぬ)=7LeHW
" {，i[ 

(2) 

で与えられる.サイズ Nのエルミート行列全体の

空間中の xを含む体積要素を dxと書くことにする.

すると，上述のランダム行子IJXの定義より， XEdx 

である確率は(2)のN2重穣

N 
np(G;Edgj) 日 {P(GkiE dgk )P( eんEd.ijk，)} 

}=1 lSk<i謡N

区 expl-l1芝g/+ ~ (gff+gf，) 11 
I ~ Ij=l l~k<ζ妥N II 

に比例することになる.ところが， (1)のようにし

たことにより，実現値の間に

N 

~gl+ ~ (gL+gk~) 
j=l ]:i k<;~N 

N 

= ~Xj~十 2 ~五/Xkf
j=l 1;足kく u重N

N N 

=~~高品= Trxtx 

という等式が成り立つのである. したがって，我々

の「最もランダムなエルミート行列統計集団」の確

率測度は， c，を規格化因子として，

加 点 ) 九 位P(や rXtX )dX 

で与えられることになる.

エルミート行列を X→ vjxvとユニタリ変換する.

( 3 ) 

2) 平均 μ，分散がの正規分布(ガウス分布)を N(/l.6')と記

し，百L数(確率変数)Gが N(μ，6')に従うことを G-N(/1，6')と

表す 平均 0，分散 lの正規分布 N(O，l)を特に，標準正規分布
という，
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そうしでも， Trx'xもdxも不変である.よって，

(3)で与えられる確率測度は，ユニタリ変換不変で

ある.このことより， (1)のノレールによって成分が

与えられるランダムなエルミート行列の統計集団は，

ガウス型ユニタリ統計集団(GUE)とよばれる.

サイズ Nのエノレミート行声IJXが与えられたとき，

その実固有値をん話ん壬…主五んというように小

さい)1頃に並べたものを Aと書き，これをベクト

ル (，11， "'， AN)，あるいは対角行列 diag(A1，"'， AN) 

と見なすことにする.この λを与えると，対応す

る固有ベクトノレの列が成すユニタリ行列 uが一意

的に定まり， x = U'λuを得る.そこで， (3)にお

いて x→ (λu)という変数変換を行うことにす
N 

る.すると， Trx'x = 2..:i.J = IAI2であり ，dx= 

日 (Akーん)2d.えduとなることが示せる[1， 2]. 
l:ij<k孟N

ここで， rr (Ak-ん)2はこの変数変換に伴うヤ
l~j<会話 N N 

コピアンであり ，dA = rr dんである.また，du 

はサイズ N のユニタリ行列全体の空間(これは笑

N(N-1)次元である)上の一様測度(ハーノレ測度)

である.

以上のことより， GじEは/11壬JI2~五・・壬 /lN を

満たす実 N次元乱数 A= (A" "'， /lN) とランダム

なユニタリ行列IJUの対 (A，U)の統計集団と等価に

なるように，ノレーノレ設定されたものであるといえる.

対の後者のランダムなユニタリ行列 Uに関しては，

その一様分布で均すことにすると， GUEにおける

ランダムな固有値 Aの統計集団が得られる.その

確率測度は，のを規格化因子とし， β=2としたと

きの次式で与えられることになる.

P(jl巨dえ)

= c2exp( -41λ12) rr (Ak-AYdA (4 ) 
l せ 11'正j<k:重N

任意の j 宇舟に対して， IAk-A;I-→Oとすると，

P(A E dA)→ 0となる. よって， ランダムな固有値

は，互いに斥力的な相関をもって分布していること

になる.

これまでは， ランダムなエルミート行列の独立な

成分が複素数Cで与えられる場合を説明してきた

t臨.品，--"__I_

が， Rや Qで与えられる場合にも同様の計算をす

ることができる.そしてそれぞれ，直交変換とシン

プレクティック変換に対して不変な確率測度を導く

ように，行列成分を与えるノレーノレを設定することヲz

できる.得られたランダム行列の統計集団は，ガウ

ス型車受統計集団(GOE)とガウス型シンブレクテ

ィック統計集団(GSE)とよばれる.固有{直の確率測

度は， (4)でそれぞれβ=1と4とおいたもので与

えらオもる. GOE， GUE， GSEの3つを， ウィグナ一一

ダイソンの古典的統計集団とよぶ.

β= 1， 2， 4に限らず¥一般の β>0の値に対して，

国有値分布が(4)で与えられるランダム行列の統計

集団も知られている.これはガウス型β統計集団

とよばれるが，そこでの行列成分を与えるノレーノレは，

以下のように古典的な場合と大きく異なっている

[2]. X = (X片)は 3重対角行列(したがって事

Ij-klミ2では X;k= 0)であり， 1 ~玉 j ~ N， 1 ~玉ん

孟λr-1に対して Gj~ N(O， 1)， Ck ~ x((N-!?)β) 

とした上で，

ん=/;GjXkk+1 = Xk+1k =方G (5) 

とする.ただし，x(ωは自由度 αのカイ分布とよ

ばれる正値乱数の分布を表し， C ~ x(α)はC>u

に対して，

P(CEdc) =三二三二cα-le-C'2dc 
T(α/2) 

であることを意味する (Tはガンマ関数).αENの

ときは， α倒の独立な e;~ N(O， 1) (1壬 1壬α)で

与えられる正値乱数ELfxM)に わ ガウ

ス型 β統計集団のランダム行列は，対角成分とその

すぐ上下の成分以外の成分は零である疎行列である

が，成分中に正規乱数が束ねられているのである

ここで，統計力学になじみのある読者向けにコメ

ントを Iつ加えておくことにする. (4)をギブス測

度の形 e-sマω/Zに書き直すと，ハミノレトニアン{土

Je(A) = ~Iλ12_ 2..: log(ん-，1;)
't 1;>;}く'leN

で与えられる. 2体力相互作用はすべての固有値間

調輔副闘・・‘



にはたらき， 2体ポテンシャノレは短距離極限でも長

距離極限でも発散する対数関数で与えられることに

なる.この系は l次元対数ガス系とよばれる. この

とき， βは逆温度と見なされる.

2 ・動的拡張から多重SLEへ
時刻 t=Oに bE lRをスタートした l次元標準ブ

ラウン運動(以下 BMと略称)をグ(t).t ~ 0と記

すことにする.各時刻 t> 0で，Bb(t) ~ N(b. t)で

ある. そこで， l;?;; j妥 N，1主玉舟<f;玉N に対し

て，BJi. B2" Bf， というそれぞれ独立な N2個の BM

を用意して(ただし，ム <b2 < ーくんすとする)，

Xjj(t) = Bf'(t). 

Xk，(t) =ん (t)=会副t)+im，(t)) (6) 

とおくと， (1)の自然な形での動的拡張X(t)= 

(Xjk(t)). t孟 Oが得られる.これは，対角行タIJb = 

diag(九…• bN) を初期値として時間発展する iGUE

の拡散過程Jである.

伊藤の公式を適用することにより，固有値の時間

発展 A(t)= (/11(t)，…./1N(t)). t孟 Oは，次の確

率微分方程式系で β=2としたものに従うことが導

ける [5，6]. 1 ~玉 1 壬 N. t~ 01こ対して，

Aι s ~ dt 
dil;(t) = dB;'i(t)十こ I: 

J¥L' tA-"-'J ¥{'f ' 2 J 孟 k~N.Hj /1j(t)-/1k(t) 

( 7) 

ただし，{E/i(t)}は上述の {Bfi(t)，B2r(t).Bf， (t)} 

とは別の，互いに独立な N個の BMである.同様

にして， GOEとGSEの動的拡張に対しては，それ

ぞれ(7)でβ=1と4としたものが導かれる.

一般に(7)で与えられる確率過程はタイソン模型

とよばれる.これは対数カ守スの確率的なダイナミク

スを表す[2}. 特に β=2のときのダイソン模型は，

各々がブラウン運動する多粒子系に非衝突条件を課

した系として実現される.これは，白井氏の記事に

ある行列式点過程を動的に拡張した行列式過程であ

り， i多粒子可積分確率過程」の典型例である [2，5，

6]3). 

特集@ランダム行列

β= 8/Kとおき， 1 ~玉 j 壬 N に対して，

Iう(t)=/1j(Kt/N) (8) 

とする.つまり ，Kの値と粒子数N に依存して，ダ

イソン模型の時間尺度を変更する.その上で，複素

上半平面 E= {z E C : 1m z > O}上で定義される干

時刻 fに依存した複素関数民として，初期条件

九(z)= Z E ~~1 の下，次の確率的な常微分方程式を

満たすものを考えることにする.

dF，(z) l.t'-. 2 

dt N ;'='1 F，(z) -Tう(t)'
(9) t ~ O. 

N =  1のとき，V1(t) = BO(Kt)とすると， (9)は

(;BO(t)で駆動されるシュラムーレヴナー発展

(SLE)に等しい[6，7].N 主主 2のときは. ダイソン

模型(7)の解の時間変更(8)で駆動されることになる.

このランダムな解 F， は，次の意味で E内のN本の

曲線 r(t)= (九(t).....rN(t))，O<t<∞，のラ

ンダムな時間発展を与える.ただし，以下では 0<

K三五 4(β ミ 2)の場合に限って述べることにする.

また，!i(O.tl= U乃(s)，乃=lim!i(O. t 1という。<s謡t t→~ 

記法を用いる.

各 1壬j壬N に対して，曲線!i(t)の出発点は R

上であり，ダイソン模型(7)で記述される対数ガス

系の 1番目の粒子の初期位置 /1j(O)= E/i(O) = bj 

に等しく，また，終点はどれも lim口(t)=∞であ

る.各!ilまlHI内の単純曲線であり，また，N:本の

曲線は互いに交差しない. (次ページ図 1を参照.) 

そして，各時刻 t正 (0.∞)において F，(乃(t))= 

Iう(t)(l壬 f孟 N)であり ，F， は

N 

等角写像(共形変換): 週¥Uι(0.tl→ 亙

を与える. ランダムな等角写像 F， の定義域の E内

の境界として，r(t). 0 < t <∞が与えられるので

(9)は多量SLEとよばれる[8).ある.

3) ただし.一般の βの{直に対して尉有値過程が(7)で与えら

れるように，ガウス型 β統計集団(5)を動的に拡張する正しい方

法!丸未だ見つけられていない.
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Imz EvolutiOJ1， alld the Dysoll Model"， Springer (2015) 

[7J 白井朋之，香取主主理. rSLE (Schramm-Loewner 

Evolution) J (伊藤清企画・監修，渡辺信三，重川

一郎編 7確率論ハンドプソクー丸善出版(2012L

の 11.4宣告).

I'.v [ 8 ] I. Hotta and ;¥<1. Katori. Hydrodynamic limit of 

b， b， bJ b， bN Rez 

国 1 多重 SLE(0く K 重 4)で与えられる E内のランダム曲線

の僚子

3 おわりに

SLEは連続パラメータ K を持つが，これが特別な

値をとるごとに， (境界を有する 2次元平面上の)臨

界現象における普遍クラスを記述することが予想さ

れ，部分的に証明されている 例えば.h = 3およ

び 16/3はイジング模型の，K = 4 i土ガウス自由場の，

また，K = 6はパーコレーション模型の普遍クラス

に対応する [6，7J. 多重 SLEに対する研究はまだ始

まったばかりである.筆者は，本稿の冒頭に述ぺた

ランダム行列の統計集団における普遍性と，臨界現

象における普遍性とが，ダイソン模型の「上位機種j

である多重 SLEを通じて，協奏的に研究されるこ

とを夢見ている.
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