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0 はじめに

互いに独立な N 本の 1次元拡散過程を, 粒子間衝突が起こらないという条件の下で考えると，粒
子間に強い斥力相互作用をもつ多粒子拡散過程が得られる．これを非衝突拡散過程とよぶ. 1 次元
拡散過程として特にブラウン運動を考えると, 得られる非衝突拡散過程は，ある行列値過程と関係
することを Dyson が 1962 年に示している [10]. 彼は, 対角成分が実ブラウン運動に従って変動し,
非対角成分が複素ブラウン運動に従って変動する，エルミート行列に値をもつ確率過程を考案した．

行列のサイズを N ×N とする. エルミート行列値なので N 個の固有値は実軸上を運動することに

なるが，Dyson はその運動を記述する N 連立の確率微分方程式を導いた．本稿では，この固有値

の確率過程を Dyson モデルとよぶことにする．実軸上の固有値をそれぞれ 1 次元上の粒子の位置
とみなすことにすると，Dyson モデルは 1 次元 N 粒子系を記述することになる．Dyson は, これ
が非衝突ブラウン運動に他ならないことを結論している.
相関関数が行列式で表される粒子配置空間上の分布およびその分布に従う確率過程は行列式点過

程 (determinantal point process) またはフェルミ粒子点過程 (Fermion point process) とよばれて
いる [50, 51]. 非衝突ブラウン運動は, ある初期分布の下で, 任意の時刻での同時刻分布が行列式点
過程となっているが, このとき任意の多時刻結合分布に対して定義される多時刻相関関数も行列式
で表すことができる．このような確率過程を本稿では行列式過程とよぶことにする.
ブラウン運動の本数 N を無限大にしたときの系の漸近挙動を調べる問題を考える．非衝突ブラウ

ン運動は，上述のように行列値過程の固有値過程と等価であり，また行列式過程であるので，この問

題はランダム行列のサイズを無限大にしたときの固有値分布の様子を調べる問題と関連し，サイズ

無限大の行列の行列式の性質を詳しく調べることが求められる．これは，ランダム行列理論 [38, 39]
を応用して無限粒子系を構成するという研究課題である [28, 33, 34].
本稿では, これらの結果をブラウン運動以外の拡散過程から成る非衝突過程への一般化を含めて

紹介する. まず第１節では, 本稿で扱う 1 次元拡散過程として，ブラウン運動, ブラウン橋，吸収壁
ブラウン運動，ベッセル過程, ベッセル橋および彷徨過程に関する基本的な事柄を紹介する. 非衝突
拡散過程の推移確率密度は 1 次元拡散過程の推移確率密度を成分とする行列式を用いて表すことが
できる (Karlin-McGregor の公式). この表現が非衝突拡散過程の解析に有効な手段を与える. 第 2
節では, Karlin-McGregor の公式を述べて, 非衝突拡散過程の性質を纏める. エルミート行列値過程
の各成分をブラウン運動以外の確率過程を用いて与えたときに, その固有値はどのような確率微分
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方程式を満足すべきか，という基本的な問いに答えるものとして Bru による定理 [4, 5] とその一般
化となる定理 [30, 31] がある. 第 3 節では, 一般化された Bru の定理を述べて, その応用例を与え
る. 第 4 節では行列式過程について述べる. そして, 拡散過程の本数 (または行列の大きさ) N を無

限大にしたときの漸近挙動について解説する [28, 33, 34].
非衝突条件を無限の時間区間 (0,∞) で課すのではなく，有限の時間区間 (0, T ) でのみ課す状況

を考えると, 各 1 次元拡散過程は時間的に斉次であっても，多粒子拡散過程である非衝突過程は時
間的に非斉次になる. 第 5 節では, 時間的に非斉次な非衝突過程に対応する行列値過程を論じる. こ
の場合は, 非衝突過程は行列式過程にはならないが, その一般化であるパフィアン過程というものに
なる [28, 33]. 最後の第 6 節では, 本稿では論じることができなかった関連事項をいくつか列挙して
おく.

1 ブラウン運動とその条件付き過程

(Ω,F , P ) を確率空間とする. 次の性質を満たす確率過程 {B(t, ω)}t∈[0,∞) を 1次元ブラウン運動

（Brownian motion）という.

1. B(0, ω) = 0 が確率 1 で成り立つ.
2.任意の ω ∈ Ω に対して，ω を固定したとき B(t, ω) は t の関数として連続な実数値関数であ

る. （この性質があるとき，道が連続であるという.）
3.任意の時刻の列 t0 ≡ 0 < t1 < · · · < tM (M = 1, 2, . . . )に対し,増分 {B(tj)−B(tj−1)}j=1,2,...,M

は独立で, 各々の分布は平均 0, 分散 tj − tj−1 の正規分布に従う.

したがって

G(t, x) =
1√
2πt

exp
(
−x2

2t

)
, t > 0, x ∈ R

とおいて，x0 ≡ 0 とすると，ブラウン運動が各時刻 tj で区間 [aj , bj ] に滞在する確率 P (B(tj) ∈
[aj , bj ], j = 1, 2, . . . ,M) は

∫ b1

a1

dx1

∫ b2

a2

dx2 · · ·
∫ bM

aM

dxM

M∏
j=1

G(tj − tj−1, xj − xj−1)

で与えられることが導かれる．この積分核である G(s, x; t, y) ≡ G(t − s, y − x) を，ブラウン運動
の推移確率密度関数という．任意の時刻 s ≥ 0 に対して，その時刻でのブラウン運動の値 B(s) が
与えられると，それ以前のブラウン運動 B(u), u < s とそれ以後のブラウン運動 B(t), t > s とは

条件付き独立であることが分かる．この性質を マルコフ性という. 正の値をとる確率変数 τ がマル

コフ時刻であるとは, τ の値がある定数 u 以下であるかどうかが確率過程の時刻 u までの値だけで

決まり, それ以降の時刻でとる値には影響されないことをいう. 例えば, ある領域を定めたとき，確
率過程が最初にその領域内に到達する時刻はマルコフ時刻である. ブラウン運動では, 上記のマルコ
フ性の説明文において時刻 s とあるところを任意のマルコフ時刻 τ に替えても構わない．その場

合でも同様に，条件付き独立性が成り立つのである．この性質を強マルコフ性という（例えば文献

[58, 47]を参照)．一般に，道が連続である確率過程で，強マルコフ性をもつものを拡散過程という.
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特に，ブラウン運動のように推移確率密度が時間の差 t − s で定まる拡散過程は時間的に斉次であ

るという．本稿では，そのような場合には，推移確率密度 G(s, x; t, y) を G(t− s, y|x) と表記して，
時間の差 t − s の関数であることを明示することにする.
ある時刻 T > 0 で原点に到達するという条件の下でのブラウン運動を考える. 定められたある時

刻でブラウン運動がある 1 点に到達する確率は 0 であるので, この確率過程は, ε > 0 としてまず
時刻 T で有限区間 (−ε, ε) に到達するという条件の下でのブラウン運動を考えてから，その ε → 0
の極限として定義する必要がある．その結果, 推移確率密度は

GT (s, x; t, y) =
G(T − t, 0|y)G(t − s, y|x)

G(T − s, 0|x)
, 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ R

で与えられることが導かれる. この条件付き確率過程を βT (t), t ∈ [0, T ] と書くことにする．これ
は時間的に非斉次な拡散過程であり，期間 T のブラウン橋（Brownian bridge）とよばれている.

1次元ブラウン運動は一般にはすべての実数値をとり得るが,「負の値はとらない」という条件を
課すことにする．こうして得られる条件付き過程 Y (t), t ∈ [0, T ] は，時間的に斉次な拡散過程であ
り，その推移確率密度関数を G(1/2)(t, y|x) と書くことにすると

G(1/2)(t, y|x) =
y

x

{
G(t, y|x) −G(t,−y|x)

}
, t > 0, x > 0, y ≥ 0

G(1/2)(t, y|0) =
2
t
y2G(t, y|0), t > 0, y ≥ 0 (1)

であることが導ける. 3 次元ブラウン運動B(t) = (B1(t),B2(t),B3(t)) の原点からの距離 (B1(t)2 +
B2(t)2 +B3(t)2)1/2 も同じ推移確率密度関数をもつことが知られており, この拡散過程は 3 次元ベッ
セル過程（Bessel process）とよばれている. つまり 3 次元ベッセル過程は, 1次元ブラウン運動の
条件付き過程としての表現と 3 次元ブラウン運動の動径方向への射影としての表現という二つの異
なる表現をもつことが分かる. Y (t) は確率微分方程式

Y (t) = B(t) +
∫ t

0

1
Y (s)

ds, t > 0

を満足する [47].
1次元ブラウン運動において時刻 0 から T (< ∞) までの有限な時間区間に着目し, この間には負

の値はとらないという条件を課した確率過程X(t), t ∈ [0, T ] を考えると, 今度は時間的に非斉次な
拡散過程が得られる. その推移確率密度関数をG

(1/2,1)
T (s, x; t, y) と書くと

G
(1/2,1)
T (s, x; t, y) =

h(T − t, y)
h(T − s, x)

{
G(t − s, y|x) − G(t − s,−y|x)

}
, 0 ≤ s < t ≤ T, x > 0, y ≥ 0

G
(1/2,1)
T (0, 0; t, y) =

√
2πT

t
h(T − t, y)yG(t, y|0), t ∈ (0, T ], y ≥ 0 (2)

である．ただし h(T −s, x), x > 0, s ∈ (0, T ]は,時刻 sで点 x にいたブラウン運動が時間区間 [s, T ]
の間は負の値をとらない確率である. この条件付き過程はブラウン彷徨過程（Brownian meander）
とよばれている. 互いに独立な 1 次元ブラウン運動 B1(t),B2(t) とそれらと独立である期間 T のブ

ラウン橋 βT (t) を用いて (B1(t)2 + B2(t)2 + βT (t)2)1/2, t ∈ [0, T ] と定義されたものもブラウン彷
徨過程となることが知られており, ブラウン彷徨過程も, 1次元ブラウン運動の条件付き過程として
の表現と 3 次元拡散過程の動径方向への射影としての表現の二つをもつことが分かる [59].
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(1) と (2) を見比べて，ともに原点から出発する 3 次元ベッセル過程 Y とブラウン彷徨過程 X

の推移確率密度を比較してみると, それらの分布は互いに絶対連続であって

P (X(·) ∈ dw) =

√
πT

2
1

w(T )
P (Y (·) ∈ dw) (3)

となることが分かる. (3) は Imhof関係とよばれている [21].
原点に吸収壁があり, そこにブラウン粒子が到達すると消滅してしまうという確率過程を (0,∞)

内の吸収壁ブラウン運動（absorbing Brownian motion）という. その推移確率密度 Ĝ(t − s, y|x) ,
つまり時刻 s で点 x > 0 にいたブラウン運動が, 時間区間 [s, t] の間は常に正の値をとりながら時
刻 t で点 y > 0 に到達する確率密度は，

Ĝ(t − s, y|x) = G(t − s, y|x) − G(t − s,−y|x)

で与えられる．(1)の第 1式は，この吸収壁ブラウン運動の推移確率密度 Ĝ(t, y|x)を (y/x)Ĝ(t, y|x)
と変換すれば，3 次元ベッセル過程の推移確率密度 G(1/2)(t, y|x) が得られることを示している. こ
れは Doob の意味での優調和変換 [7] である.

d が自然数であるとき, d-次元ブラウン運動 (B1(t),B2(t), . . . , Bd(t)) の原点からの距離 (B1(t)2 +
B2(t)2 + · · · + Bd(t)2)1/2 は拡散過程となり, これを d-次元ベッセル過程という. ベッセル過程は d

が正の実数の場合に一般化されており, 2(ν +1)-次元ベッセル過程 Y (ν)(t), (ν ∈ (−1,∞)) の推移確
率密度関数 G(ν)(t, y|x) は

G(ν)(t, y|x) =
yν+1

xν

1
t

exp
(
−x2 + y2

2t

)
Iν

(xy

t

)
, t > 0, x > 0, y ≥ 0

G(ν)(t, y|0) =
y2ν+1

2νΓ(ν + 1)tν+1
exp
(
−y2

2t

)
, t > 0, y ≥ 0

で与えられる [47]. ここで, Γ(z) はガンマ関数であり，Iν(z) は変形ベッセル関数である. ベッセル
過程は, その次元 d （パラメータ ν）により性質が異なる. 原点に対して，2 次元以上（ν ≥ 0 ）で
は非再帰的であるが, 2 次元未満（−1 < ν < 0 ）では再帰的である. また, １次元以上（ν ≥ −1/2
）であれば半マルチンゲールであるが, １次元未満（−1 < ν < −1/2 ）のときは半マルチンゲール
ではない [47].

Yorはブラウン彷徨過程を特別な場合として含む拡散過程の族を導入し, generalized meanders と
名付けた [59]. 本稿ではこれらを総称して彷徨過程とよぶことにする. 彷徨過程 X(ν,κ)(t) は 2 つの
パラメータ ν ∈ (−1,∞) と κ ∈ (0, 2(ν + 1)) を持ち, 推移確率密度は

G
(ν,κ)
T (s, x; t, y) =

h
(ν,κ)
T (t, y)

h
(ν,κ)
T (s, x)

G(ν)(t − s, y|x), 0 ≤ s < t ≤ T, x > 0, y ≥ 0

G
(ν,κ)
T (0, 0; t, y) =

Γ(ν + 1)(2T )κ/2

Γ(ν + 1 − κ/2)
h

(ν,κ)
T (t, y)G(ν)(t, y|0), t ∈ (0, T ], y ≥ 0

で与えられる [59]. ここで h
(ν,κ)
T (t, x) =

∫∞
0 dy G(ν)(T − t, y|x)y−κ, x ≥ 0, t ∈ (0, T ] である. (3)

の Imhof 関係は,

P (X(ν,κ)(·) ∈ dw) =
Γ(ν + 1)

Γ(ν + 1 − κ/2)

(√
2T

w(T )

)κ

P (Y (ν)(·) ∈ dw)
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と一般化される. 前述のブラウン彷徨過程は ν = 1/2, κ = 1 の場合に対応している. また κ の範囲

の境界にあたる κ = 0 の場合はベッセル過程, κ = 2(ν + 1) の場合はベッセル橋（時刻 T で原点に

到達するという条件の下でのベッセル過程）に対応していることを注意しておく.

2 非衝突拡散過程

2.1 Karlin-McGregor の公式

非衝突拡散過程を解析するには，推移確率密度関数に対する行列式を用いた表示が有効である．

この行列式表示は, 確率論では Karlin-McGregor の公式 [26], 組み合わせ論的では Lindström-
Gessel-Viennot の公式 [36, 16, 53]とよばれる. またこの公式は，量子力学で自由フェルミ粒子か
らなる多体系の波動関数を表す Slater 行列式の確率過程版とみなすこともできる [54, 34]．

[Karlin-McGregor の公式] ([26, 36, 16]) G(s, x; t, y) を 1次元拡散過程の推移確率密度関
数とする. N 個の始点 xi, i = 1, 2, . . . , N と N 個の終点 yi, i = 1, 2, . . . , N がそれぞれ x1 < x2 <

· · · < xN と y1 < y2 < · · · < yN を満たすとき, 非衝突拡散過程の推移確率密度 G0(s,x; t,y) は

G0(s,x; t,y) = det
1≤i,j≤N

(
G(s, xi; t, yj)

)
と行列式で表すことができる.

N = 2 の場合, この主張はブラウン運動の反射原理（reflection principle）と本質的に同じである.
この公式は反射原理の一般化とみなすことができるのである [32].

2.2 非衝突ブラウン運動

RN の部分集合WA
N をWA

N = {x ∈ RN : x1 < x2 < · · · < xN} と定義する. これは表現論では
AN−1型のワイル領域 (Weyl chamber) とよばれているものである [15]. WA

N 内の吸収壁ブラウン

運動の推移確率密度, つまり時刻 0 でWA
N 内の点 x から出発したブラウン運動がWA

N から外に出

ることなく時刻 t でWA
N 内の点 y へ到達する確率密度は, すぐ上で述べた Karlin-McGregor の公

式より

fN (t,y|x) = det
1≤i,j≤N

(
G(t, yj |xi)

)
と表される. したがって，点 x から出発したブラウン運動が，時刻 tまでの間 WA

N から外に出な

い確率は,

NN(t,x) =
∫
WA

N

fN (t,y|x)dy

で与えられることになる.
さて，有限な時間区間 (0, T ] での非衝突ブラウン運動を定義することにしよう．この過程 X(t) =

(X1(t),X2(t), . . . ,XN (t)) の推移確率密度関数 gN (s,x; t,y) は, 時刻 T まで衝突しないという条
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件の下で, 時刻 s で点 x ∈ WA
N にいた N 個のブラウン運動が時刻 t で点 y ∈ WA

N に到達する確

率密度であるので,

gN(s,x; t,y) =
NN(T − t,y)
NN (T − s,x)

fN (t − s,y|x), 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ WA
N (4)

で与えられる. この非衝突ブラウン運動において，N 個のブラウン運動すべてが原点から出発する

場合も考えたいが，(4) において |x| → 0 とすると分母と分子がともに 0 になってしまう．この
極限を正しく求めるためには，fN (t,y|x) と NN(t,x) の |x|/√t → 0 での漸近評価が必要となる.
シューア関数 [15, 14]とよばれる多変数対称関数を用いて双線形展開することにより

fN (t,y|x) ∼ t−N(N+1)/4

C1(N)
hN

(
x√
t

)
hN(y) exp

(
−|y|2

2t

)
NN (t,x) ∼ C2(N)

C1(N)
hN

(
x√
t

)
,

|x|√
t
→ 0 (5)

であることが導ける [29, 31, 34]. ここで hN(x) は差積で表される N × N のファンデルモンド行

列式

hN (x) = det
1≤i,j≤N

(
xi−1

j

)
=

∏
1≤i<j≤N

(xj − xi)

である. また, C1(N) = (2π)N/2
∏N

i=1 Γ(i), C2(N) = 2N/2
∏N

i=1 Γ(i/2) である．
これらを用いると, すべての粒子が原点から出発した場合 (X(0) = 0) には，非衝突ブラウン運動

の推移確率密度を次のように与えればよいことが分かる：

gT
N (0,0; t,y) =

TN(N−1)/4t−N2/2

C2(N)
NN (T − t,y)hN (y) exp

(
−|y|2

2t

)
, t ∈ (0, T ], y ∈ WA

N .

(6)

したがって, 図 1 左図に描いたように，原点に一緒にいた N 個の粒子は瞬間的に分離し, 互いに反
発しながら離れていくことになる.

0 x

t
T

0 x

t

図 1: 時間的に非斉次な過程 X(t) と斉次な過程 Y (t)
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非衝突条件を課す時間 T を無限大にすると（図１右図参照）, 非衝突ブラウン運動 X(t) は，推
移確率密度関数が

pN (t,y|x) =
hN (y)
hN (x)

fN (t,x,y), t > 0, x, y ∈ WA
N

pN(t,y|0) =
t−N2/2

C1(N)
hN(y)2 exp

(
−|y|2

2t

)
, t > 0, y ∈ WA

N (7)

で与えられる時間的に斉次な拡散過程 Y (t)に収束する．このことも，上の漸近評価 (5) を用いれ
ば導ける．(7) は，Y (t) がWA

N 内の吸収壁ブラウン運動の優調和変換であることを意味する [18].
また，その形から Y (t) がDyson モデルの方程式

Yi(t) = Bi(t) +
β

2

∑
1≤j≤N

j �=i

∫ t

0

1
Yi(s) − Yj(s)

ds, t ∈ (0,∞), 1 ≤ i ≤ N (8)

を β = 2 の場合に満足することは明らかである．
ここで，(1) と (7), (2) と (4) および (6) をそれぞれ見比べていただきたい．X(t) と Y (t) は，

それぞれ 1.1節で説明したブラウン彷徨過程 X(t) と 3 次元ベッセル過程 Y (t) の自然な高次元（多
成分，多粒子）拡張になっていることが頷けるであろう．また，(4), (6) および (7) より，X(t)と
Y (t)の分布には次の関係があることがすぐに分かる.

P (X(·) ∈ dw) =
C1(N)
C2(N)

TN(N−1)/4

h(w(T ))
P (Y (·) ∈ dw) (9)

この関係式は, 3次元ベッセル過程とブラウン彷徨過程に対する Imhof関係 (3)の一般化である [29].

2.3 非衝突彷徨過程

RN の部分集合 WC
N , WD

N を

WC
N = {x ∈ RN : 0 < x1 < x2 < · · · < xN}, WD

N = {x ∈ RN : 0 ≤ |x1| < x2 < · · · < xN}

と定義する. これらはそれぞれ CN 型, DN 型のワイル領域とよばれているものである. 彷徨過程は
原点に対して，パラメータ ν が非負のときは非再帰的であり, 負のときは再帰的である．この性質
により, 非衝突彷徨過程の状態空間 WN は ν が非負であるとき WC

N であり, 負であるとき WD
N

である. ベッセル過程を導入する際，2 乗ベッセル過程をまず定義し，その平方根を考えることに
すると, 平方根の符号の多意性よって多価確率過程が得られる場合がある. 初期値が正である 2 乗
ベッセル過程は, ν が非負の場合には常に正の値であるので，平方根も１価関数となり第１節で定

義したベッセル過程と一致する．しかし，ν が負の場合には 2 乗ベッセル過程は確率１で原点に到
達し，その平方根として定義される過程は，その後 2 価確率過程となる. 彷徨過程, さらに以下で
定義する非衝突彷徨過程における左端の粒子も, 同様な状況にあるのである. WD

N の定義式の中で

|x1| と絶対値を付けたのは, このように 2 価確率過程を考える場合をも想定したためである（図 2
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を参照）. ただし, 推移確率密度などに対する以下の表式は, 表記を簡単にするため，絶対値をとっ
て得られる非負過程に対して与えるものとする.

WN の点 xから出発した彷徨過程がWN から外に出ることなくWN の点 y へ到達する確率密

度は Karlin-McGregor 公式より

f
(ν,κ)
N (s,x; t,y) = det

1≤i,j≤N

(
G(ν,κ)(s, xi; t, yj)

)
で与えられる. よって, 点 xから出発した彷徨過程が時刻 tまで WN から外に出ない確率は

N (ν,κ)
N (t,x) =

∫
WN

dyf
(ν,κ)
N (t,x, y)

で与えられる. 非衝突彷徨過程X(ν,κ)(t) = (X(ν,κ)
1 (t),X(ν,κ)

2 (t), . . . ,X(ν,κ)
N (t)) の推移確率密度関数

は次で与えられる:

g
(ν,κ)
N (s,x, t,y) =

N (ν,κ)
N (T − t,y)

N (ν,κ)
N (T − s,x)

f
(ν,κ)
N (t − s,x, y), 0 ≤ s < t ≤ T, x, y ∈ WN .

T

0 x

t

T

0 x

t

図 2: ν が非負の場合（左図）と負の場合（右図）のX(ν,κ)(t)

非衝突彷徨過程に対しても, すべての粒子が原点から出発する場合を考察してみることにする.
f

(ν)
N (t,y|x) ≡ f

(ν,0)
N (0,x; t,y) を計算してみると

f
(ν)
N (t,y|x) = t−N

N∏
i=1

(
yν+1

i

xν
i

)
exp

{
− 1

2t

N∑
i=1

(x2
i + y2

i )

}
det

1≤i,j≤N

(
Iν

(xjyi

t

))
となり, Ñ (ν,κ)

N (t,x) =
∫
WN

dy f
(ν)
N (t,y|x)

∏N
i=1 y−κ

i を導入すると

g
(ν,κ)
N,T (s,x; t,y) =

Ñ (ν,κ)
N (T − t,y)

Ñ (ν,κ)
N (T − s,x)

f(ν)(t − s,y|x) (10)

と書き直すことができることに注意する. シューア関数を用いて双線形展開する方法によって，
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f(ν)(t,y|x) と Ñ (ν,κ)
N (t,x) の漸近評価は次のように得られる [31]:

f
(ν)
N (t,y|x) ∼ t−N(N+1+2ν)/2

C(ν)(N)
h

(0)
N

(
x√
t

)
h

(2ν+1)
N (y) exp

(
−|y|2

2t

)
Ñ (ν,κ)

N (t,x) ∼ t−Nκ/2C
(ν,κ)
N

C(ν)(N)
h

(0)
N

(
x√
t

)
,

|x|√
t
→ 0.

ここで，C(ν)(N) = 2N(N+ν−1)
∏N

i=1 Γ(i)Γ(i+ν), C(ν,κ)(N) = 2N(N+2ν−κ−1)/2π−N/2
∏N

i=1{Γ(i/2)Γ((i+
2ν + 1 − κ)/2)}, また

h
(α)
N (a) =

∏
1≤i<j≤N

(a2
j − a2

i )
N∏

k=1

aα
k

である. 以上の評価から, すべての粒子が原点から出発した場合の推移確率密度は次のように定まる:

g
(ν,κ)
N,T (0,0; t,y) =

TN(N+κ−1)/2t−N(N+ν)

C(ν,κ)(N)
Ñ (ν,κ)

N (T − t,y)h(2ν+1)
N (y) exp

(
−|y|2

2t

)
,

t ∈ (0, T ], y ∈ WN . (11)

0 x

t

0 x

t

図 3: ν が非負の場合（左図）と負の場合（右図）の Y (ν)(t)

非衝突条件を課す時間 T を無限大にすると, X(ν,κ)(t) は，推移確率密度関数が

p
(ν)
N (t,y|x) =

h
(0)
N (y)

h
(0)
N (x)

f
(ν)
N (t,y|x), t > 0, x,y ∈ WN

p
(ν)
N (t,y|0) =

t−N(N+ν)

C(ν)(N)
h

(ν+1/2)
N (y)2 exp

(
−|y|2

2t

)
, t > 0, y ∈ WN (12)

で与えられる時間的に斉次な拡散過程 Y (ν)(t)に収束する（図 3 参照）. Y (ν) がパラメータ κ に依

存しなくなっているのは, このパラメータが非衝突条件を課す時間区間の終時刻 T に近づいたとき

の分布をコントロールするものだからである. Y (ν)(t) は時間的に斉次な非衝突 2(ν + 1) 次元ベッ
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セル過程である．ν ≥ − 1
2 のときは次の方程式を満足する：

Y
(ν)
i (t) = Bi(t) +

∫ t

0

ν + 1/2
Yi(s)

ds +
∑

1≤j≤N
j �=i

∫ t

0

2Y
(ν)
i (s)

Y
(ν)
i (s)2 − Y

(ν)
j (s)2

ds, t ∈ (0,∞), 1 ≤ i ≤ N.

(13)

ただし, ν = − 1
2 のときは原点に反射壁をおくものとする. この方程式の解の一意性は一般には成立

しないが, Y (ν)(t) は各成分が非負である唯一のものである [37]. 推移確率密度 (11) と (12) の形を
見ると, 一般化された Imhof関係

P (X(ν,κ)(·) ∈ dw) =
C(ν)(N)
C(ν,κ)(N)

TN(N+κ−1)/2

h
(κ)
N (w(T ))

P (Y(ν)(·) ∈ dw)

が直ちに導かれる.

3 行列値過程

3.1 Bru の定理

N × N エルミート行列全体の集合を H(N), N × N 実対称行列全体の集合を S(N) とおく. 行
列 A の転置行列を tA, 複素共役を A, 随伴行列を A∗ ≡ tA とそれぞれ書くことにする. また，サ
イズ N の単位行列を IN と記す．Bruは H(N)-値過程の一例であるWishart 過程に対して，その
固有値過程が満たす方程式を導いた [4, 5]. この結果は, 行列値過程の各要素 ξij(t), 1 ≤ i, j ≤ N が

複素数値連続半マルチンゲールである場合に拡張することができる [30, 31]. この小節ではこの拡張
の結果得られた一般化された Bru の定理を紹介し, 次の小節でその応用例を与えることにする.

λ(t) = (λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t)) を H(N)-値過程 Ξ(t) = (ξij(t))1≤i,j≤N の固有値を成分にもつ

ベクトルとする．ただし，大小関係 λ1(t) ≤ λ2(t) ≤ · · · ≤ λN (t) を満たすものとする. このとき
U(t) = (uij(t))1≤i,j≤N を

U(t)∗Ξ(t)U(t) = Λ(t) = diag
(
λ1(t), λ2(t), . . . , λN (t)

)
というように，Ξ(t) を対角化するユニタリ行列の族とする.

Γij,k�(t)dt =
(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
ij

(
U(t)∗dΞ(t)U(t)

)
k�

とおき，また (U(t)∗dΞ(t)U(t))ii の有界変動部分を dΥi(t) と書くことする. さらに，次で定義され
たマルコフ時刻を用意しておく:

σij = inf{t ≥ 0 : λi(t) 
= λj(t)}, τij = inf{t > σij : λi(t) = λj(t)}, τ = min
1≤i<j≤N

τij .

[一般化された Bru の定理] ([4, 5, 30, 31]) 複素数値過程 ξij(t), 1 ≤ i, j ≤ N を連続半マル

チンゲールとする. このとき Ξ(t) の固有値 λ(t) は次の確率微分方程式を満たす.

dλi(t) = dMi(t) + dJi(t), t ∈ (0, τ ), 1 ≤ i ≤ N
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ただしM (t) = (M1(t),M2(t), . . . ,MN (t)) は dMi(t)dMj(t) = Γii,jj(t)dt であるマルチンゲールで

あり, J(t) = (J1(t), J2(t), . . . , JN (t)) は

dJi(t) =
∑

1≤j≤N
j �=i

1
λi(t) − λj(t)

1{λi(t) �=λj(t)}Γij,ji(t)dt + dΥi(t)

で与えられる有界変動過程である. ここで 1{ω} は条件 ω が成り立つときは 1, それ以外は 0 の値
を与える条件 ω の指示関数である.

次の小節に示す応用例のうち多くは, 固有値を粒子の位置と見なしたとき，時刻 0 ではすべての
粒子が一緒に原点にあるが, 一瞬のうちに分離し, それ以降は永久に衝突しない場合になっている.
そのような場合には σij = 0, 1 ≤ i, j ≤ N , であり τ は無限大である. これは粒子間の斥力が強い
ために，隣りあった粒子が衝突できないことを意味している. 例えば, Dyson モデルの方程式 (8)
について考えてみると, 粒子間の斥力はパラメータ β が大きくなるに従って強くなるのであるが，

β < 1 の場合は τ < ∞，β ≥ 1 の場合は τ = ∞ となることが証明できる [48]. しきい値が β = 1
であることは, ベッセル過程が原点に対して，2 次元以上 (ν ≥ 0) では非再帰的であり, 2 次元未満
(−1 < ν < 0) では再帰的であることと関連する.

3.2 応用例

ここでは, 上で述べた一般化された Bru の定理の応用例を与える.
Bij(t), B̃ij(t), 1 ≤ i ≤ N + ν, 1 ≤ j ≤ N を 2N(N + ν) 個の独立な 1 次元ブラウン運動とし, 各

成分を

sij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2
Bij(t), i < jのとき

Bii(t), i = jのとき
1√
2
Bji(t), i > jのとき

aij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2
B̃ij(t), i < jのとき

0, i = jのとき

− 1√
2
B̃ji(t), i > jのとき

とする N × N 行列をそれぞれ s(t), a(t) とおく.
(i) GUE 行列値過程

ΞGUE(t) = s(t) +
√−1a(t), t ∈ [0,∞) で定義される H(N)-値過程を考える. 任意の固定した

t ∈ [0,∞) に対して, ΞGUE(t) は H(N)-値確率変数になるが，H(N) の体積要素 U(dH) に対する確
率密度関数は

µGUE(H, t) =
t−N2/2

c1(N)
exp
(
− 1

2t
TrH2

)
, H ∈ H(N)

で与えられる. ここで, Tr は行列のトレースをとることを表す．また，c1(N) = 2N/2πN2/2 で

ある. N × N ユニタリ行列全体の集合を U(N) とおくと，任意の U ∈ U(N) に対して，確率
µGUE(H, t)U(dH) はユニタリ変換 H → U∗HU の下で不変である．ランダム行列理論では，こ

のような不変性をもつ H(N)-値確率変数の統計集団をガウス型ユニタリ集団（Gaussian unitary
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ensemble, GUE）とよぶ [38, 39]. この GUE の固有値分布の密度関数は, x1 < x2 < · · · < xN であ

る x = (x1, x2, . . . , xN ) に対して

gGUE(x, t) =
t−N/2

C1(N)
hN

(
x√
t

)2

exp
(
−|x|2

2t

)
で与えられる [38, 39]. ここで C1(N) は (5) で現れた C1(N) と同じものである. 一般化された Bru
の定理を ΞGUE(t) に適用すると，λ(t) が β = 2 とするDyson モデルの方程式 (8) を満たすことが
分かる. 非衝突ブラウン運動が β = 2 の場合の Dyson モデルの方程式 (8) を満たすことはすでに
2.2 節で示したので，両者が確率過程としては等価であるという，本稿の冒頭で述べた Dyson の結
果が導かれたことになる.
(ii) GOE 行列値過程

ΞGOE(t) = s(t), t ∈ [0,∞) で定義される S(N)-値過程を考える. 任意の固定した t ∈ [0,∞) に対
して ΞGOE(t) は，S(N) の体積要素 V(dS) に対する確率密度関数が

µGOE(S, t) =
t−N(N+1)/4

c2(N)
exp
(
− 1

2t
TrS2

)
, S ∈ S(N)

であるような S(N)-値確率変数を与える. ここで c2(N) = 2N/2πN(N+1)/4 である. N × N 実直

交行列全体の集合を O(N) とおくと, 任意の V ∈ O(N) に対して, 確率 µGOE(S, t)V(dS) は直
交変換 S →t V SV の下で不変である．このような S(N)-値確率変数の統計集団はガウス型直交
集団（Gaussian orthogonal ensemble, GOE）とよばれている．GOE の固有値分布の密度関数は,
x1 < x2 < · · · < xN である x = (x1, x2, . . . , xN ) に対して，

gGOE(x, t) =
t−N/2

C2(N)
hN

(
x√
t

)
exp
(
−|x|2

2t

)
(14)

で与えられる [38, 39]. ここで C2(N) は (5) で現れた C2(N) と同じものである. Bru の定理を
ΞGOE(t) に適用することにより，λ(t) が β = 1 とする Dyson モデルの方程式 (8) を満たすことが
分かる.
(iii) Laguerre 過程

ν ∈ N0 ≡ {0, 1, 2, . . . } とし, (N + ν)×N 複素行列全体の集合をM(N + ν, N,C) と書くことに
する. M(N + ν, N,C)-値過程として L(t) = (Bij(t) +

√−1B̃ij(t))1≤i≤N+ν,1≤j≤N を考える．これ

は，任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して，確率密度関数が

µchGUE
ν (L, t) =

t−N(N+ν)

c3(N)
exp
(
− 1

2t
TrL∗L

)
, L ∈ M(N + ν, N,C)

であるような M(N + ν, N,C)-値確率変数を与える (c3(N) = (2π)N(N+ν))．このような確率変数
の統計集団はカイラル・ガウス型ユニタリ集団 (chiral GUE, chGUE）とよばれている [39]. これに
対して，ΞL(t) = L(t)∗L(t), t ∈ [0,∞) によって定義される H(N)-値過程を Laguerre 過程とよぶ

[35]. 行列 ΞL(t) は非負定値であるので固有値はすべて非負である. Bru の定理を適用すると λ(t)
は確率微分方程式

λi(t) = 2
∫ t

0

√
λi(s)dBi(s) + 2(N + ν)t + 2

∑
1≤j≤N

j �=i

∫ t

0

λi(s) + λj(s)
λi(s) − λj(s)

ds, 1 ≤ i ≤ N
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の解となっていることが導かれ, τ = ∞あることが分かる．さらに伊藤の公式を用いると, (κ1(t), . . . , κN(t)) ≡
(
√

λ1(t), . . . ,
√

λN (t))が (13) を満たすことがわかり, 非衝突 2(ν +1)次元ベッセル過程と確率過程
として同値であることが導かれる. ν は非負整数であるので, この場合はベッセル過程の次元 2(ν +1)
は正の偶数である [35].
(iv) Wishart 過程

ν ∈ N0 とし, (N + ν) ×N 実行列全体の集合をM(N + ν, N,R) とおく. M(N + ν, N,R)-値過
程W (t) = (Bij(t))1≤i≤N+ν,1≤j≤N は, 任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して，確率密度関数が

µchGOE
ν (W, t) =

t−N(N+ν)/2

c4(N)
exp
(
− 1

2t
Tr tWW

)
, W ∈ M(N + ν, N,R)

であるようなM(N + ν, N,R)-値確率変数を与える (c4(N) = (2π)N(N+ν)/2). このような確率変数
の統計集団はカイラル・ガウス型直交集団 (chGOE) とよばれている [39]. これに対して，ΞW(t) =
tW (t)W (t), t ∈ [0,∞) によって定義される S(N)-値過程をWishart 過程とよぶ [5] . Laguerre 過
程のときと同様な計算により, λ(t) は確率微分方程式

λi(t) = 2
∫ t

0

√
λi(s)dBi(s) + (N + ν)t +

∑
1≤j≤N

j �=i

∫ t

0

λi(s) + λj(s)
λi(s) − λj(s)

ds, 1 ≤ i ≤ N

の解となっていることが導かれ, やはり τ = ∞ あることが証明できる．

エルミート性に加えてさらに高い対称性をもつ行列値過程に対しても，Bru の定理を適用するこ
とができる. σ0 とパウリ行列 σi, i = 1, 2, 3 を次式で定義する.

σ0 = I2 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −√−1√−1 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

以下 N ≥ 2 として，2N ×2N の行列Σρ = IN ⊗σρ, ρ = 0, 1, 2, 3 を定義しておく．当然，Σ0 = I2N

である．sρ(t) = (sρ
ij(t))1≤i,j≤N , aρ(t) = (aρ

ij(t))1≤i,j≤N , 0 ≤ ρ ≤ 3 を s(t), a(t) の独立なコピーと
する. H(N)(2N)-値過程 Ξ(t) を考えると，次のように 2 × 4 = 8 個の項に分解できる.

Ξ(t) =
3∑

ρ=0

{
(sρ(t)⊗ σρ) + (

√−1aρ(t) ⊗ σρ)

}

そこで，これらの 8 項から 4 項のみを用いて表される次の 4 つの 2N × 2N のエルミート行列値

過程

Ξθ±(t) =
3∑

ρ=0

(ξρ
θ±(t) ⊗ σρ), θ = 1, 2

を考える．ここで

(ξρ
θ+(t)) =

{
sρ(t), θ = 1, ρ 
= 3 または θ = 2, ρ = 0のとき√−1aρ(t), θ = 1, ρ = 3 または θ = 2, ρ 
= 0のとき

(ξρ
θ−(t)) =

{ √−1aρ(t), θ = 1, ρ 
= 3 または θ = 2, ρ = 0のとき
sρ(t), θ = 1, ρ = 3 または θ = 2, ρ 
= 0のとき
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である. Hθε(2N) = {H ∈ H :tΣθ = εΣθH} とおくと, Ξθε(t) は Hθε(2N) に値をとることが分か
る. また対称性から固有値に関して次を示すことができる;

(i) ε = + のときは，固有値はすべて 2 重に縮退している. λ = (ω1, ω1, ω2, ω2, . . . , ωN , ωN )

(ii) ε = − のときは，固有値は正負の対で現れる. λ = (ω1,−ω1, ω2,−ω2, . . . , ωN ,−ωN )

(v) GSE行列値過程

(θ, ε) = (2,+) の場合の Ξ ∈ H2+(2N) は自己双対エルミート行列とよばれ, エルミート性に加え
て, 対称性 tΞΣ2 = Σ2Ξ を持つ．また，対角化する行列はユニタリーかつシンプレクティックである.
任意の固定した t ∈ (0,∞) に対して Ξ2+(t) が成す統計集団は，その確率分布がシンプレクティック
なユニタリー変換の下で不変なことから，ガウス型シンプレクティック集団（Gaussian symplectic
ensemble, GSE）とよばれる．この GSE の固有値分布の確率密度関数は

gGSE(x; t) =
t−N/2

C3(N)
hN

(
x√
t

)4

exp
(
−|x|2

2t

)
, x ∈ WA

N

で与えられる．ただし C3(N) = (2π)N/2
∏N

i=1 Γ(2i) である [38, 39]. 固有値は対を成して縮重して
おり（クラマース縮重とよばれる）, λ = (ω1, ω1, ω2, ω2, . . . , ωN , ωN ) というように書き直すことが
できる. Bru の定理を適用すると, 対となっていないどうしの固有値 ωi, 1 ≤ i ≤ N は, β = 4 の場
合の Dyson モデルの方程式 (8)

ωi(t) = Bi(t) +
∑

1≤j≤N
j �=i

∫ t

0

2
ωi(s) − ωj(s)

ds, 1 ≤ i ≤ N

を満たすことが導かれる. 縮重している固有値対 λ2j−1 と λ2j に対しては σ2j−1,2j = ∞, 1 ≤ j ≤ N

であるが, そうでない固有値どうしは初期に分離した後に再び一致することはないので，τ = ∞ で

ある.

(vi) C 型行列値過程
(θ, ε) = (2,−) の場合, Ξ ∈ H2−(2N) はエルミート性に加えて対称性 tΞ(t)Σ2 = −Σ2Ξ(t)をもつ．

2N×2N の複素行列で表される複素シンプレクティック群のリー環を sp(2N,C)と書くことにすると，
このことはH2−(2N) � sp(2N,C)∩H(2N) と表すこともできる．任意の固定した t ∈ (0,∞)に対し
て Ξ2−(t)が成す統計集団は, Altlandと Zirnbauer [2]によって導入された class C とよばれるラン
ダム行列集団と一致する. このクラスに属する行列の固有値はλ = (ω1,−ω1, ω2,−ω2, . . . , ωN ,−ωN)
というように正負の対構造を成している. この行列値過程の非負の固有値を小さい順に並べてできる
過程を ω(t) = (ω1(t), ω2(t), . . . , ωN (t)) とおくことにする. 一般化された Bru の定理を適用すると

ωi(t) = Bi(t) +
∫ t

0

1
ωi(s)

ds +
∑

1≤j≤N
j �=i

∫ t

0

{
1

ωi(s) − ωj(s)
+

1
ωi(s) + ωj(s)

}
ds, 1 ≤ i ≤ N

を満たすことが分かる. さらに τ = ∞ であり, 確率 1 で ω(t) ∈ WC
N , ∀t ∈ (0,∞) であることも確

認できる. 方程式 (13) と比較することにより, ω(t) が時間的に斉次な非衝突 3 次元ベッセル過程で
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あることが分かる. また，原点に置いた壁と衝突しないという条件の下での非衝突ブラウン運動と
も一致している [31].

(vii) D 型行列値過程
(θ, ε) = (1,−) の場合, Ξ ∈ H1−(2N) はエルミート性に加えて対称性 tΞ(t)Σ1 = −Σ1Ξ(t)をもつ．

2N × 2N の行列で表される特殊直交群のリー環の複素化を so(2N,C) と書くことにすると，この
ことはH1−(2N) � so(2N,C) ∩H(2N) と表すこともできる．任意の固定した t ∈ (0,∞) に対して
Ξ1−(t)が成す統計集団は，Altlandと Zirnbauer [2]によって導入された class Dとよばれるランダ
ム行列集団と一致する. このクラスに属する行列の固有値も λ = (ω1,−ω1, ω2,−ω2, . . . , ωN ,−ωN)
というように正負の対構造を成す．この行列値過程の非負の固有値を小さい順に並べてできる過程

を ω(t) = (ω1(t), ω2(t), . . . , ωN (t)) とおく. 一般化された Bru の定理を適用すると

ωi(t) = Bi(t) +
∑

1≤j≤N
j �=i

∫ t

0

{
1

ωi(s) − ωj(s)
+

1
ωi(s) + ωj(s)

}
ds, 1 ≤ i ≤ N

を満たすことが分かる. τ = ∞ であり, この場合には確率 1 で ω(t) ∈ WD
N , ∀t ∈ (0,∞) であるこ

とが確認できる. 方程式 (13) と比較することにより, ω(t) が時間的に斉次な非衝突 1 次元ベッセル
過程であることが分かる. 1 次元ベッセル過程は反射壁ブラウン運動と等価であることに注意する
と, ω(t) は原点を壁とする非衝突反射壁ブラウン運動と一致しているということもできる [31].

4 行列式過程

4.1 フレドホルム行列式

X を R 内の可算個の点の集合で集積点を持たないもの全体の空間とする. RN の要素 x =
(x1, x2, . . . , xN ) に対して X の要素 {x1, x2, . . . , xN} を {x} と表すことにする. また, x

(m)
N ∈ RN ,

1 ≤ m ≤ M , N ′ ∈ {1, 2, . . . , N} に対して RN ′
の元 (x(m)

1 , x
(m)
2 , . . . , x

(m)
N ′ ) を x

(m)
N ′ と記すことに

する. 時間的に斉次な非衝突ブラウン運動 Y (t) に対して ξN(t) = {Y (t)} は推移確率関数が

p̃N (s,{x}; t, {y}) =

⎧⎪⎨⎪⎩
pN (t − s,y|x), s > 0, x, y ∈ WA

N のとき

pN (t,y|0), s = 0, x = 0, y ∈ WA
N のとき

0, その他

で与えられる X -値拡散過程となる. 以下では，ξN (t) も非衝突ブラウン運動とよぶことにする. X -
値非衝突ベッセル過程 ξN,ν(t) も同様に定義することにする. 時刻の列 0 < t1 < · · · < tM = T と

N 以下の正整数列 {Nm}M
m=1 を固定したとき, ξN(·) の (tm, {x(m)

Nm
})M

m=1 での多時刻相関関数を

ρN

(
t1,x

(1)
N1

; t2,x
(2)
N2

; . . . ; tM ,x
(M)
NM

)
=

∫
�

M
m=1 RN−Nm

M∏
m=1

1
(N − Nm)!

N∏
i=Nm+1

dx
(m)
i

M∏
�=0

p̃N (t�, {x(�)
N }; t�+1, {x(�+1)

N })

で定義する. ここで t0 = 0, x
(0)
N = 0 とおいた.
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C0(R) を台がコンパクトである実数値関数全体とする. f = (f1, f2, . . . , fM ) ∈ C0(R)M , θ =
(θ1, θ2, . . . , θM ) ∈ RM に対して χm(x) = eθmfm(x) − 1, 1 ≤ m ≤ M として, χ = (χ1, χ2, . . . , χM )
とおく. ξN (t), t ∈ [0, T ] の多時刻積率母関数E

[
exp
{∑M

m=1 θm

∑N
jm=1 fm(Xjm (tm))

}]
は, 上の多

時刻相関関数を用いて次のように展開することができる．

N∑
N1=0

N∑
N2=0

· · ·
N∑

NM=0

M∏
m=1

1
Nm!

∫
RN1

N1∏
j=1

dx
(1)
j

∫
RN2

N2∏
j=1

dx
(2)
j · · ·

∫
RNM

NM∏
j=1

dx
(M)
j

×
M∏

m=1

Nm∏
j=1

χm

(
x

(m)
j

)
ρN

(
t1,x

(1)
N1

; t2,x
(2)
N2

; . . . ; tM ,x
(M)
NM

)
≡ ΨN (χ;θ).

X 値確率過程 ξ(t) の多時刻積率母関数が，ある行列核 K に対して

Ψ(χ;θ) = Det
[
δm,nδ(x − y) + K(tm, x; tn, y)χn(y)

]
(15)

というようにフレドホルム行列式で表すことができるとき, ξ(t) は行列式過程であるということに
する. このとき, ξ(t) の多時刻相関関数は,

ρN

(
t1, {x(1)

N1
}; t2, {x(2)

N2
}; . . . ; tM , {x(M)

NM
}
)

= det
[
A
(
x

(0)
N0

,x
(1)
N1

, . . . ,x
(M)
NM

)]
というように，

∑M
m=1 Nm ×∑M

m=1 Nm 行列

A
(
x

(1)
N1

,x
(2)
N2

, . . . ,x
(M)
NM

)
=
(
K(tm, x

(m)
j ; tn, x

(n)
k )
)

1≤j≤Nm,1≤k≤Nn1≤m,n≤M

の行列式で表すことができるのである.
非衝突ブラウン運動 ξN (t) は, 行列核 KN が

KN (s, x; t, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2s

N−1∑
n=0

(
t

s

)n/2

ϕn

(
x√
2s

)
ϕn

(
y√
2t

)
, s ≤ t のとき

− 1√
2s

∞∑
n=N

(
t

s

)n/2

ϕn

(
x√
2s

)
ϕn

(
y√
2t

)
, s > t のとき

で与えられる行列式過程である. ここで ϕn(x) = {√π2nn!}−1/2Hn(x)e−x2/2 は, エルミート多項式
Hn(x) を用いて定義される R 上の正規直交関数である [28, 34]. 非衝突ベッセル過程 ξN,ν(t) も行
列式過程であり，その行列核 K(ν)

N は

K(ν)
N (s, x; t, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1
2s

N−1∑
n=0

(
t

s

)n

ϕν
n

( x

2s

)
ϕν

n

( y

2t

)
, s ≤ t のとき

− 1
2s

∞∑
n=N

(
t

s

)n

ϕν
n

( x

2s

)
ϕν

n

( y

2t

)
, s > t のとき

で与えられる．ここで ϕν
n(x) =

√
Γ(n + 1)/Γ(ν + n + 1)xν/2Lν

n(x)e−x/2 は, 助変数 ν > −1 のラ
ゲ－ル多項式 Lν

n(x) を用いて定義されるR+ = {x ∈ R : x ≥ 0} 上の正規直交関数である [33](表 1
参照).
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1次元拡散過程 ワイル領域 行列値過程 ランダム行列 行列式過程の行列核

ブラウン運動 AN−1 型 GUE GUE エルミート Hn

H(N)

偶数次元ベッセル過程 CN 型 Laguerre chGUE ラゲール Lν
n, ν ∈ N0

3 次元ベッセル過程 CN 型 C 型 class C ラゲール L
1/2
n

(吸収壁ブラウン運動) sp(2N,C) ∩H(2N)

1 次元ベッセル過程 DN 型 D 型 class D ラゲール L
−1/2
n

(反射壁ブラウン運動) so(2N,C) ∩H(2N)

表 1: 有限系における非衝突過程, 行列値過程, 行列式過程

4.2 スケーリング極限

拡散過程の本数 N を無限大にしたときの非衝突過程 ξN と ξN,ν の漸近挙動は，それらが行列式

過程であることから，それぞれの行列核KN ,K(ν)
N の N → ∞ での挙動によって決定される．適当

なスケーリング極限において行列核が収束することを示すことができれば，多時刻相関関数及び多

時刻積率母関数の収束が保障されるので，確率過程の任意の有限次元分布の収束を導くことができ

る．以下では, 非衝突ブラウン運動に対してバルク・スケーリングとソフトエッジ・スケーリングと
よばれる 2 種類のスケーリング極限をとった結果得られる 2 つの無限粒子系と，非衝突ベッセル過
程に対してハードエッジ・スケーリングとよばれるスケーリング極限をとった結果得られる無限粒

子系を紹介する [40, 45, 25, 57, 28, 1, 33, 34].

[バルク・スケーリング極限] ξN (N + t) は, N → ∞ としたとき無限次元行列式過程に収束する．
その行列核 Ksin は三角関数を用いて以下のように表すことができる:

Ksin(s, x; t, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
π

∫ 1

0

du e(t−s)u2/2 cos(u(x − y)), s < t のとき

sin(x − y)
π(x − y)

, s = t のとき

− 1
π

∫ ∞

1

du e(t−s)u2/2 cos(u(x − y)), s > t のとき

[ソフトエッジ・スケーリング極限] a(N, t) = 2N2/3+N1/3t−t2/4とおく. θa(N,t)ξ
N (N1/3 +t) ≡

{Y1(N1/3 + t) − a(N, t), Y2(N1/3 + t) − a(N, t), . . . , YN(N1/3 + t) − a(N, t)} は, N → ∞ と
したとき無限次元行列式過程に収束する．その行列核 KAi はエアリー関数 Ai(x) を用いて以
下のように表すことができる:

KAi(s, x; t, y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫ 0

−∞
du e(t−s)u/2Ai(x − u)Ai(y − u), s ≤ t のとき

−
∫ ∞

0

du e(t−s)u/2Ai(x − u)Ai(y − u), s > t のとき

17



[ハードエッジ・スケーリング極限] ξN,ν(N + t) は, N → ∞ としたとき無限次元行列式過程に

収束する．その行列核 K(ν) はベッセル関数 Jν(x) を用いて以下のように表すことができる:

K(ν)(s, x; t, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫ 1

0

du Jν(2
√

ux)Jν(2
√

uy)e2(t−s)u, s < t のとき

Jν(2
√

x)
√

yJ ′
ν(2

√
y) − Jν(2

√
y)
√

xJ ′
ν(2

√
x)

x − y
, s = t のとき

−
∫ ∞

1

du Jν(2
√

ux)Jν(2
√

uy)e2(t−s)u, s > t のとき

上の 3 つの無限粒子系は時間的にはいずれも斉次であるが，空間的にはバルク・スケーリング極限
で得られたもののみが斉次であり，2 種のエッジ・スケーリング極限で得られたものは非斉次であ
ることを注意しておく（表 2 参照）．これらの無限粒子系は, 可逆過程であり，その平衡分布は行列
値点過程である. 長田 [43] は, 平衡分布が行列値点過程である拡散過程をディリクレ形式による手
法により構成した. 長田の確率過程と上述の無限次元行列式過程との一致は明らかではない．

4.3 Tracy-Widom 分布

時間的に斉次な非衝突ブラウン運動の最右端粒子の運動に注目することにする．ある時刻 t > 0
で，この最右端粒子の位置が α ∈ R 未満である確率は, M = 1, t1 = t, θ1 = 1, χ1(x) = −1{x≥α} と
して (15) を用いることにより

P

(
max

1≤j≤N
Yj(t) < α

)
= E

⎡⎣exp

⎧⎨⎩
N∑

j=1

log(1{Yj (t)<α})

⎫⎬⎭
⎤⎦ = Det

[
δ(x − y) − KN(t, x; t, y)1{y≥α}

]
というようにフレドホルム行列式で与えられる．特に, ソフトエッジ・スケーリング極限で得られた
無限次元行列式過程の最右端の粒子の位置の分布は, 前小節で与えた行列核 KAi を用いて

Det
[
δ(x − y) −KAi(t, x; t, y)1{y≥α}

]
≡ Fmax(α)

と表すことができる. Tracy と Widom は, パンルヴェ第 2 方程式 (例えば，[42]を参照）

PII :
d2q(x)
dx2

= 2q(x)3 + xq(x)

の境界条件 q(x) ∼ Ai(x), x → ∞ を満たす解 q(x) を用いて

Fmax(α) = exp
(
−
∫ ∞

α

(x − α)q(x)2dx

)
と書き表すことができることを示した (Tracy-Widom 分布)[55]. 行列式過程に対してある定位置
（例えば原点）の右側最近接粒子の位置の分布を計算してみると, 最右端粒子場合と同様に, フレド
ホルム行列式で表すことができる. バルク・スケーリング極限の場合 [24] とハードエッジ・スケー
リング極限の場合 [56] での原点に対する右側最近接粒子の位置の分布は詳しく調べられており, そ
れぞれパンルヴェ第 5 方程式 PV と第 3 方程式 PIII の解を用いて具体的に書き表すことができる

（表 2 参照）.
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行列核 (有限系) エルミート Hn エルミート Hn ラゲール Lν
n

行列核 (無限系) (バルク) (ソフトエッジ) (ハードエッジ)
三角関数 エアリー ベッセル

sin, cos Ai Jν

空間的斉次性 斉次 非斉次 非斉次

パンルヴェ方程式 PV PII PIII

表 2: 行列式過程とパンルヴェ方程式

5 時間的非斉次過程

前節で扱った非衝突過程は, 非衝突条件を無限の時間区間 (0,∞) において課したものであり, 時間
的に斉次な拡散過程であった. 一方, 非衝突条件を有限の時間区間 (0, T ] においてのみ課すことを考
えると, 非衝突ブラウン運動と非衝突彷徨過程は, それぞれ推移確率密度が (4), (6) と (10), (11) で
与えられるように時間的に非斉次な拡散過程となることを第 2 節で紹介した. 時間的に非斉次な非
衝突ブラウン運動X(t), t ∈ [0, T ]の推移確率密度 (6)において t = T とすると，定義より y ∈ WA

N

に対しては NN(0,y) = 1 であるから，(14) で与えた gGOE と等しくなることが分かる．つまり，

非衝突条件を課す時間区間の終時刻 T での分布はGOE の固有値分布と一致するのである．しかし
0 < t < T のときは X(t) の分布は GOE の固有値分布とは異なる．特に 0 < t � T のときには

GUE の固有値分布に近いものであることが，NN (T − t,y) に漸近評価 (5) を用いると分かる．以
上の考察から，X(t), t ∈ [0, T ] はGUE から GOE への転移を示すある行列値過程の固有値過程
と見なせるのではないかと予想される.

GOE 行列過程 ΞGOE(t) の各成分は GUE 行列過程 ΞGUE(t) の各成分の虚部を零としたもので
ある．よって, 0 < t � T のときには非対角成分の実部と虚部が（零から出発して）ほぼ同じ大き

さで時間発展して行くが，t ↗ T につれて虚部は再び零になっていくようにH(N)-値過程をうまく
与えてやることができれば，X(t) をその固有値過程としてもつような行列値過程を実現できるはず
である [44]. 実際, 各成分の虚部を，第 1 節で導入しておいた期間 T のブラウン橋で与えてやれば

うまくいくことが分かる. 互いに独立なブラウン橋 βT
ij(t), 1 ≤ i < j ≤ N で, sij(t) を与える際に

導入した Bij(t), 1 ≤ i ≤ j ≤ N とも独立であるものを用意して

aT
ij(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2
βT

ij(t), i < j のとき

0, i = j のとき

− 1√
2
βT

ji(t), i > j のとき

とおき，H(N)-値過程を

ΞT (t) =
(
sij(t) +

√−1aT
ij(t)

)
1≤i,j≤N

, t ∈ [0, T ] (16)

と定義する．すると ΞT (t), t ∈ (0, T ] の固有値過程 λT (t), t ∈ (0, T ] は時間的に非斉次な拡散過程で
あり，2.2 節で説明した時間的に非斉次な非衝突ブラウン運動X(t), t ∈ (0, T ] （ただし X(0) = 0）
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と分布が等しいことが分かる [30]．証明するには ΞT (t) の固有値過程 λT (t) と ΞGUE(t) の固有値
過程が一般化された Imhof 関係 (9) を満たすことを示せばよい．H(N)-値過程 ΞGUE(t) の固有値
過程と時間的に斉次な非衝突ブラウン運動 Y (t) の分布が等しいこと（Dyson の結果）はすでに示
したので，このことより，λT (t) がX(t) と分布の意味で等価であることが結論できるのである.
この結果より，X(t), t ∈ (0, T ] という一つの拡散過程の推移確率密度に対して，Karlin-McGregor

の公式を利用した (6) という表現と，(16) で定義されたH(N)-値過程 ΞT (t) に対する固有値過程の
推移確率密度という二つの異なる表現が与えられたことになる．これは，3 次元ベッセル過程やブ
ラウン彷徨過程が，1 次元ブラウン運動の条件付き過程としての表現と 3 次元ブラウン運動の動径
方向への射影としての表現という二つの表現をもつのと同じ構造である．X(t), t ∈ (0, T ] に対する
後者の表現は，H(N)-値過程をその固有値の部分 Λ(t)とユニタリー行列部分 U(t) に分解して，そ
のうちのユニタリー部分を積分したもので与えられる．このことから Harish-Chandra の積分公

式 [19] あるいは Itzykson-Zuber の積分公式 [22] とよばれる次式が導出される [30].

[Harish-Chandra の積分公式] dU を空間 U(N) での Haar 測度とし,
∫
U(N)

dU = 1
と規格化されているものとする．x = (x1, x2, . . . , xN ),y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ WA

N に対して，

Λx = diag(x1, x2, . . . , xN ),Λy = diag(y1, y2, . . . , yN ) とすると，任意の σ ∈ R に対して等式∫
U(N)

dU e−
1

2σ2 Tr(Λx−U∗ΛyU)2 =
C1(N)σN2

hN (x)hN (y)
det

1≤i,j≤N

(
G(σ2, yj |xi)

)
が成立する．

非衝突彷徨過程 X(ν,κ)(t) に対しても上と同様な議論ができる. 各成分の実部がブラウン運動で
あり, 虚部がブラウン橋である行列値過程

MT (t) =
(
Bij(t) +

√−1βT
ij(t)

)
1≤i≤N+ν,1≤j≤N

は chGUE から chGOE への転移を示す．これは非衝突彷徨過程と関係があると思われるが，こ
のランダム行列の固有値は一般に複素数であるので, MT (t) の固有値過程そのものが非衝突彷徨過
程と一致するわけではない．MT (t) の代わりに，これから作られる

ΞLW
T (t) = MT (t)∗MT (t), t ∈ [0, T ]

というエルミート行列を考える．この行列の固有値過程 λLW(t) = (λLW
1 (t), λLW

2 (t), . . . , λLW
N (t)) は

各成分が非負である確率過程になる. この各成分の平方根 κLW
i (t) =

√
λLW

i (t), 1 ≤ i ≤ N で定

まる確率過程 κLW(t) = (κLW
1 (t), κLW

2 (t), . . . , κLW
N (t)) は時間的に非斉次な拡散過程であり，これ

が，ν ∈ N0, κ = ν + 1 の場合の時間的に非斉次な非衝突彷徨過程X (ν,ν+1)(t), t ∈ (0, T ] (ただし
X(ν,ν+1)(0) = 0) と分布の意味で等しいのである [31]．その他の例として, (ν, κ) = (1/2, 1) の場合
がある. この場合も固有値過程が非衝突彷徨過程となるエルミート行列値過程を構成することがで
き, これが class C から class CI への転移を示すことが導ける．(行列値統計集団 class CI や後述
の class DIII-odd/even については文献 [60, 2, 23, 6] を参照.)

2N 本のブラウン運動に対して，区間 (0, T ) での非衝突条件に加えて，「隣合った 2j − 1 番目の道
と 2j 番目の道は必ず終時刻 T で出会う (1 ≤ j ≤ N)」という条件も課すと, GUE から GSE へ

の転移を示す行列値過程とそれに対応する非衝突拡散過程を得ることができる. 非衝突彷徨過程に
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時間的斉次性 斉次 非斉次

1 次元拡散過程の例 ブラウン運動 ブラウン橋

ベッセル過程 ベッセル橋

彷徨過程

行列値過程の例 GUE GUE-to-GOE, GUE-to-GSE
chGUE chGUE-to-chGOE, chGUE-to-chGSE
class C class C-to-class CI (ν = 1/2, κ = 1)
class D class D-to-class DIII-odd (ν = 1/2, κ = 0)

class D-to-class DIII-even (ν = −1/2, κ = 0)

過程 行列式過程 パフィアン過程

多時刻相関関数 行列式 パフィアン

多時刻積率母関数 フレドホルム行列式 フレドホルム・パフィアン

表 3: 時間的に斉次である場合と非斉次である場合との比較

対しては，パラメータが (ν, ν + 1), ν ∈ N0 の場合と (ν, κ) = (1/2, 0) および (−1/2, 0) の場合にこ
の付加条件を課すと，それぞれ chGUE から chGSE への転移, class D から class DIII-odd
への転移, class D から class DIII-even への転移を示す行列値過程とそれらに対応する非衝突拡

散過程を得ることもできる [31]．(ここで，chGSE はカイラル・ガウス型シンプレクティック集団と
よばれる行列値統計集団を表す [39].)
このようにして時間的に非斉次な過程がいくつも構成できるが (表 3 参照)，各々が非衝突拡散過

程としての表現と行列値過程の固有値過程としての表現をもつ．その等価性から，対称性の異なる

それぞれの行列に対する Harish-Chandra(Itzykson-Zuber)の積分公式が導かれる [31].
多時刻積率母関数がフレドホルム・パフィアン [46, 33] で表される確率過程のクラスが, 最近，盛

んに研究されている [52, 3]. このような確率過程をここではパフィアン過程とよぶことにする. パ
フィアン過程の多時刻 N 点相関関数は, 一般に 2N ×2N 行列のパフィアンで表すことができる（表

3 参照）．特別な場合には, 2N × 2N 行列のパフィアンは N ×N 行列の行列式に帰着されることか

ら，パフィアン過程は行列式過程の一般化の一つと見なすことができる. N 点相関関数が N ×N 四

元数行列式で表される確率過程がDyson による定式化以降研究されているが [11, 13, 39], 四元数行
列式はパフィアンで書き表すこともできるので, これらもパフィアン過程である. 上で議論した時間
的に非斉次な非衝突ブラウン運動と非衝突彷徨過程も, パフィアン過程であることが示せる [28, 33].
N → ∞ での漸近挙動も調べることができ, スケーリング極限で得られる無限次元パフィアン過程
は時間的に非斉次な無限粒子系を与える．非衝突彷徨過程の場合，パフィアン相関関数を定める行

列核の一般形は，Riemann-Liouville の分数微積分を用いて表される [33].
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6 おわりに

1. 本稿では，Rおよび R+ という 1次元非有界領域内の拡散過程に非衝突条件を課した場合につ
いて詳しく論じた．これらはガウス型の行列値統計集団と関係した．同様に有界な領域内での非

衝突拡散過程を考えることもできる．円周上の非衝突拡散過程については，circular ensemble

とよばれるユニタリー行列値の統計集団と関連して調べられている [9, 38, 41]. 有限区間内
の非衝突拡散過程の推移確率密度は Jacobi 多項式を用いて表すことができ，multivariate
analysis of variance (MANOVA) モデルとよばれる統計集団と関係する [8].

2. Dyson モデルは方程式 (8) で与えられるようにパラメータ β をもつ．本稿では一般化された

Bru の定理を応用することによって， β = 1, 2, 4 の場合にはそれぞれGOE, GUE, GSE 行列
値過程の固有値過程に等しいことを示し，また，このうちで特に β = 2 の場合は非衝突ブラ
ウン運動とも等価であることを解説した．最近，一般の β > 0 に対して

gbeta(x) =
1

Cβ(N)
hN (x)β exp

(
−|x|2

2

)
, x ∈ WA

N

を固有値分布とする行列値統計集団が報告された．ここで Cβ(N) は正規化定数である. これ
は，対角成分は独立なガウス分布に従い, (k, k+1)-成分および (k+1, k)-成分（1 ≤ k ≤ N−1）
は, 独立な自由度 (N − k)β のカイ 2 乗分布に従う，3 重対角実対称行列値確率変数に対する
統計集団であり，ガウス型ベータ集団 (Gaussian beta ensemble) とよばれている [8].

3. 各成分が独立同分布である複素ガウス分布に従う行列統計集団をギニブル集団 (Ginibre
ensemble) [17] という. 本稿では固有値が実数値であるランダム行列を扱ったが, このギニブ
ル集団の固有値は複素数値であり, その確率密度関数は

gGin(z) =
1

CGin(N)

∏
1≤i<j≤N

|zi − zj |2 exp
(
−|z|2

2

)
, z ∈ CN

で与えられる. ここで CGin(N) は正規化定数である. ギニブル集団の固有値分布の性質につ
いては [49] などで調べられている.

4. 本稿では非衝突拡散過程を扱ったが, 非衝突条件の下での離散時間マルコフ過程も研究され
ている．特に vicious walkとよばれている非衝突ランダムウォーク [12]は，ヤング図形や
シューア関数を用いた対称群の表現 [20, 54] とも関連して興味深い [27, 29]．
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