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概 要

サブゼミの１日目はランダム行列と非衝突拡散過程について（第１節－３節），
２日目は SLEと共形場理論について（第４節－６節）話をする．このテキストは
式が多くなってしまったが，講義ではプロジェクターで図をたくさん見せながら
説明するつもりである．数理物理の分野でいま盛んに研究されているこの２つの
トピックスは，一見すると無関係に思えるが，Bessel 過程とよばれる確率過程を
通じて深く関連しているという不思議さを伝えたい．
ランダム行列 [13]とは成分が乱数で与えられる行列のことである．ただし行列

に対称性を課す．そうするとすべての成分が独立という訳にはいかなくなるが，そ
れでもなるべくランダムに各成分を生成させることにする．例えば，サイズ N の
ランダムなHermite行列は N2 個の独立な実乱数を用いて生成できる．Hermite
行列なのでユニタリー行列で対角化できて N 個の実固有値が定まる．行列成分が
ランダムなので N 個の実固有値もランダムだが，それらはもはや独立ではない．
N 個の実固有値を直線上の N 粒子の位置と見なそう．すると粒子間に（距離に反
比例する）斥力が働く１次元 N 粒子系が得られる．ランダム行列理論は「独立な
乱数から強く相互作用する系を生み出す理論」である [7]．
複素平面の実軸の上側を上半平面という．原点を出発点とする１本の（有限の

長さの）曲線を上半平面に描く．上半平面から，いま描いた曲線を取り除く．曲線
がループを持つときにはそのループで囲まれた領域も一緒に取り除くことにする．
残りは当然，上半平面の「部分」になる訳だが，その「部分」を元の上半平面全体に
写す（つまり元に戻す）共形変換（等角写像）が必ず存在する．これをRiemann
の写像定理という．この変換の逆を考えよう．すると，元々は何も無かった上半平
面に曲線を生み出すことができる．この原理を Brown運動の理論と組み合わせ
たのが，2000 年に発表された Schramm-Loewner Evolution (SLE)である．
フラクタル物理学 [10]や相転移・臨界現象の統計物理学 [14]で重要な役割を果た
す様々なランダムな連続曲線を SLE で自在に生成できることが，この１０年の間
に分かってきた [5, 17]．（2006 年にWernerは SLE と共形場理論 [22] の研究で数
学のノーベル賞といわれるフィールズ賞を受賞した [16]．）
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Part I : 非衝突拡散過程とランダム行列

1 非衝突拡散過程

1.1 Brown運動とBessel過程

(Ω,F ,P)を確率空間とする1．原点を出発点とする１次元Brown運動{B(t, ω)}t∈[0,∞)

は次の性質を持つ確率過程である2．

1. B(0, ω) = 0 が確率 1 で成り立つ．
2. 任意の ω ∈ Ω に対して，ω を固定したとき B(t, ω) は t の関数として連続な実数
値関数である．（このとき経路が連続であるという．）

3. 任意の時刻の列 t0 ≡ 0 < t1 < · · · < tM , M = 1, 2, . . . , に対し，増分 {B(tj+1) −
B(tj)}j=0,1,...,M−1は独立で，各々の分布は平均 0，分散 tj+1−tj の正規分布（Gauss

分布）に従う．

したがって

p(t, y|x) =
1√
2πt

exp

{
−(y − x)2

2t

}
, t > 0, x, y ∈ R (1.1)

とおくと（R は実数全体の集合を表す），Brown運動が各時刻 tj , 1 ≤ j ≤ M で区間
[aj , bj ] に滞在する確率は

P
(
B(tj) ∈ [aj , bj], j = 1, . . . ,M

)
=

∫ b1

a1

dx1 · · ·
∫ bM

aM

dxM

M−1∏
j=0

p(tj+1 − tj , xj+1|xj)

で与えられる．
この積分核である p(t− s, y|x) を，Brown運動の推移確率密度関数（遷移確率密度

関数）という3．任意の時刻 s ≥ 0 に対して，その時刻でのBrown運動の値 B(s) が与
えられると，『それ以前のBrown運動 B(u), u < s とそれ以後のBrown運動 B(t), t > s

1Ω は標本空間，Ω の部分集合 A ⊂ Ω は事象を表すが，F は事象全体の集合であり，σ 加法族（加
算加法族）をなす．（すなわち，(i) Ω ∈ F , (ii) A ∈ F なら A の補集合 Ac ∈ F , (iii) A1, A2, . . . ,∈ F な
ら ∪nAn ∈ F , という 3 条件を満たす．）

2確率過程は確率変数の時間発展である．過去の軌跡を「情報」と見るとき，情報の増大系が得られ
ることになる．これを表すのがフィルトレーション（filtration, 情報系）{Ft}t≥0 である．これは，(i)
Fs ⊂ Ft ⊂ F , 0 ≤ s < t, (ii) 各 t に対して Ft は σ 加法族をなす，という２条件を満たすものである．
(Ω,F ,P; {Ft}t≥0) をフィルター付き確率空間という．

3(1.1) で与えられる積分核は熱方程式（拡散方程式）
∂

∂t
p(t, y|x) =

1
2

∂2

∂x2
p(t, y|x) の解で p(0, y|x) =

δ(y − x) を満たすもの（基本解）であることから，熱核（heat kernel)ともよばれる．拡散方程式の
Green 関数，あるいはプロパゲーター（propagator, 伝播関数）といってもよい．
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とは条件付き独立である』ことが分かる．この性質をMarkov性という．正の値をと
る確率変数 τ がMarkov時刻（あるいは停止時刻）であるとは，τ の値がある定数 u

以下であるかどうかは確率過程の時刻 u までの値だけで決まり，それ以降の時刻でと
る値には影響されないことをいう．例えば，ある領域を定めたとき，確率過程が最初
にその領域内に到達する時刻はMarkov時刻である．Brown運動では，上記のMarkov

性の説明文において時刻 s とあるところを任意のMarkov時刻 τ に替えても構わない．
その場合でも同様に，条件付き独立性が成り立つのである．この性質を強Markov性
という．
一般に，経路が連続である確率過程で強Markov性を持つものを拡散過程という．時

刻 s で位置 x にある状態から時刻 t (> 0) で位置 y にある状態への推移を表す推移確
率密度関数を g(s, x; t, y)と記すことにする．Brown運動のように g(s, x; t, y)が時間の
差 t− s で定まる拡散過程は時間的に斉次であるという．同様に，g(s, x; t, y)が位置座
標の差 y − x だけに依存するときは空間的に斉次であるという．
dを自然数とする：d ∈ N ≡ {1, 2, · · · }．d次元Brown運動B(t) = (B1(t), . . . , Bd(t))

の原点からの距離

X(d)(t) = |B(t)| =
√
B1(t)2 +B2(t)2 + · · ·+Bd(t)2 (1.2)

は（非負値）１次元拡散過程となる．これを d 次元Bessel過程という．d 次元Bessel

過程 X(d)(t), d ∈ N の推移確率密度関数 p(d)(t, y|x) は

ν =
d− 2

2
⇐⇒ d = 2(ν + 1) (1.3)

として，

p(d)(t, y|x) =
yν+1

xν

1

t
exp

(
−x

2 + y2

2t

)
Iν

(xy
t

)
, t > 0, x > 0, y ≥ 0

p(d)(t, y|0) =
y2ν+1

2νΓ(ν + 1)tν+1
exp

(
−y

2

2t

)
, t > 0, y ≥ 0 (1.4)

で与えられる．ここで，Iν(z) は変形Bessel関数であり，ガンマ関数 Γ(z) を用いて次
のように定義される:

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−uuz−1du Re u > 0, (1.5)

Iν(z) =

∞∑
n=0

(z/2)2n+ν

Γ(n+ 1)Γ(ν + n+ 1)
. (1.6)

このように，推移確率密度関数が Bessel 関数で表されるので，この確率過程 X(d)(t)

をBessel 過程とよぶのである．(1.3) より，d = 1, 2, 3, 4, . . . は ν = −1/2, 0, 1/2, 1, . . .
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というように半整数に対応するが，(1.4) 式は ν を連続な実パラメターとしても意味を
持つ．そこで，この (1.4)を推移確率密度関数とする確率過程として，(1.3)の関係式の
下，連続な実数次元 d ≥ 1 に対して d 次元 Bessel 過程を定義することにする．Bessel

過程は，その次元により性質が異なる．原点に対して，２次元以上 (d ≥ 2) では非再
帰的であるが，２次元未満 (1 ≤ d < 2)では再帰的である [3]．

1.2 半マルチンゲ－ルと Itôの公式

任意の s > 0 に対して B(s) を与えたとき，『その後のBrown運動は B(u), u < s の
値に影響されず，B(t)−B(s) は（条件付き）平均が零である』という性質を持つ．こ

れをマルチンゲ－ル性という4．Brown運動に基づく確率積分
∫ t

0

X(s)dB(s) などは，

マルチンゲ－ル性を持つ確率過程（以後単にマルチンゲ－ルとよぶ）の例である．時
間に比例した変動を持つ（つまり速度が定義できる）確率過程を有界変動過程という．
ドリフト運動のことである．マルチンゲ－ル（平均的には零である揺らぎの項）と有
界変動過程（ドリフト項）の和で与えられる確率過程を半マルチンゲ－ルとよぶ．
確率過程 Z(t) の二次変分 (quadratic variation)を 〈Z〉t とおく:

〈Z〉t = P- lim
n→∞

n∑
j=0

(Z(tj+1) − Z(tj))
2

ただしここで，P- lim
n→∞

は時間区間 [0, t] の分割 0 ≡ t0 < t1 < · · · < tn ≡ t を無限に細

かくしていく極限における確率収束を意味するものとする5．Z(t) が有界変動過程であ
る場合は 〈Z〉t = 0 である．また，確率過程 Z(t), Ẑ(t) に対して

〈Z, Ẑ〉t ≡ 1

4

{
〈Z + Ẑ〉t − 〈Z − Ẑ〉t

}
と定義し，さらに dZ(t)dẐ(t) = d〈Z, Ẑ〉t という記法を用いることにする．Brown運動
の二次変分は dB(t)dB(t) = dt であるが，逆に二次変分が dt である連続マルチンゲ－
ルはBrown運動に限る．一般に連続なマルチンゲ－ルは二次変分により一意的に定ま
る．B1(t) と B2(t) が互いに独立なBrown運動であるとき dB1(t)dB2(t) = 0 となるの

4マルチンゲールとは，元々は勝ち負けが半々の賭けでの「倍賭け」という必勝法のこと．まず１万
円を賭け，負けたら２万円，以下４万円，８万円，１６万円，· · · と続ける．勝ったときにやめること
にすれば，いつも１万円儲かる．（ただしこれは，無限の賭け金を持っていればの話なので要注意．) 転
じて，各時刻での期待値が有限であり，過去の遍歴には依らずに一定であるような確率過程をマルチン
ゲールとよぶ．

5確率変数の列 {Xn}∞n=1 と確率変数 X が同一の確率空間 (Ω,F ,P) で定義されているものとする．
n → ∞ のとき {Xn} が X に確率収束するとは，任意の ε > 0 に対して limn→∞ P(|Xn −X | > ε) = 0
となることをいう．ここではこれを P- lim

n→∞ と記す．
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で，d 次元Brown運動B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , Bd(t)) に対して dBj(t)dBk(t) = δjkdt

が成立する．多次元の場合でも dMj(t)dMk(t), 1 � j, k � d が与えられるとマルチン
ゲ－ルM(t) = (M1(t),M2(t), . . . ,Md(t)) が一意的に決まることが知られている．

Z(t) = (Z1(t), Z2(t), . . . , Zd(t)) をマルチンゲ－ル部分が M(t)，有界変動部分が
A(t) = (A1(t), A2(t), . . . , Ad(t)) である d 次元半マルチンゲ－ルとする．F を Rd 上で
定義された２階微分可能な実数値関数としたとき確率過程 F (Z(t)) は，

dF (Z(t)) =
d∑

j=1

∂F

∂xj
(Z(t)) (dMj(t) + dAj(t))

+
1

2

∑
1�j,k�d

∂2F

∂xj∂xk
(Z(t))dMj(t)dMk(t) (1.7)

と展開することができる．これを Itôの公式という [12, 3]．

F (x) =
√∑d

j=1 x
2
j としてこの公式を (1.2) に適用すると，d 次元 Bessel 過程の確率

微分方程式が

dX (d)(t) = dB(t) +
d− 1

2X(d)(t)
dt (1.8)

で与えられることが導かれる．したがって，d > 1のときd次元 Bessel過程は半マルチン

ゲールであり，そのマルチンゲール部分はBrown運動，有界変動部分は
d− 1

2

∫ t

0

ds

X(d)(s)
であることになる6. (1.8)の形の確率微分方程式に次の形の偏微分方程式を対応させる：

∂

∂t
u(t, x) =

1

2

∂2

∂x2
u(t, x) +

d− 1

2x

∂

∂x
u(t, x). (1.9)

これを後進 Kolmogorov 方程式という [12, 3]．(1.4) 式で与えられる d 次元 Bessel

過程の推移確率密度関数 p(d)(t, y|x) はこの偏微分方程式の基本解（t = 0 で δ(x − y)

となる解）である．

1.3 Karlin-McGregor の公式

２つの１次元拡散過程 X1, X2 において，X1(τ) = X2(τ) であるとき，この２つの過
程は時刻 τ で衝突したという．また，x = X1(τ) = X2(τ) を衝突点とよぶことにする．
これは，時空平面において 2 本の経路が衝突（交差）することを意味する．N 粒子拡

6(1.4)の上式で d = 1 ⇐⇒ ν = −1/2とすると（I−1/2(z) =
√

2/(πz) cosh z なので），p(1)(t, y|x) =
p(t, y|x) + p(t, y| − x) を得る（p は熱核 (1.1)）．これは原点に反射壁のある１次元反射壁 Brown 運
動の推移確率密度関数である．このことから X(1)(t) = |B(t)| とする．これは (1.2) において d = 1 と
してルートの中が１項だけとした結果と合致する．
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散過程で，ある時間区間で衝突が起こらないものを非衝突拡散過程とよぶことにする
[7]．
非衝突拡散過程を解析するには，推移確率密度関数に対する行列式を用いた表示が

有効である．この行列式表示は，確率論では Karlin-McGregor の公式，組み合わせ
論では Lindström-Gessel-Viennot の公式とよばれる．またこの公式は，量子力学
で自由 Fermi 粒子からなる多体系の波動関数を表す Slater 行列式の確率過程版と見
なすこともできる [4, 7, 20]．

定理 1.1 (Karlin-McGregor の公式) g(s, x; t, y) を１次元拡散過程の推移確率密度
関数とする．N 個の始点 xj, j = 1, 2, . . . , N とN 個の終点 yj, j = 1, 2, . . . , N がそれ
ぞれ x1 < x2 < · · · < xN と y1 < y2 < · · · < yN を満たすとする．このとき，N 本の
経路が時間区間 [s, t] で非衝突である確率密度関数は行列式 det

1≤j,k≤N

[
g(s, xj; t, yk)

]
で

与えられる．

証明 行列式の定義より

det
1≤j,k≤N

[
g(s, xj; t, yk)

]
=
∑

σ∈�N

sgn(σ)

N∏
j=1

g(s, xj; t, yσ(j)). (1.10)

ただしここで，SN は {1, 2, . . . , N} の置換全体の集合（対称群とよばれる群をなす）．
時空平面上の (s, x) から (t, y) へ至る経路全体からなる集合を Ω(s, x; t, y) と書くこと
にする．πj ∈ Ω(s, xj ; t, yσ(j)), j = 1, 2, . . . , N とすると，(1.10) は，置換 σ と N 本の
経路の組 (σ, π1, . . . , πN)に対する母関数とみなせる．この組 (σ, π1, . . . , πN)のうち，少
なくとも１回は経路の衝突があるものを選ぶ．それに対して

τ = sup
{
s < u < t : π1, . . . , πNのいずれかが時刻 u で衝突

}
とし7 ，この衝突点を v ∈ R とする．また，時刻 τ で衝突した経路を π�1 , π�2 とする．
（３本以上の経路が同時に衝突した場合は，そのうち添字の小さい２つを選ぶことにす
る，図 1 を参照．）
そして

π�1 = π�1(→ v)π�1(v →), π�2 = π�2(→ v)π�2(v →)

と書くことにする．図 2 のように，衝突点 v で経路を入れ替えたものを

π′
�1 = π�1(→ v)π�2(v →), π′

�2 = π�2(→ v)π�1(v →)

として，j �= 	1, 	2 に対しては π′
j = πj とする．また，置換 σ と互換 (	1, 	2) との積置

換を σ′ と書く．すると

(σ, π1, . . . , πN) ⇐⇒ (σ′, π′
1, . . . , π

′
N) (1.11)

7sup は上限 (supremum)，inf は下限 (infimum)を表す．
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x1 x2 x4x3 x5

yσ(4) yσ(3) yσ(2)yσ(1) yσ(5)

π
�1 π

�2

υ

図 1: 衝突のある経路の組 (π1, . . . , πN) の
例．衝突点 v を通過する２つの経路π�1 と
π�2 を選ぶ．

xj xk

yπ (k) yπ (j)

π
�1

υ

π
�2

xj xk

π '
�1

π '
�2

(a) (b)

yπ (k) yπ (j)

υ

図 2: (a) 経路 π�1 と π�2．(b) 経路 π′
�1
と

π′
�2
．

は 1 対 1 に対応することが分かる．sgn(σ′) = −sgn(σ) なので，組 (σ, π1, . . . , πN) の
母関数 (1.10) において，(1.11) の組の対は逆符号で足されるので相殺される．以上の
考察より，母関数 (1.10) において衝突がある経路からの寄与は全て相殺されることが
示された．他方，非衝突の場合は σ は恒等変換であり，sgn(σ) = 1 であるから，結局
(1.10) は非衝突の経路のみの和になる．

1.4 非衝突Brown運動

RN の部分集合WA
N = {x ∈ RN : x1 < x2 < · · · < xN} を考える．これは表現論では

AN−1型のWeyl領域とよばれているものである．WA
N 内の吸収壁Brown運動8 の推

移確率密度関数，つまり時刻 0 で WA
N 内の点 x = (x1, . . . , xN ) から出発した Brown

運動がWA
N から外に出ることなく時刻 t でWA

N 内の点 y = (y1, . . . , yN) へ到達する確
率密度関数は，定理 1.1 のKarlin-McGregor の公式より

fN(t,y|x) = det
1≤j,k≤N

[
p(t, yj|xk)

]
(1.12)

8原点に吸収壁を置いた（(0,∞) 内の）１次元吸収壁 Brown 運動の推移確率密度関数は p を熱核
(1.1) として，gabs(s, x; t, y) = p(t − s, y|x) − p(t − s, y| − x), 0 < s < t, x, y ≥ 0 で与えられることが
Brown 運動の反射原理から分かる [7]．これを (1.4) 式で d = 3 ⇐⇒ ν = 1/2 としたものと比較する
と（I1/2(z) =

√
2/(πz) sinh z なので），p(3)(t − s, y|x) = (y/x)gabs(s, x; t, y) という関係が得られる．

(1.12) や (1.14) は，これらの関係を N 変数に多変数拡張したものと見なすことができる．
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と表される．したがって，時刻 0 で点 x から出発したBrown運動が，時刻 tまでの間
WA

N から外に出ない確率は，

NN(t,x) =

∫
�A

N

fN(t,y|x)dy (1.13)

で与えられることになる．ここで dy =
N∏

j=1

dyj である．

T > 0 を固定して，有限な時間区間 (0, T ] での非衝突Brown運動を定義する．こ
の過程 Z(t) = (Z1(t), Z2(t), . . . , ZN(t)) の推移確率密度関数 gT

N(s,x; t,y) は，時刻 T

まで衝突しないという条件の下で，時刻 s で点 x ∈ WA
N にいた N 個のBrown運動が

時刻 t で点 y ∈ WA
N に到達する確率密度であり，

gT
N(s,x; t,y) =

NN(T − t,y)

NN(T − s,x)
fN(t− s,y|x), 0 ≤ s < t ≤ T, x,y ∈ W

A
N (1.14)

で与えられる．
次節で示すように，Schur関数とよばれる多変数対称関数 [4, 20]を用いて双線形展

開することにより，漸近評価

NN(t,x) � C2(N)

C1(N)
hN

(
x√
t

)
,

|x|√
t
→ 0 (1.15)

が導かれる [6, 8]．ここで hN (x) は差積

hN (x) = det
1≤j,k≤N

(
xj−1

k

)
=
∏

1≤j<k≤N

(xk − xj) (1.16)

であり，C1(N), C2(N) はガンマ関数 (1.6) を用いて

C1(N) = (2π)N/2
N∏

j=1

Γ(j), C2(N) = 2N/2
N∏

j=1

Γ(j/2) (1.17)

で与えられる．また，x = (x1, x2, . . . , xN) に対して |x| =

√√√√ N∑
j=1

x2
j とする．

漸近評価 (1.15) を用いると，非衝突 Brown運動 Z(t) は，非衝突条件を課す時間
T → ∞の極限で，推移確率密度関数が

pN(t,y|x) =
hN(y)

hN (x)
fN(t,x,y), t > 0, x,y ∈ W

A
N (1.18)
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で与えられる時間的に斉次な拡散過程X(t) = (X1(t), X2(t), . . . , XN(t))に収束するこ
とが分かる．ここで，

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

hN (x) = 0

である．これを使うと，pN(t,y|x) が次の偏微分方程式を満たすことが導ける：

∂

∂t
pN(t,y|x) =

1

2

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

pN(t,y|x) +
∑

1≤k≤N
k �=j

1

xj − xk

∂

∂xj

pN (t,y|x). (1.19)

これは (1.9) で d = 3 として得られる３次元 Bessel 過程の後進 Kolmogorov 方程式
を N 変数に多変数拡張した形になっている．(1.9) に対応して Bessel 過程の確率微
分方程式が (1.8) で与えられた．これと同様に，(1.19) に対応して非衝突 Brown 運動
X(t) = (X1(t), . . . , XN(t)) の確率部分方程式は

dXj(t) = dBj(t) +
β

2

∑
1≤k≤N

k �=j

1

Xj(t) −Xk(t)
dt, 1 ≤ j ≤ N (1.20)

で β = 2 としたもので与えられることが分かる．パラメター β を持つ (1.20) をここで
はDyson模型の方程式とよぶことにする [7]．

1.5 Schur関数展開とSelberg積分

μ1 ≥ μ2 ≥ · · · ≥ μN ≥ 0, μj ∈ N0 ≡ N∪{0} = {0, 1, 2, . . .}のとき，μ = (μ1, . . . , μN)

を整数 |μ| ≡
N∑

j=1

μj の分割という．{μj} のうち零でないものの数を分割の長さといい

	(μ) で表すことにする．すべての 1 ≤ j ≤ N で μj = 0 のとき特に (0, 0, . . . , 0) = ∅ と
記す．
このような分割 μ に対して，N 変数 x = (x1, . . . , xN ) の関数

sμ(x) =
det

1≤j,k≤N

[
xμk+N−k

j

]
det

1≤j,k≤N

[
xN−k

j

] (1.21)

を定義する [4, 20]．分母は Vandermonde の行列式であり，(1.16) 式で与えられた差積
と次の関係にある：

det
1≤j,k≤N

[
xN−k

j

]
=
∏

1≤j<k≤N

(xj − xk) = (−1)N(N−1)/2hN(x). (1.22)
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sμ(x) は x1, . . . , xN の |μ| 次の同次対称多項式であり，Schur関数とよばれる．μ = ∅
に対しては s∅(x) = 1 である．sμ(x) は N 変数の多項式環 Z[x1, . . . , xN ] の基底をな
す．次は行列式に対する多変数のTaylor展開の公式である．

補題 1.1 定数 ρ があって，ψ(x) が x = 0 の周りで ψ(x) =
∞∑

n=0

cnx
n+ρ と展開できる

とする．このとき x = (x1, . . . , xN ),y = (y1, . . . , yN) に対して

det
1≤j,k≤N

[
ψ(xjyk)

]
= hN (x)hN (y)

N∏
j=1

(xjyj)
ρ
∑

μ:�(μ)≤N

sμ(x)sμ(y)
N∏

j=1

cμj+N−j. (1.23)

よって，|x| → 0 あるいは |y| → 0 では

det
1≤j,k≤N

[
ψ(xjyk)

]
= hN(x)hN(y)

N∏
j=1

(xjyj)
ρ

N∏
j=1

cj−1 ×
{

1 + O(|x|, |y|)
}

(1.24)

である．

証明 行列の多重線形性より

det
1≤j,k≤N

[
ψ(xjyk)

]
= det

1≤j,k≤N

[
(xjyk)

ρ

∞∑
n=0

cn(xjyk)
n

]

=
N∏

j=1

(xjyj)
ρ

∑
n=(n1,...,nN )∈�N

0

N∏
j=1

cnj
det

1≤j,k≤N

[
(xjyk)

nj

]
.

となる．n = (n1, . . . , nN) の添え字に対して置換 σ ∈ SN を施したものを σ(n) =

(nσ(1), . . . , nσ(N)) と書くことにする．一般に f(n) が n の対称関数であるとき（すな
わち，f(σ(n)) = f(n), ∀σ ∈ SN であるとき）∑

n∈�N
0

f(n) det
1≤j,k≤N

[
(xjyk)

nj

]
=

1

N !

∑
n∈�N

0

f(n)
∑

σ∈�N

det
1≤j,k≤N

[
(xjyk)

nσ(j)

]
=

∑
0≤n1<···<nN

f(n)
∑

σ∈�N

det
1≤j,k≤N

[
(xjyk)

nσ(j)

]
である．また ∑

σ∈�N

det
1≤j,k≤N

[
(xjyk)

nσ(j)

]
= det

1≤j,k≤N

[
xnk

j

]
det

1≤�,m≤N

[
ynm

�

]

11



である．
N∏

j=1

cnj
は n の対称関数なので，以上より

det
1≤j,k≤N

[
ψ(xjyk)

]
=

N∏
j=1

(xjyj)
ρ
∑

0≤n1<···<nN

N∏
j=1

cnj
det

1≤j,k≤N

[
xnk

j

]
det

1≤�,m≤N

[
ynm

�

]
.

ここで μj = nj − N + j, 1 ≤ j ≤ N として，Schur関数の定義式 (1.21) を用いる
と (1.23) が得られる．sμ(x) は x1, . . . , xN の |μ| 次多項式であり，s∅(x) = 1 なので，
|x| → 0 または |y| → 0 での漸近評価として (1.24) が得られる．

さて

fN(t,y|x) = det
1≤j,k≤N

[
1√
2πt

e−(xj−yk)2/(2t)

]
= (2πt)−N/2e−(|x|2+|y|2)/(2t) det

1≤j,k≤N

[
exjyk/t

]
である．そこで，ψ(x) = ex/t =

∞∑
x=0

xn/(n!tn) として補題 1.1 の (1.24) を適用すると，

|x|/√t→ 0 または |y|/√t→ 0 で

fN(t,y|x) =
t−N2/2

C1(N)
e−(|x|2+|y|2)/(2t)hN(x)hN(y) ×

{
1 + O

( |x|√
t
,
|y|√
t

)}
(1.25)

という評価を得る．ここで，C1(N) は (1.17) の最初の式で与えられる．したがって，

NN(t,x) =

∫
�A

N

fN(t,y|x)dy

=
1

C1(N)
hN

(
x√
t

)
C2(N) ×

{
1 + O

( |x|√
t

)}
,

|x|√
t
→ 0

となる．ここで

C2(N) =

∫
�A

N

e−|x|2/2hN(x)dx (1.26)

である．Selberg積分の変形の一つ [11]∫
�N

e−a|x|2|hN(x)|2γ = (2π)N/2(2a)−N(γ(N−1)+1)/2

N∏
j=1

Γ(1 + jγ)

Γ(1 + γ)
(1.27)

において a = 1/2, γ = 1/2 とすることによって，これは (1.17) の後の式に等しいこと
が分かる．以上で，(1.15)の導出ができた．
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2 Hermite行列値過程とその固有値過程

2.1 一般化されたBru の定理

N×N Hermite行列全体の集合を H(N)，N×N 実対称行列全体の集合を S(N) と
おく．そして行列 Aの転置行列を tA，複素共役を A，エルミート共役をA† ≡ tA と書
くことにする．Bruは H(N)値過程の一例であるWishart過程について調べ，その固有
値過程が満たす方程式を導いた．この結果は，行列値過程の各要素 ξjk(t), 1 � j, k � N

が複素数値連続半マルチンゲールである場合に拡張することができる [6, 7]．この節では
この拡張の結果得られた一般化された Bru の定理を紹介し，次節でその応用例を与え
ることにする9．λ(t) = (λ1(t), λ2(t), . . . , λN(t)) をH(N) 値過程 Ξ(t) = (ξjk(t))1�j,k�N

の固有値を成分に持つベクトルとする．ただし，大小関係 λ1(t) � λ2(t) � · · · � λN(t)

を満たすものとする．このとき U(t) = (ujk(t))1≤j,k≤N を

U(t)†Ξ(t)U(t) = Λ(t) = diag
(
λ1(t), λ2(t), · · · , λN(t)

)
というように，Ξ(t) を対角化するユニタリ行列の族とする．

Γjk,�m(t)dt =
(
U(t)†dΞ(t)U(t)

)
jk

(
U(t)†dΞ(t)U(t)

)
�m

とおき，また (U(t)†dΞ(t)U(t))jj の有界変動部分を dΥj(t) と書くことする．そして，
固有値 (λ1(t), λ2(t), . . . , λN(t)) が初めて重なる正の時刻を τ とおく:

τ = inf
{
t > 0 : λj(t) = λk(t) となる 1 � j �= k � N が存在する

}
．

定理 2.1 [一般化された Bru の定理] 複素数値過程 ξjk(t), 1 � j, k � N を連続半マ
ルチンゲールとする．このとき Ξ(t) の固有値λ(t) は次の確率微分方程式を満たす．

dλj(t) = dMj(t) + dJj(t), t ∈ (0, τ), j = 1, 2, . . . , N. (2.1)

ただし M(t) = (M1(t),M2(t), . . . ,MN(t)) は dMj(t)dMk(t) = Γjj,kk(t)dt であるマル
チンゲールであり，J(t) = (J1(t), J2(t), . . . , JN(t)) は

dJj(t) =
∑

1�k�N
k �=j

1

λj(t) − λk(t)
1{λj(t) �=λk(t)}Γjk,kj(t)dt+ dΥj(t)

で与えられる有界変動過程である．ここで 1{ω} は条件 ω の指示関数であり，条件 ω

が成り立つときは 1，それ以外は 0 の値を与える．
9証明のポイントは行列値の連続半マルチンゲールの積に Itô の公式 (1.7) を適用することにある．M

と M̃ を成分が連続半マルチンゲールである N × N の行列とする．このとき d(M†M̃) = (dM)†M̃ +
M †(dM̃) + (dM)†(dM̃) となる．右辺第３項が確率解析に特有のものである．
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2.2 応用例

BR
jk(t), B

I
jk(t), 1 ≤ j, k � N を 2N2 個の独立な１次元Brown運動とする．1 � j, k �

N に対して

sjk(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2
BR

jk(t), j < k

BR
jj(t), j = k
1√
2
BR

kj(t), j > k

ajk(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1√
2
BI

jk(t), j < k

0, j = k

− 1√
2
BI

kj(t), j > k

とおく．
(i) GUE 型行列値過程

ΞGUE(t) =
(
sjk(t) +

√−1ajk(t)
)

1�j,k�N
, t ∈ [0,∞) (2.2)

で定義されるH(N) 値過程を考える．任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して, ΞGUE(t) は
H(N) 値確率変数になるが，H(N) の体積要素 U(dH) に対する確率密度関数は

μGUE(H, t) =
t−N2/2

c1(N)
exp

(
− 1

2t
TrH2

)
, H ∈ H(N)

で与えられる．ここで，Trは行列のトレースをとることを表す．また，c1(N) = 2N/2πN2/2

である．N ×N ユニタリ行列全体の集合を U(N) とおくと，任意の U ∈ U(N) に対
して，確率 μGUE(H, t)U(dH) はユニタリ変換 H → U †HU の下で不変である．ランダ
ム行列理論では，このような不変性を持つ H(N) 値確率変数の統計集団をGauss 型
ユニタリ集団 (Gaussian unitary ensemble, GUE) とよぶ [11, 13]．この GUE の
固有値分布の密度関数は，x1 < x2 < · · · < xN である x = (x1, x2, · · · , xN ) に対して

gGUE(x, t) =
t−N2/2

C1(N)
exp

(
−|x|2

2t

)
hN (x)2 (2.3)

で与えられる [11, 13]．ここで hN(x) は差積で表される N ×N のVandermonde の行
列式 (1.22) である．また，C1(N) は正規化定数であり，(1.17) の最初の式と同じもの
である．
一般化された Bru の定理を ΞGUE(t) に適用するために，dξjk(t)dξ�m(t) の値を計算

しておくことにする．まず dξjj(t)dξjj(t) = dBR
jj(t)dB

R
jj(t) = dt がすぐに分かる．また

j < k のときには，dξjk(t) = dBR
jk(t)/

√
2 +

√−1dBI
jk(t)/

√
2 = dξkj(t) であることに

注意すると，dξjk(t)dξjk(t) = dt/2 − dt/2 = 0, dξjk(t)dξkj(t) = dt/2 + dt/2 = dt と
なることも分かる．(j, k) �= (	,m), (m, 	) のときには，独立性から dBR

jk(t)dB
R
�m(t) =

dBI
jk(t)dB

I
�m(t) = 0 が成り立つので，dξjk(t)dξ�m(t) = 0 となる．以上をまとめると
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dξjk(t)dξ�m(t) = δjmδk�dt, 1 � j, k, 	,m � N となる．この結果を用いて dMj(t)dMk(t)

を計算すると

Γjj,kk(t)dt =
(
U(t)†dΞ(t)U(t)

)
jj

(
U(t)†dΞ(t)U(t)

)
kk

=
∑
�,m

u�jdξ�mumj

∑
p,q

upkdξpquqk

=
∑
�,m

u�ju�kumjumkdt = δjkdt

となる．ここで最後の等式は，U(t)がユニタリ行列であること（U(t)†U(t) = U(t)U(t)† =

IN）から導かれる．したがって，マルチンゲ－ル部分はN 次元 Brown運動であるこ
とが示されたことになる．同様な計算により Γjk,kj(t) = 1, 1 � j, k � N が分かる．
(U(t)†dΞ(t)U(t))jj には有界変動部分はないこと (dΥj(t) = 0)に注意すると，一般化さ
れた Bru の定理から，λ(t) の満たすべき確率微分方程式が

dλj(t) = dBj(t) +
∑

1�k�N
k �=j

1

λj(t) − λk(t)
dt, 1 � j � N (2.4)

であることが導かれる．また，τ = ∞であることを示すことができる．(2.4) は Dyson

模型の方程式 (1.20)の β = 2 の場合になっている．
(ii) GOE 型行列値過程

ΞGOE(t) =
(
sjk(t)

)
1�j,k�N

, t ∈ [0,∞) (2.5)

で定義される S(N) 値過程を考える．任意の固定した t ∈ [0,∞) に対して ΞGOE(t) は，
S(N) の体積要素 V(dS) に対する確率密度関数が

μGOE(S, t) =
t−N(N+1)/4

c2(N)
exp

(
− 1

2t
TrS2

)
, S ∈ S(N)

であるような S(N) 値確率変数を与える．ここで c2(N) = 2N/2πN(N+1)/4 である．
N × N 実直交行列全体の集合を O(N) とおくと，任意の V ∈ O(N) に対して，確
率 μGOE(S, t)V(dS) は直交変換 S →t V SV の下で不変である．このような S(N) 値
確率変数の統計集団はGauss 型直交集団 (Gaussian orthogonal ensemble, GOE)

とよばれている．GOE の固有値分布の密度関数は，x1 < x2 < · · · < xN である
x = (x1, x2, · · · , xN) に対して，

gGOE(x, t) =
t−N(N+1)/4

C2(N)
exp

(
−|x|2

2t

)
hN (x) (2.6)
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で与えられる（ただし C2(N)は (1.17)の後の式で与えられているものである）[11, 13]．
GUE 型行列値過程と同様な計算により，λ(t) の満たすべき確率微分方程式は

dλj(t) = dBj(t) +
1

2

∑
1�k�N

k �=j

1

λj(t) − λk(t)
dt, 1 � j � N

と定まる．この場合にも τ = ∞ であることを示すことができる．これは Dyson 模型
の方程式 (1.20) の β = 1 の場合に等しい．

3 長距離相互作用系の非平衡統計力学
1.4 節の結果と 2.2 節 (i) の結果を見比べると，GUE 型行列値過程の固有値過程

λ(t) = (λ1(t), . . . , λN) と非衝突 Brown 運動 X(t) = (X1(t), . . . , XN(t))はともに，
β = 2 の場合の Dyson 模型の方程式を満たすことが分かる．したがって次が結論さ
れる．

定理 3.1 非衝突Brown 運動 X(t) = (X1(t), . . . , XN(t)) とGUE 型行列値過程の固有
値過程 λ(t) = (λ1(t), . . . , λN(t)) は確率過程として等価である．

Dyson はランダム行列の研究において (1.20) の確率微分方程式を導いた．我々は上
で，この確率過程が，非衝突条件を課した N 粒子 Brown 運動として実現されること
を証明したことになる．ただし，この等価性は β = 2 の場合に限られることに注意し
なければならない．Dyson 模型 (1.20) は全ての２粒子間に強さが粒子間距離に反比例
して減衰する斥力が働く長距離相互作用系である．このような力を導くポテンシャル
は log 関数で与えられることから，log-ポテンシャル系ともよばれる．さらには，２
体相互作用の粒子間距離依存性が冪乗則に従う粒子系は（Dyson 模型の場合は反比例
なので冪指数が −1 の冪乗則である），一般にCoulomb 気体とよばれている．(1.20)

の β を逆温度 β = 1/kBT と見なすと，１次元においては T = 1/(2kB) という特別な
温度では，この長距離相互作用系の素性が良く分かったことになる．β �= 2 の場合，さ
らには 2次元以上の系への拡張は，現在盛んに研究されているホットな話題である．ま
た，N → ∞ の極限をとって無限粒子系の非平衡ダイナミクスを議論することは，長
距離相互作用を持つ系の非平衡熱力学・非平衡統計力学を構築する上で大変興味深い
研究課題である．
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Part II : 臨界現象・フラクタル曲線と
Schramm-Loewner Evolution (SLE) 10

4 統計力学模型とランダムな曲線の統計集団

4.1 平面上の統計力学模型の連続極限

複素平面 C 上に正方格子 S を置く（S = Z ×√−1Z, Z ≡ 整数全体の集合）．そし
て，S上の最近接ウォークが描く経路を考える．出発点が z ∈ S，長さが n の経路全体
はW z

n =
{
ω = (ω(0), . . . , ω(n)) : ω(0) = z, ω(j) ∈ S, |ω(j)− ω(j − 1)| = 1, 1 ≤ j ≤ n

}
で与えられる．ランダムウォーク (RW)とは経路の重みをすべて等しいとした一様分
布の統計集団をいう．|W z

n | = 4n なので，各々の経路 ω ∈ W z
n の重みは 4−n である．

C 上に正方形の開領域D0 =
{
x +

√−1y : −1 < x < 1, 0 < y < 2
}
, をとり，その境

界 ∂D0 上に 2 点O = 0（原点），P = 2
√−1 を指定する．N ∈ N を定め，これらを

原点を中心に N 倍する．そして，NO = 0 から NP = 2N
√−1 へ至る RW で，領域

ND0 に含まれるもの全体をΩN (D0;O, P ) と書くことにして，その重みの総和を考え
る．これは，統計力学で習った分配関数に相当する量である：

ZN(D0;O, P ) =
∑

ω∈ΩN (D0;O,P )

4−|ω|. (4.1)

ただし，経路 ω の長さを |ω| と記した．この量は N → ∞ で次のように減衰する：
ZN(D0;O, P ) ∼ C(D0;O, P )N−2 → 0. （f(N) ∼ g(N), N → ∞ は f(N)/g(N) →
1, N → ∞ の意味．）係数 C(D0;O, P ) は領域 D0 での Poisson 核 HD0( · , P ) の原点
O ∈ ∂D0 での法線微分で与えられる．

ループ除去ランダムウォーク (loop-erased RW: LERW)

ΩN (D0;O, P ) の元 ω = (ω(0), ω(1), . . . ) は一般には ω(j) = ω(k), j < k となる点を
含む．このとき，経路 ω は自己交差する，あるいはループを持つという．そのような
場合，次の操作によって ω の部分からなる経路 ω̂ = (ω̂(0), ω̂(1), . . . ) を取り出すこと
によって，ループを消去することにする：t0 = 0, ω̂(0) = ω̂(t0) = 0 として，m ≥ 1 に
対して

tm = max
{
	 > tm−1 : ω̂(	) = ω̂(tm−1 + 1)

}
, ω̂(m) = ω̂(tm) = ω̂(tm−1 + 1)

10本稿は 2009 年度日本数学会年会（2009 年 3 月 26 日-29 日，於 東京大学駒場キャンパス）での企
画特別講演「連続関数空間上の共形不変な確率測度と Schramm-Loewner Evolution」のアブストラク
トをもとに作成したものである．
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とする．ND0 内の 0 → NP の自己交差のない経路全体を Ω0
N (D0;O, P ) と記すこと

にする．この集合の各元は，一般にはループを持つ幾つかの相異なるRW から上の操
作によって得られる．そこで Ω0

N (D0;O, P )の各元に，その元を与えるループ除去前の
RW の重みの和

∑
ω 4−|w| を重みとして与えることにする．このように定義された経路

の統計集団をループ除去ランダムウォーク (LERW)という．
LERW の連続極限を次のように考える．LERW の経路 ω = (ω(0), . . . , ω(|ω|)) に対

して，ある指数 ν > 0 を導入して

ω1/N

(
j

N1/ν

)
=

1

N
ω(j), 0 ≤ j ≤ |ω| (4.2)

とする．ω1/N は原点 O を出発して，|ω|/N1/ν ステップ後に P = 2
√−1 に到達する

D0 内の（空間刻み 1/N の）自己交差のない経路である．特定の ν の値に対しては，
N → ∞ の極限で，原点から点 P に至る連続な曲線 γ の統計集団が得られることが期
待される．（各曲線が点 P に到達する「時刻」tγ = lim

N→∞
|ω|/N1/ν も確率変数となる．）:

γ : (0, tγ) → D0 連続, lim
t→0

γ(t) = O, lim
t→tγ

γ(t) = P, tγ ∈ (0,∞). (4.3)

この曲線 γ のフラクタル次元は dLERW = 1/ν である．また γ は単純曲線，つまり
γ(t1) �= γ(t2), 0 ≤ t1 < t2 ≤ tγ であろう．LERW の連続極限として得られる連続な曲
線 (4.3) 全体をKLERW(D0;O, P )と書くことにする．この空間 KLERW(D0;O, P )の各
元に対する重みを μLERW

(D0;O,P ) とすると，その総和は C(D0;O, P ) であり

μLERW
(D0;O,P )( · ) = C(D0;O, P )μLERW

(D0;O,P )( · ) (4.4)

によって，ランダムな連続曲線に対する確率分布関数 μLERW
(D0;O,P ) が与えられる．

自己回避ウォーク (self-avoiding walk : SAW)

最近接ウォークW z
n の部分集合として，自己交差しないウォーク全体の集合を考える．

W z
n,0 =

{
ω ∈W z

n :すべての 0 ≤ j < k ≤ n に対して ω(j) �= ω(k)
}
.

ある定数 2 < eβ < 3 があって，|W z
n,0| � eβn, n→ ∞ であることが知られている11．

（f(n) � g(n), n → ∞ は log f(n) ∼ log g(n), n → ∞ の意味．）そこで，自己交差しな
いウォーク ω に対してそれぞれ e−β|ω| の重みを与えた統計集団を考えることにする．
これを自己回避ウォーク (SAW)という．(4.1) 式に対応する SAW の分配関数は

ZSAW
N (D0;O, P ) =

∑
ω∈Ω0

N (D0;O,P )

e−β|ω|

11eβ の値は SAW connective constantとよばれる定数であるが，正方格子 S に対しても厳密な
値は分かっていない．数値的には約 2.638 と見積もられている．
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である．この分配関数に対して，ある指数 bSAW > 0 があり，

ZSAW
N (D0;O, P ) ∼ CSAW(D0;O, P )N−2bSAW, N → ∞ (4.5)

と予想されている．（先の LERW の場合は bLERW = 1 であったことになる．）SAW の
経路の連続極限 γ も単純曲線であるが，そのフラクタル次元 dSAW は LERW の次元
dLERW とは異なるであろう．(4.4) 式と同様に，SAW の連続極限に対する分布関数を

μSAW
(D0;O,P )( · ) = CSAW(D0;O, P )μSAW

(D0;O,P )( · )

と書くことにする．

臨界浸透模型 (critical percolation model)

 NP 

0

  ΛΝ   ΛΝ +    
_

図 3: T 上の浸透模型と H 上の浸透探索過程．値 1 を黒丸，値 0 を白丸で表した．

ここでは C上に三角格子を置く：τ = exp(2π
√−1/3)として，T =

{
z0+(j+kτ)

√
3a :

j, k ∈ Z

}
. ただし，a = 2/3 として z0 = a

√−1 とする．こうすると T の双対格子であ

る格子間隔 a の蜂の巣格子 H が，原点 O と点 NP = 2N
√−1, N ∈ N を含むように

なる．各点 z ∈ T 上に確率変数 η(z) ∈ {0, 1} をBernoulli 測度 νp, 0 ≤ p ≤ 1 で分布
させる：νp(η(z) = 1) = p, νp(η(z) = 0) = 1 − p. 三角格子 T は繊維表面を表し，その
内で値 1 を持つ点は濡れた部位を，値 0 を持つ点は乾いた部位をそれぞれ表すと思う
と，これは浸透現象を表す模型と見なせる．原点を含む連結浸透領域は p ≤ 1/2 のと
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き確率 1 で有界であるが，p > 1/2 では非有界となる確率が正となる．以下では，臨
界値 pc = 1/2 の場合を考える．（浸透模型の臨界値 pc は格子に依存する．T の場合は
pc = 1/2 である．）Bernoulli 測度なので，重みの総和は領域のサイズ N に依らず 1 で
ある．このことは bper = 0 を意味する．
N ∈ N を定め，T ∩ ND0 = ΛN と書くことにする．図 3 に N = 6 の場合を示し

た．以下，この図を用いて説明する．ΛN の境界近くの格子点 z ∈ T で，点 O と点
NP を結ぶ直線より右側のもの全体を ∂Λ+

N，左側のもの全体を ∂Λ−
N とする．そして

η(z) = 1, ∀z ∈ ∂Λ+
N , η(z) = 0, ∀z ∈ ∂Λ−

N と固定する（Dobrushin 境界条件）．これ以
外の領域 ΛN 内部の配置は νp に従ってランダムに分布させる．このようにして与えら
れた任意の配置 η ∈ {0, 1}T∩ND0 に対して，H ∩ ND0 上の原点 O を出発点とする最
近接ウォーク ω で，その経路の進行方向すぐ左側の三角格子点の値はすべて 0 であり
（図では白丸），すぐ右側の三角格子点の値はすべて 1 である（黒丸）ものが，一意的
に定まる．これを浸透探索過程とよぶ．再び，適当な指数 ν > 0 をもって (4.2) とお
いて連続極限 N → ∞ をとると，フラクタル次元 dper = 1/ν を持つ連続な曲線 (4.3)

が得られる．この曲線 γ は単純曲線ではない．浸透探索過程の連続極限 γ に対する確
率分布関数を μper

(D0;O,P )( · ) と記すことにする．
臨界 Ising 模型 (critical Ising model)

ΛN = ΛN ∪ ∂Λ+
N ∪ ∂Λ−

N とする．各点 z ∈ ΛN にスピン変数 σ(z) ∈ {−1, 1} を与え
る．z ∈ ∂Λ±

N に対しては σ(z) = ±1（複号同順）と固定し（Dobrushin 境界条件），領
域内部 oΛN = ΛN ∩ (∂Λ+

N )c ∩ (∂Λ−
N )c のスピンはランダムに配置する．各 スピン配置

σ ∈ {−1, 1}ΛN に対して，エネルギーが

E(σ) = −1

2

∑
z,z′∈ΛN :|z−z′|=√

3a

σ(z)σ(z′)

で与えられる場合を考える．kB をボルツマン定数として β = 1/(kBT ) とする．パラメ
ター β > 0 のGibbs 測度

πN,β(σ) =
e−βE(σ)

ZN,β
, ZN,β =

∑
σ∈{−1,1}oΛN

e−βE(σ)

の下でのスピン配置を温度 T ≥ 0 での Ising 模型という．これは強磁性体の模型であ
る．各スピン配置に対して，浸透模型の項で述べたのと同様の探索過程 ω（ただし今度
は −1 のスピンと +1 のスピンとの境界線として定義される界面を表す）がH ∩ND0

上に得られる．特に β の値を T 上の Ising 模型の臨界値 βc = (log 3)/4 = 0.27465 · · ·
に設定し，連続極限をとると，あるフラクタル次元 dIsing を持つ連続曲線 (4.3) が得ら
れる．これは単純曲線である．この γ の分布関数を μIsing

(D0;O,P )( · ) と記すことにする．
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4.2 共形不変性と領域 Markov 性

f が D0 ⊂ C 上で正則であり，微分 f ′(z) �= 0, ∀z ∈ D0 のとき

f : D0 → f(D0) (4.6)

を共形変換という．f により，境界 ∂D0 上の点 O, P はそれぞれ，∂f(D0) 上の点
f(O), f(P ) に写されるとする．4.1 節で述べた平面格子上の統計力学模型の連続極限
に伴って得られる，連続な曲線 γ に対する分布関数

μ(D0;O,P )( · ) = C(D0;O, P )μ(D0;O,P )( · ) (4.7)

は，次の２つの性質を持つことが期待される．

共形共変性 (conformal covariance) と共形不変性 (conformal invariance)

任意の共形変換 (4.6) に対して，

f ◦ μ(D0;O,P )( · ) = |f ′(O)|b|f ′(P )|bμ(f(D0);f(O),f(P ))( · ) (4.8)

である．bは 4.1節で述べたように，格子上の模型の分配関数の領域サイズ N → ∞に
伴う漸近挙動で決まる値である．(4.8)式の形から，境界スケーリング指数 (boundary

scaling exponent) とよばれる．(4.8) 式は，重みの総和の共形共変性と確率分布関数
の共形不変性を意味する12：

C(D0;O, P ) = |f ′(O)|b|f ′(P )|bC(f(D0); f(O), f(P )), (4.9)

μ(D0;O,P )( · ) = μ(f(D0);f(O),f(P ))( · ). (4.10)

領域 Markov 性 (domain Markov property)

μ(D0;O,P ) の下で，曲線 γ の初期の一部分 γ(0, t], t ∈ (0, tγ) を観測したとする．この
条件の下での曲線の残りの部分の分布は，D0 から γ(0, t] を除いた開領域で，γ(t) を
出発点として γ(tγ) = P を終点とする曲線の分布に等しい：

μ(D0;O,P )

(
·
∣∣∣γ(0, t]) = μ(D0\γ(0,t];γ(t),P )( · ).

この性質を領域 Markov 性という．

曲線 γ は (4.3) 式に書いたように変数（時間と見なす）t ∈ [0, tγ] の連続関数である．
共形変換 (4.6) によって，時間はどのように変換されるべきか．格子上の統計力学模

124.1 節では格子模型における経路に対して，(4.2) の変換を施して連続極限を議論したが，これは
f(z) = z/N, N ∈ N という縮小写像（もちろん共形変換である）を行ったことにあたる．この場合
f ′(z) = 1/N なので，|f ′(O)|b = |f ′(P )|b = N−b である．(4.9) を，例えば (4.5) 式と見比べてみよ．
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型の連続極限をとる際に置いた (4.2) 式のスケーリング性に従うと，像曲線 f ◦ γ 上の
区間 f(γ[t1, t2]), 0 < t1 < t2 < tγ, を移動するのにかかる時間は

∫ t2

t1

|f ′(γ(s))|dds で与
えられるべきであろう．ただし d は曲線 γ のフラクタル次元である．他方，任意の増
加同相写像 θ : [0, tγ] → [0, tγ] に対して γ(t) と γ(θ(t)) を同一視することにより，曲線
のパラメター付けの違いを無視することも出来る．

4.3 制限性と局所性

ランダムな曲線の分布関数 (4.7) は特別な場合，共形共変/不変性と領域 Markov 性
に加えて，次のような特性を持つことが予想される．

制限性 (restriction property)

正方形領域 D0 の部分で単連結な領域D1 ⊂ D0 を考える．ただし，O, P ∈ ∂D1 と
する．4.1 節と同様にして，この部分領域で LERW を考え，その連続極限の分布関数
μLERW

(D1;O,P ) を定義する．領域を小さくすれば，その内部での O → P なる RW も減る．
したがって，RW に対してループ除去して LERW を得る際に，LERW の経路に対し
て付加される重みも減少する．よって一般にRadon-Nikodym 微分に対して

dμLERW
(D1;O,P )

dμLERW
(D0;O,P )

< 1, D1 ⊂ D0, D1 �= D0

であるはずである．しかし，SAW の連続極限の分布関数においては

dμSAW
(D1;O,P )

dμSAW
(D0;O,P )

= 1{γ(0, tγ) ⊂ D1}, D1 ⊂ D0 (4.11)

が成立する．ただし，1{ω} は事象 ω の指示関数である．(4.11) を制限性という．

浸透模型の確率変数 η は Bernoulli 分布に従っているので，浸透探索過程の振る舞
いは，その経路の左右の最近接三角格子点上の η 配置のみで決まる．このため，連続
極限で得られる連続関数の確率分布関数 μper には，局所性とよばれる次の特性がある
はずである．（他方，μIsing には局所性は期待できない．）

局所性 (locality property)

単連結な部分領域 D1 ⊂ D0 でO, P ∈ ∂D1 であるものを考える．このとき，

μper
(D1;O,P )(γ(0, t]) = μper

(D0;O,P )(γ(0, t])1{γ(0, t) ⊂ D1}, ∀t ∈ (0, tγ). (4.12)

制限性 (4.11) は曲線全体 γ(0, tγ) の性質であるが，局所性 (4.12) は任意の初期部分
γ(0, t], t ∈ (0, tγ) に対して成り立つべき性質であり，より強い独立性である．
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5 Schramm-Loewner Evolution (SLE)

5.1 Riemann の写像定理

D,D′ がともに C 上の単連結領域であり（ただし D,D′ �= C）, z, w ∈ ∂D, z′, w′ ∈
∂D′ とする．Riemann の写像定理より，

共形変換 f : D → D′, f(z) = z′, f(w) = w′

となる １パラメター族が存在することが結論される．さらに |f ′(w)| = 1 という条件
を課すと，共形変換は一意的に定まる．
上半平面を H = {z ∈ C : Im z > 0} と記す．以上より，共形不変な確率分布関数

μ(� ;0,∞) が与えられれば，任意の単連結領域 D ⊂ C, D �= C, z, w ∈ ∂D に対する確率
分布関数μ(D;z,w) が得られることになる．また，H\D が有界である単連結領域D ⊂ H

に対してw = f(w) = ∞ とすると，条件 |f ′(w)| = 1 よりw′ → ∞ で f(w′) ∼ w′ とな
る．このような状況では，共形共変性は次式で表される：

f ◦ μ(D;z,∞)( · ) = |f ′(z)|bμ(f(D);f(z),∞)( · ), z ∈ ∂D. (5.1)

5.2 Loewner 方程式

γ : (0,∞) → H を lim
t→0

γ(t) = U0 ∈ R から lim
t→∞

γ(t) = ∞ に至るある１つの単純曲

線とする．上半平面 H から時刻 t までの曲線（これを γ(0, t] と書く）を除いた領域
をH \ γ(0, t] と記すことにする．各 t ∈ (0,∞) に対してH \ γ(0, t] → H なる共形変
換 f で lim

z→∞
f ′(z) = 1 となるものは唯一定まる．これを gt と書くことにする．これは

a(t) > 0 として

gt(z) = z +
a(t)

z
+ O(|z|−2), z → ∞

と展開される．a(t) は γ(0, t]の上半平面容量 (half-plane capacity)である．gt(z) は
(chordal) Loewner 方程式とよばれる次の微分方程式満たす．

d

dt
gt(z) =

da(t)/dt

gt(z) − Ut

, g0(z) = z. (5.2)

ただしここで，Ut = gt(γ(t)) ∈ R であり，t→ Ut は連続である．
逆に，任意の連続関数 Ut と１回微分可能な関数 a(t) に対して，Loewner 方程式

(5.2) の解として，共形変換の時間発展 gt : Ht → H, t ∈ (0,∞) が得られる．ただし，
定義域 Ht ∈ Hは単調減少する．Ht の pioneer pointをHpion =

⋃
0≤s<t

∂Hs で定義する．

このとき，γ(0) ∈ R である曲線 γ : (0,∞) → H でHpion
t = R ∪ γ(0, t] となるものがあ

るとき，「gt は曲線 γ で生成された」ということにする．

23



5.3 SLEκ

ここでは，曲線 γ のパラメター付けによる違いは無視して，a(t) = at, a > 0 とす
る．Ut を適当な確率過程として，Loewner 方程式 (5.2) の解 gt を生成する曲線 γ の
統計集団を考え，これの分布関数として μ(� ;0,∞) を構成したい．共形共変/共形不変性
と局所 Markov 性の要請から，Ut は時間的に斉次な連続確率過程で，独立増分を持つ
ものでなければならないことになる．曲線 γ のパラメター付けの任意性は，Ut の時間
変更の任意性を意味する．そこで，Ut を 1.1 節で解説した１次元Brown運動 B(t)と
しても一般性を失わない．こうして得られた，１パラメターを持つ確率的な Loewner

方程式

d

dt
gt(z) =

a

gt(z) − Ut
, g0(z) = z, ただし Ut = B(t) (5.3)

を，提案者Schrammの名前を冠してSchramm-Loewner evolutionとよぶ [15] 13 ．

Schramm の記法に従い，パラメターをκ ∈ (0,∞)として a =
2

κ
とおき，SLEκ と略記

する．SLEκ の解 gt を生成する曲線をSLEκ 曲線 γ とよび，その分布関数をSLEκ 分布
関数 μκ

(� ;0,∞) と記すことにする．SLEκ 曲線は lim
t→0

γ(t) = B(0) = 0 から lim
t→∞

γ(t) = ∞
に至る連続な曲線である．

定理 5.1 (Lawler-Schramm-Werner [9]) 14 ランダムな連続曲線の分布関数で共形
共変性と領域 Markov 性を持つものはすべて，１パラメター族である SLEκ 分布関数,

κ ∈ (0,∞) で与えられる．

(5.3) 式で ht(z) = gt(z) − Ut = gt(z) − B(t) と置き，さらに変数 z ∈ H を正の実数
x に置き直すと

dht(x) = dB(t) +
a

ht(x)
dt, h0(x) = x > 0 (5.4)

を得る．これを (1.8) と見比べると

a =
d− 1

2
⇐⇒ d = 2a+ 1 ⇐⇒ d =

4

κ
+ 1 ⇐⇒ κ =

4

d− 1
(5.5)

13残念なことに，Oded Schramm は昨年 2008 年 9 月 1 日に登山中の事故で４６歳の若さで亡くな
りました．

142006年の国際数学者会議 (ICM 2006)で，この３人のうち唯一 ４０才以下であるWendelin Werner
にフィールズ賞が与えられた [16]．カナダ人数学者 John Charles Fields によって提唱され設立された
この賞は「数学のノーベル賞」とも称されるが，受賞者は「４０才以下」という制限がある点がノーベ
ル賞とは異なる．すでに約５０名の受賞者がいるが，1998 年に Andrew Wiles（Fermat の最終定理の
証明）が４５才で特別表彰された以外は，この年齢制限が厳密に守られてきた．なお ICM 2006 では，
確率微分方程式の創始者である伊藤清に第１回 Gauss 賞が贈られた．
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0 0 0

(a) (b) (c)

図 4: (a) 実軸に接することのない単純曲線．0 < κ ≤ 4 のときの SLE 曲線の様子．(b) 自分自
身や実軸に接するが十文字に交わることはない曲線．曲線が伸びていくと，曲線で囲まれた領
域（斜線部分）は上半平面 H を覆いつくしていくが，曲線自身で H が埋めつくされることは
ない．4 < κ < 8 のときの SLE 曲線の様子．(c) 上半平面 H を埋めつくしていく曲線．κ ≥ 8
のときの SLE 曲線の様子．

なので，ht(x) は確率過程としては x > 0 を出発点とする (2a + 1) = (4/κ + 1) 次元
Bessel 過程と同一視することができる．Bessel 過程の初期値依存性 (Bessel flow)に
対する知識より15，SLEκ 曲線は κ の値によって，３つの相 (phase)を持つことを示す
ことができる（図 4参照）．(5.5)の関係式より，d = 2 ⇐⇒ κ = 4, d = 3/2 ⇐⇒ κ = 8

という対応が得られるのである．

定理 5.2 (Lawler-Schramm-Werner [9]) (a) 0 < κ ≤ 4 のとき SLEκ 曲線 γは単
純曲線である．また，実軸に接することはない：γ(0,∞) ⊂ H．(b) κ > 4 のときは γ

は自己交差する．また，γ(0,∞) ∩ R �= ∅ である．(c) κ ≥ 8 のとき γ は H を埋めつ
くす：γ[0,∞) = H.

さらに次が証明されている．

定理 5.3 (Beffara[1]) κ ≤ 8 のとき SLEκ 曲線 γ(0,∞) のフラクタル次元（Hausdorff

次元）は次式で与えられる16：d(κ) = 1 +
κ

8
.

15x > 0 から出発した d 次元 Bessel 過程が初めて原点に到達する時刻を Tx と記す．このとき次が成
り立つ．(i) d ≥ 2 のとき P(Tx = ∞) = 1, ∀x > 0. (ii) 1 ≤ d < 2 のとき P(Tx < ∞) = 1, ∀x > 0.
(iii) 3/2 < d < 2 のとき，0 < x < y に対して P(Tx = Ty) > 0. (iv) 1 ≤ d ≤ 3/2 のとき，0 < x < y
ならば P(Tx < Ty) = 1.

16一般に d 次元実空間 Rd 中の集合 V に対して，ε > 0 として，各々のサイズが ε 未満の加算個の
集合 U1, U2, . . . で被覆する：diam(Un) ≡ sup{|x− y| : x, y ∈ Un} < ε, n ≥ 1, V ⊂

⋃
n≥1

Un. α > 0 とし
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5.4 局所性と制限性

H 内の原点を含む非有界な単連結領域の集合

D =
{
D ⊂ H : 単連結, H \D 有界, 0 ∈ D

}
を考える．D ∈ D に対して，D → H の共形変換で次の条件を満たすものを ΦD と書
くことにする（一意的に定まる）：ΦD(z) = z + o(1), z → ∞. SLEκ 曲線 γ に対して

τD = inf
{
t : γ ∩ H \D �= ∅

}
とする．t < τD の間は，γ は部分領域 D 内に制限されていることになる．この間の
SLE 曲線 γ(0, τD) の ΦD による像 ΦD(γ(0, τD)) はH = H ∪ R 内の曲線となる．γ の
確率分布関数の共形不変性より，曲線 ΦD(γ(0, τD)) で生成される g∗t (z) も Loewner 方
程式 (5.3) に従うはずである．しかし，変換 ΦD により曲線のパラメター付けに変更
が生じる．Itôの公式を用いて計算すると，g∗t (z) は，次の確率微分方程式を満たす Ut

の下での (5.3) 式の解であることが導かれる：

dUt = b
Φ′′

t (Ut)

Φ′
t(Ut)

dt+ dB(t). (5.6)

ただしここで，

b(κ) =
3a− 1

2
=

6 − κ

2κ
. (5.7)

κ = 6 のときに限り b = 0 となる．このときは，任意の D ∈ D に対して gt(z) も g∗t (z)
も t < τD ではともに, Ut = B(t) （１次元Brown運動）で駆動される SLE, (5.3) 式を
満たす．つまり，局所性が成り立つことになる．

定理 5.4 SLEκ 分布関数 μκ
(� ;0,∞) は κ = 6 のときに限り局所性を持つ．

κ �= 6 のときは (5.6) にはドリフト項があるので，Ut はマルチンゲールではではな
い．しかしGirsanov の定理という確率論の定理 [12, 3]を用いると，次のようにして
局所マルチンゲール Mt を得ることが出来る17．複素関数 f に対して，Schwarz 微分

て，Hα
ε (V ) = inf

∑
n≥1

(diam(Un))α とする．ここで inf は，このような全ての ε 被覆全体の下限をとる

ものとする．Hα(V ) = lim
ε→0

Hα
ε (V ) をHausdorff α 測度という．集合 V のHausdorff 次元は次式で

定義される：dimH(V ) = inf{α : Hα(V ) = 0} = sup{α : Hα(V ) = ∞}.
17j → ∞ で τj → ∞ となるようなマルコフ時刻の単調増加列 τ1 < τ2 < · · · が存在して，各 j に対
して Z(t ∧ τj) がマルチンゲールであるとき（ただし a ∧ b = min{a, b}），Z(t) は局所マルチンゲール
であるという．

26



を Sf(z) =
f ′′′(z)
f ′(z)

− 3f ′′(z)2

2f ′(z)2
と書くことにする．

c =
2b(3 − 4a)

a
=

(3κ− 8)(6 − κ)

2κ
(5.8)

として

Mt = exp

{
−c
∫ t

0

a

12
SΦs(Us)ds

}
Φ′

t(Ut)
b (5.9)

とする．これは

dMt = −bΦ
′′
t (Ut)

Φ′
t(Ut)

MtdB(t)

を満たすので，局所マルチンゲールである．少し考察を加えることにより18，このこと

から κ =
2

a
≤ 4, D ∈ D に対して

dμ(D;0,∞)

dμ(� ;0,∞)

(γ) = M∞ = 1{γ(0,∞) ⊂ D} exp

{
−c
∫ ∞

0

a

12
SΦs(Us)ds

}
(5.10)

という表式が得られる．(5.8) から分かるように，κ ≤ 4 では κ = 8/3 のときに限り
c = 0 となる．このとき (5.10) は 1{γ(0,∞) ⊂ D} となる．(4.11) 式と見比べよ．

定理 5.5 SLEκ 分布関数 μκ
(� ;0,∞) は κ =

8

3
のときに限り制限性を持つ．

6 共形場理論との対応関係
μper

(D0;0,P ) の共形不変性と μSAW
(D0;O,P ) の共形共変性が証明されれば，前者は μ6

(� ;0,∞) , 後

者は μ
8/3
(� ;0,∞) の共形変換 H → D0 として決定される．前者に対しては Smirnovの証

明がある [18, 21]．これとは別に，μLERW
(D0;0,P ) = μ2

(� ;0,∞) [15, 9] と μIsing
(D0;0,P ) = μ3

(� ;0,∞) [19]

が証明されている．（ここでの = は共形変換によって変換できるという意味．）定理 5.3

と (5.7) 式を用いると，以下が得られる19．

dLERW = d(2) =
5

4
, dSAW = d(8/3) =

4

3
, dIsing = d(3) =

11

8
, dper = d(6) =

7

4
,

bLERW = b(2) = 1, bSAW = b(8/3) =
5

8
, bIsing = b(3) =

1

2
, bper = b(6) = 0.

18(i) t → ∞ で γ(t) → ∞ かつ γ(0,∞) ⊂ D ならば，Φ′
t(Ut) → 1, t → ∞ であることと，(ii)

SΦt(Ut) ≤ 0 であることを用いる．κ ≤ 4 ならば (i) の条件が満たされる．詳しくは [9] を参照．
19t → ∞ で γ(t) → ∞ であるから，共形共変性は (5.1) の状況である．(5.9) を (5.1) と見比べるこ
とにより，(5.7) で与えられた指数 b は境界スケーリング指数に他ならないことが結論される．
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調和振動子のエネルギー固有状態は消滅演算子 a で消される (a|0〉 = 0) 基底状態
|0〉 に生成演算子 a† を掛けていくことで作ることができた．調和振動子の量子力学は，
[a, a†] = 1 という代数（ハイゼンベルク代数）の表現になっているのである．無限個の
消滅演算子Ln(n = 1, 2, 3, · · · ) と生成演算子 Ln(n = −1,−2,−3, · · · ), そして L0 が

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
n(n2 − 1)

12
δn+m,0, n,m ∈ Z (6.1)

という代数（中心電荷 c を持つ Virasoro 代数という）を満たす場合を考える．この
とき，これを表現する量子力学は無限自由度の場の理論となる．これが共形場理論であ
る [22]．調和振動子のときと同様に，すべての消滅演算子で消される (Ln|b〉 = 0, n ≥ 1)

基底状態 |b〉 に生成演算子 L−n, n ≥ 1を掛けて状態を作っていく．ただし L0|b〉 = b|b〉
とする．bを最高ウエイト，あるいは共形次元といい，|b〉を最高ウエイトベクトル，あ
るいはプライマリー状態とよぶ．またこれを最高ウェイト表現という．このようにし
て作られた状態

|nk, . . . , n1; b〉 = L−nk
· · ·L−n1 |b〉, 0 < n1 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nk

を基底とする空間をVerma 加群という．各基底は L0 の固有状態になっている：

L0|nk, . . . , n1; b〉 = (b+ n1 + · · ·+ nk)|nk, . . . , n1; b〉.

L0 の固有値から b を差し引いた
∑k

j=1 nj をレベルとよぶ．
レベル 2 の基底は L−1L−1|b〉 と L−2|b〉 の２つであるが，

det

(
〈b|L2L−2|b〉 〈b|L2L−1L−1|b〉

〈b|L1L1L−2|b〉 〈b|L1L1L−1L−1|b〉

)
= det

(
4b+ c/2 6b

6b 4b(1 + 2b)

)
= 0

(6.2)

となるとき（Kac 公式）この２つは独立ではなくなり，その結果表現は可約となる．
このときには

|χ2,1〉 =

(
1

2
L−1L−1 − 2b+ 1

3
L−2

)
|b〉 (6.3)

というレベル 2 のベクトル（これはノルムが零なので null vector あるいは特異ベク
トルとよばれる）を改めて基底状態として，これに生成演算子 L−n, n ≥ 1 を掛けて
いって基底を作ることにより既約表現が得られる．これをレベル 2 の退化表現という．
さて，b �= 0 とすると，条件 (6.2) は

c =
2b(5 − 8b)

1 + 2b
(6.4)
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となる．ところが，(5.7) 式と (5.8) 式から κ を消去して b と c の関係を求めると，こ

れはまさにこの式 (6.4) となるのである．さらに，L−1 ⇔ − ∂

∂x
, L−2 ⇔ −1

x

∂

∂x
と

いう対応を考えると20，(6.3) の右辺において最高ウェイトベクトル |b〉 に掛けられて
いる演算子は

1

2

∂2

∂x2
+
a

x

∂

∂x
, a =

2

κ
=

2b+ 1

3

に対応することになる．これは (2a+1)次元 Bessel過程 (5.4)の生成作用素(generator)

G(2a+1) に他ならない．（後進 Kolmogorov 方程式 (1.9) ⇔ ∂

∂t
u = G(d)u.）SLEκ は (5.8)

式で与えられる中心電荷を持つ Virasoro 代数の最高ウェイト (5.7) のレベル 2 の退化
表現（既約表現）を実現しているのである [2]．
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