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概 要

Schramm–Loewner 発展 (SLE) は実軸上のブラウン運動で駆動される共形変換 (等角写像)の時間発展系
である．これは，SLE 曲線とよばれる截線，あるいはそれで囲まれる領域 (SLE 包)を複素上半平面から取
り除いた結果得られる非有界領域を，再び上半平面に写す共形変換の 1 径族である．SLE 曲線の確率法則の
解明は，確率論，および統計物理学の分野で重要な研究課題となっている．この系を，実軸上の相互作用多
粒子系で駆動される複数本の SLE 曲線の時間発展系 (多重 SLE)に拡張したい．そのためにどのような多粒
子駆動過程を設定すべきかが問題となる．本講義ではその解決のために，まず複素平面内の領域上に Gauss
型自由場を定義し，それを基に Duplantier, Sheffield, Miller らに従って量子表面，および虚数表面とよばれ
る (Liouville 量子重力に関係する)確率場を導入する．その上で，これら超関数に値をとる確率場と多重 SLE
との間に結合状態とよばれるある種の定常状態が形成される条件を調べる．そして，駆動過程として Dyson
模型を採用すれば，この条件が満たされることを証明する．Dyson 模型はランダム行列理論において対数ガ
ス系の典型例として詳しく研究されてきた 1 次元相互作用多粒子系である．本講義は越田真史氏 (中央大学，
Aalto University)との共同研究に基づく．

キーワード 多重 Schramm–Loewner 発展 · Gauss 型自由場 · Liouville 量子重力 · 量子表面 · 虚数表面 · 共
形変換 · GFF/SLE 結合
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1 はじめに

本講義では，多重 Schramm–Loewner 発展に関するある問題に関して議論したいと思う．はじめにその問題

提起をしたい．そのために，まずは Schramm–Loewner 発展について簡単な説明を行うことにする．より詳し

くは [45, 33, 39] などを参照されたい．

1.1 Loewner 方程式とその多重截線系への拡張

上半平面を H := {z ∈ C : Im z > 0} と書くことにする．また，H := H∪R とする．時刻 t ∈ [0,∞) で径数

付けられた H 内の連続曲線を
η := {ηt : t ∈ [0,∞)} ⊂ H

と記す．ただし，これは次の条件を満たすものとする．

(C1) η0 = 0, かつ, lim
t→∞

ηt = ∞ である．

(C2) η は単純曲線である．すなわち，t 6= t′ ならば，ηt 6= ηt′ .

(C3) すべての t ∈ (0,∞) において，η(0, t] := {ηs : s ∈ (0, t]} ⊂ H である．

η(0, t], t ≥ 0, あるいは η は H 上の截線 (せっせん)(slit) とよばれる．以下，

Hη
t := H \ η(0, t], t ∈ (0,∞) (1.1)

と書くことにする．また，Hη
0 := H とする．

一般に，有界領域 K ⊂ H に対してK = H∩K であり，また，H\K が単連結であるとき，K を コンパクト
H–包 (compact H-hull)という．コンパクト H–包全体の集合を Q と書くことにする．η(0, t] ∈ Q, t ∈ (0,∞)

である．

各 t ∈ (0,∞) において，Hη
t は C 上の (C 全体ではない)単連結領域であるので，Riemann の写像定理よ

り，Hη
t → H とする共形変換 (等角写像) (conformal transformation (conformal map)) が存在する．(本講義

ノートでは，共形変換は正則関数による 1対 1写像を意味する．依って，その逆写像も共形変換である.) これ

を gHη
t
と書くことにする．通常の Riemann 写像関数 h は，C 上の真部分集合である単連結領域 D ⊊ C を単

位円板 D := {z ∈ C : |z| < 1} に移す共形変換に対して, 原点を与える点 z0 を指定し，さらにその点での微係
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数は正としたものである．すなわち，ある z0 ∈ D に対して，h(z0) = 0 と h′(z0) :=
dh

dz
(z0) > 0 という条件

を課すことにより，h : D → D なる共形変換を一意に定める．それに対して，gHη
t
に対しては流体力学条件と

よばれる次の条件を課すことにする.

流体力学条件 |z| → ∞ において，gHη
t
は次のように振舞うものとする.

gHη
t
(z) = z +

hcap(η(0, t])

z
+ O

(
1

|z|2

)
(1.2)

すなわち，gHη
t
(z) を Laurent 展開したとき，その最高次の項 z の係数は 1 であり，定数項は 0 である．

注 1.1 2次元平面上 ((x, y) ∈ R2 ⇐⇒ z = x+
√
−1y ∈ C)の非粘性渦なしの流れは速度ポテンシャル ϕ(z)と流

れ関数 ψ(z) をもち，W (z) := ϕ(z) +
√
−1ψ(z) を複素速度ポテンシャルという．各点 z での流速 v = (vx, vy)

は W の複素微分によって,
∂W

∂z
= vx −

√
−1vy と求められる．したがって，x 軸 (実軸)の正の向きの大きさ

1 の一様流は W (z) = z で表されることになる．(1.2) は gHη
t
(z) � z, |z| → ∞ を意味するので，gHη

t
(z) をこ

の複素速度ポテンシャルと見なしたとき，「流体中に置かれた物体 (障害物) から十分に離れた位置では流れは

一様流となる」という流体力学での通常の境界条件に相当するのでこのようによばれている．今の場合は，截

線 η(0, t] が流体場中に置かれた物体 (障害物)ということになる．

1

z
の係数は径数 t に依存するが，截線 η(0, t] の半平面容量 (half-plane capacity)とよぶべき意味付けが可能

である．そこでこの係数を hcap(η(0, t]) と書くことにする．

注 1.2 (Bt)t≥0 を標準複素ブラウン運動とする1．y > 0 とし，虚軸上の点
√
−1y を出発点としたときの期待

値を E
√
−1y[·] と書くことにする．K ∈ Q に対して，TK := inf{t > 0 : Bt ∈ R ∪K} としたとき，

hcap(K) = lim
y→∞

yE
√
−1y[ImBTK

]

が成り立つことが証明できる．例えば，[45] の Proposition 3.41 を見よ. 図 1 を参照．

以下では，hcap(η(0, t]) が時刻 t の連続な単調増加関数で微分可能であるように，截線 η の径数 t が選ばれ

ていたものと仮定する．以上より，Riemann の写像定理に相当する主張を，以下のように述べることができる．

補題 1.3 条件 (C1)–(C3) を満たす截線 η が与えられたとする．このとき，各時刻 t ∈ (0,∞) において，Hη
t

を H に移す共形変換で流体力学条件 (1.2) を満たすものが唯一定まる．

上の定義より，条件 (C1)–(C3) を満たす截線 η が 1 つ与えられると，時刻 t ∈ [0,∞] で径数付けられた共

形変換の族 (gHη
t
)t≥0 が得られることになる．Loewner 理論 [47] は，この族を時間発展方程式の解として与え

るものである．(Loewner は D への共形写像について論じている．ここで述べた H への共形写像に対しては，
通常, Kufarev–Sobolev–Sporyševa の論文 [43] が引用されているようである.)

定理 1.4 (Löwner, Kufarev–Sobolev–Sporyševa) 上で定義された共形変換の 1 径族 (gHη
t
)t≥0 に対して，

U0 = 0,

Ut = gHη
t
(ηt) := lim

z→ηt,
z∈Hη

t

gHη
t
(z), t ∈ (0,∞) (1.3)

1z0 ∈ C を出発点とする標準複素ブラウン運動 (Bt)t≥0 とは，確率空間 (Ω,F , (Ft)t≥0,P) において，次の (i)–(iii) を満たすものを
いう．(i) 任意の t ≥ 0 で Bt は Ft–可測である (Ft–適合である)．(ii) 確率 1 で B0 = z0 である．(iii) 任意の t > s ≥ 0 に対して，
Bt − Bs は Fs と独立で，平均 0, 分散 t− s の複素 Gauss 分布に従う：Bt − Bs ∼ NC(0, t− s).
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Re z

Im z

η (0, t]

O

−1 y

図 1: η(0, t] の半平面容量に関する説明図．y > 0 として虚軸上の点
√
−1y を出発点とする標準複素ブラウン

運動が最初に η(0, t] ∪ R に到達した点を BTη(0,t]
とする．その点の高さ ImBTη(0,t]

の期待値に y を掛けた値

の y → ∞ 極限として η(0, t] の半平面容量が求まる：hcap(η(0, t]) = limy→∞ yE
√
−1y[ImBTη(0,t]

]

とする．このとき，(gHη
t
)t≥0 は常微分方程式

dgt(z)

dt
=

1

gt(z) − Ut

dhcap(η(0, t])

dt
, z ∈ Hη

t , t ≥ 0 (1.4)

の初期条件 g0(z) = z, z ∈ H の下での解として与えられる：

gHη
t
(z) = gt(z), z ∈ Hη

t , t ≥ 0.

特に，時刻 t を

hcap(η(0, t]) = 2t, t ≥ 0

となるようにとることにすると，(1.4) は次式となる：

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) − Ut
, z ∈ Hη

t , t ≥ 0 (1.5)

証明は例えば，[45]の Proposition 4.4を参照してもらいたい．(1.5)を弦状 Loewner方程式 (chordal Loewner

equation) とよび, その解として与えられる共形変換の 1 径族 (gHη
t
)t≥0 は共形変換の時間発展系という意味

で弦状 Loewner 鎖 (chordal Loewner chain)，あるいは弦状 Loewner 発展 (chordal Loewner evolution) と

称される2．

ここではまず，上の結果をそのまま多重截線の場合に拡張して考えてみることにする (図 2 参照)．N ∈
{2, 3, . . . }とする．H内のN 本の連続曲線を考え，それらに添え字 i = 1, . . . , N を付ける．各曲線は s(i) ∈ [0,∞]

で径数付けられているものとする：

η(i) := {η(i)
s(i)

: s(i) ∈ [0,∞)} ⊂ H, i = 1, 2, . . . , N.

これらは次の条件を満たすものとする．
2Loewnerが元来考えた Dへの共形変換の族とその方程式は，放射状 (radial)という単語を冠して区別される．下で説明する Schramm–

Loewner 発展 (SLE) に関しても同様の区別を行う．しかし，本講義では放射状の場合はほとんど扱わないので，以後はこのような冠詞
は付けず，そのような場合には弦状であることを意味するものとする．
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Re z

Im z

H

X0
(1) X0

(2) X0
(3) X0

(4) X0
(N)

η(1)

η(2)

η(3) η(4)

η(N)

. . .

. . .

図 2: 多重 Loewner 発展. 以下では駆動過程を Xt = (X
(1)
t , . . . , X

(N)
t ), t ≥ 0 と書くことにする．各截線

η(i), i = 1, . . . , N の実軸上の出発点η
(i)
0 , i = 1, . . . , N は，駆動過程 (Xt)t≥0の各成分の初期値X

(i)
0 , i = 1, . . . , N

に等しい.

(C’1a) η
(i)
0 ∈ R, i = 1, . . . , N であり，η(1)0 < η

(2)
0 < · · · < η

(N)
0 が成り立つ．

(C’1b) すべての i = 1, . . . , N において， lim
s(i)→∞

ηs(i) = ∞ である．

(C’2a) 各曲線η(i)はどれも単純曲線である．すなわち，i = 1, . . . , N に対して，s(i) 6= s(i)
′
ならば，η(i)

s(i)
6= η

(i)

s(i)′

である．

(C’2b) N 本の曲線は互いに交わりを持たない. すなわち，i 6= j に対して η(i) ∩ η(j) = ∅ である．

(C3’) すべての i = 1, . . . , N において，任意の s(i) ∈ (0,∞) で，η(i)(0, s(i)] := {η(i)u : u ∈ (0, s(i)]} ⊂ H で
ある．

各 s := (s(1), . . . , s(N)) ∈ [0,∞)N において，
⋃N

i=1 η
(i)(0, s(i)] を多重截線とよび，

Hη
s := H

∖ N⋃
i=1

η(i)(0, s(i)] (1.6)

とする．ただし，0 := (0, . . . , 0) に対して Hη
0 := H とする．各 s := (s(1), . . . , s(N)) ∈ [0,∞)N において，Hη

s

は C 上の (C 全体ではない)単連結領域であるので，Riemann の写像定理より，Hη
s → H とする共形変換 (等

角写像)が存在する．これを gHη
s
と書くことにする．次の流体力学条件を課すことにする．

流体力学条件 |z| → ∞ において，gHη
s
は次のように振舞うものとする：

gHη
s
(z) = z +

1

z
hcap

(
N⋃
i=1

η(i)(0, s(i)]

)
+ O

(
1

|z|2

)
. (1.7)
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このN–径数共形変換の族 (gHη
s
(z))s∈[0,∞)N に対して, U

(i)
0 = 0,

U (i)
s = gHη

s
(η

(i)

s(i)
) := lim

z→η
(i)

s(i)
,

z∈Hη
s

gHη
s
(z), s ∈ [0,∞)N \ 0, i = 1, . . . , N

として，定理 1.4 の証明 ([45] Proposition 4.4 を参照)と同様の考察を行うと，(gHη
s
(z))s∈[0,∞)N は次の N–連

立常微分方程式を満たすことが導かれる．

∂gs(z)

∂s(i)
=

1

gs(z) − U
(i)
s

∂

∂s(i)
hcap

 N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]

 , s(i) ≥ 0 1 ≤ i ≤ N,

ただし，多重截線 {η(i)}i=1,...,N は微分
∂

∂s(i)
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]
)
が定義できるように s = (s(1), . . . , s(N))

で径数付けられていたものと仮定することにする．

ここで，N–径数 s = (s(1), . . . , s(N)) がすべて 1 つの時刻 t ≥ 0 だけに依存している場合を考えることにす

る．すなわち，s(i) = s(i)(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N であり，これらは t の単調増加関数であり C1–級連続関数で

あるとする．このとき s = s(t), t ≥ 0 とすると，微分の連鎖則より，

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

∂gs(z)

∂s(i)
ds(i)(t)

dt

=

N∑
i=1

1

gt(z) − U
(i)
t

∂

∂s(i)
hcap

 N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]

∣∣∣∣∣∣
s=s(t)

ds(i)(t)

dt

が得られる．ここで，

w
(i)
t :=

1

2

∂

∂s(i)
hcap

 N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]

∣∣∣∣∣∣
s=s(t)

ds(i)(t)

dt
, i = 1, . . . , N, t ≥ 0

とおくことにする．すると，

d

dt
hcap

 N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)(t)]

 = 2
N∑
i=1

w
(i)
t , t ≥ 0

となる．よって，特に

hcap

 N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)(t)]

 = 2t, t ≥ 0

となるように時刻 t をとったとすると，
∑N

j=1 w
(i)
t = 1 が任意の時刻 t ≥ 0 で成り立つことになる．

t ≥ 0 に対して，η(i)t := η
(i)

s(i)(t)
, U

(i)
t := U

(i)
s(t), i = 1, . . . , N , Hη

t := Hη
s(t), gt := gs(t) と書き直すことにする．

すると，以上の考察は，次のように (定理 1.4 も N = 1 の場合として含めて)まとめることができる [62].

定理 1.5 N ∈ N とする．H 内の (多重)截線
N⋃
i=1

η(i)(0, t], t ≥ 0 が

hcap

(
N⋃
i=1

η(i)(0, t]

)
= 2t, t ≥ 0 (1.8)
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を満たすように時刻 t ≥ 0 で径数付けらえているものとする．このとき，

w
(i)
t ≥ 0, i = 1, . . . , N, t ≥ 0,

N∑
i=1

w
(i)
t = 1, t ≥ 0 (1.9)

を満たす重み関数 (w
(i)
t )t≥0 があり，(gHη

t
)t≥0 は常微分方程式

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2w
(i)
t

gt(z) − U
(i)
t

, t ≥ 0 (1.10)

の初期条件 g0(z) = z ∈ H の下での解として与えられる：

gHη
t
(z) = gt(z), z ∈ Hη

t , t ≥ 0.

ただしここで，

U
(i)
t = gHη

t
(η

(i)
t ) := lim

z→η
(i)
t ,

z∈Hη
t

gHη
t
(z), i = 1, . . . , N, t ≥ 0 (1.11)

である．

以下では，N 本の截線の t による径数付けは，截線間において，また時間経過において，ともに均一である

ものとして，(1.9) の解として

w
(i)
t =

1

N
, i = 1, . . . , N, t ≥ 0 (1.12)

を選ぶことにする．その上で t/N → t という自明な時間変更を行い，また，gNt, U
(i)
Nt, i = 1, . . . , N を改めて

gt, U
(i)
t , i = 1, . . . , N を書くことにすると，(1.10) は

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gt(z) − U
(i)
t

, t ≥ 0, (1.13)

と書き直される．本講義では，(1.13) を 多重 Loewner 方程式とよび，初期条件 g0(z) = z ∈ H の下での解
(gHη

t
)t≥0 を多重 Loewner 発展とよぶことにする．

1.2 Schramm–Loewner 発展 (SLE)

定理 1.4 で与えられた Loewner 方程式のうち，hcap(η(0, t]) = 2t, t ≥ 0 と径数付けられた場合の (1.5) につ

いて，以下考えることにする．すなわち，

dgHη
t
(z)

dt
=

2

gHη
t
(z) − Ut

, z ∈ Hη
t , t ≥ 0,

gHη
0
(z) = gH(z) = z ∈ H, (1.14)

である．この常微分方程式を，実関数 Ut : [0,∞) ∈ t 7→ Ut ∈ R が与えられた上で解くことになる．その意味
で (Ut)t≥0 を Loewner 方程式 (1.14) の 駆動関数, あるいは Loewner 発展 (gHη

t
(z))t≥0 の駆動過程という．こ

の駆動過程は (1.3), すなわち

Ut = gHη
t
(ηt) := lim

z→ηt,
z∈Hη

t

gHη
t
(z), t ∈ (0,∞)
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で与えられる．つまりこれは，截線 η(0, t], t ∈ (0,∞) の各時刻での先端 ηt, t ∈ (0,∞) の gHη
t
による像である．

(gHη
t
は Hη

t を H に移すので，像には截線はない．截線の先端は H の境界である R 上の 1点に移されるので

ある.) したがって，手順としては

截線 η(0, t] =⇒ 駆動過程 Ut

ということになる．

Schramm [63] はこの逆問題を考えた．

截線 η(0, t] ⇐= 駆動過程 Ut

すなわち，1 次元空間 R 上の駆動過程を与えることにより 2 次元平面 H 上に曲線を描かせるという発想で
ある．さらに，この H 上の曲線として，格子上の統計力学模型やフラクタル模型の連続極限において現れる
ものを実現させることを目指した．そして，駆動過程としてブラウン運動の時間変更を採用した．その結果，

Loewner 発展は確率過程となる．Schramm が導入したこの確率的 Loewner 発展を Schramm–Loewner 発

展 (Schramm–Loewner evolution) とよび，SLE と略称する．

上述のように，SLE はブラウン運動で駆動されるので，それが属する確率空間は，ブラウン運動の確率空間

である．しかしここでは，それは SLE の確率空間であると見なして，(ΩSLE,FSLE, (FSLE
t )t≥0,PSLE) と書い

てしまうことにする．

定義 1.6 確率空間 (ΩSLE,FSLE, (FSLE
t )t≥0,PSLE) において，確率過程 (Bt)t≥0 が FSLE–1次元標準ブラウン

運動であるとは，

(i) 任意の t ≥ 0 で Bt は FSLE
t –可測である.(FSLE–適合である.)

(ii) 確率 1 で B0 = 0 である．

(iii) 任意の t > s ≥ 0 に対して，B(t) −B(s) は FSLE
s と独立で，平均 0, 分散 t− s の Gauss 分布に従う：

B(t) −B(s) ∼ N(0, t− s).

(FSLE
t )t≥0 は 0 ≤ s < t <∞に対して非減少性 Fs ⊆ Ft ⊆ F をもち，フィルトレーション (情報系) (filtration)

とよばれる．また，x ∈ R に対して，Bx
t := x+Bt, t ≥ 0 と定義する．

定義 1.6 (iii) より，ブラウン運動のスケーリング性が導かれる．すなわち，PSLE の下，任意の c > 0 に対して

(Bt)t≥0
(law)
=

(
1

c
Bc2t

)
t≥0

が成り立つ．

Schramm は κ > 0 という径数を導入し，Ut =
√
κBt, t ≥ 0 とした．上述のブラウン運動のスケーリング

性より，
√
κBt

(law)
= Bκt, t ≥ 0 であるから，κ は時間を t 7→ κt と変更する時間スケール径数と見ることがで

きる．
dgHη

t
(z)

dt
=

2

gHη
t
(z) −

√
κBt

, z ∈ Hη
t , t ≥ 0 (1.15)

を Schramm–Loewner 方程式とよび，この解を Schramm–Loewner 発展 (Schramm–Loewner evolution)

と称する．二義性が生じてしまうが，両者とも SLE と略称することにする．すぐ下で説明するように，SLE

の振舞は径数 κ の値によって定性的にも定量的にも異なる．そのため，径数を込めて SLEκ という略記もし

ばしば使われる．
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前の 1.1 節では截線 η を与えるところから話を始めたので，(C1)–(C3) のように截線に対して条件を課し

た．しかし Schramm の理論では，ηt ∈ H は各時刻 t ≥ 0 において

√
κBt = gHη

t
(ηt) := lim

z→ηt,
z∈Hη

t

gHη
t
(z) (1.16)

を満たすものというだけであり，これが t を径数とする曲線となるかどうかは一般には保証されない．しかし

実際には，これは確率 1 で曲線になることが，κ = 8 の場合には Lawler, Schramm, Werner [46] によって，ま

た，κ 6= 8 の場合には Rohde と Schramm [61] によって証明されている．

命題 1.7 PSLE の下，(1.16) は確率 1 で連続曲線 η = {η(t) : t ≥ 0} ⊂ H を定める．これは確率 1 で条件 (C1)

を満たす．

SLE によって定まる截線を特に SLE曲線，あるいは径数も付して SLEκ 曲線という．

上述のように SLE 曲線は截線条件 (C1) は満たすが, (C2), (C3) は κ ∈ (0, 4] のときだけしか満たされない．

以下に述べるように，κ > 4 においては η(0,∞) は自己交差する3 ため，H \ η(0, t] は複数の連結領域成分に

分割される．そこで，次のように定義しておくことにする．

定義 1.8 (1.1) を拡張して，次のように定義する：t ∈ (0,∞) において，

Hη
t := H \ η(0, t] の内の非有界な連結領域成分. (1.17)

また，

Kη
t := H \Hη

t , t ≥ 0 (1.18)

と定義し，これを SLE包 (SLE hull)とよぶことにする．

命題 1.9 PSLE の下，以下が成り立つ．(図 3 を参照.)

(a) κ ∈ (0, 4] のとき，SLEκ 曲線 η は確率 1 で (C1)–(C3) を満たす．すなわち，η は単純曲線であり，

η(0,∞) ⊂ H である．

(b) κ ∈ (4, 8) のとき, SLEκ 曲線 η は正の確率で自己交差し，また，実軸 R に接する. すなわち，正の確率

で，t 6= t′ に対して ηt = ηt′ となる点があり，η ∩ R 6= ∅ である．確率 1 で⋃
t∈(0,∞)

Kη
t = H

であるが，η[0,∞) ∩H 6= H である．

(c) κ ≥ 8 のとき, η[0,∞) は確率 1 で H を稠密に充填する.

定性的な違いが生じるので，上を称して SLEκ は 3相 (three phases)をもつという言い方をすることもある．

κ = 4 と κ = 8 が臨界値, あるいは相転移点であるということになる．命題 1.9 の証明は [45, 33, 39] などを

参照．

上の命題は SLEκ 曲線の定性的な振る舞いが径数 κ に依存することを述べたものであるが，κ を特別な値

に設定すると，統計力学やフラクタル物理学で研究されてきた重要な 2 次元模型における臨界状態やフラクタ
3SLE 曲線は「交差 (intersect)」することはない．「接触する (osculate)」というべきかもしれない．
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(a) (b) (c)

図 3: SLEκ 曲線の 3 つの相. (a) κ ∈ (0, 4] のときは SLEκ 曲線は単純曲線であり，実軸に接することもない．

(b) κ ∈ (4, 8) のときは，SLEκ 曲線は自己交差し，実軸とも接するが，線の間には隙間がある．(c) κ ≥ 8 の

とき，SLEκ 曲線は H を稠密に埋め尽くす．

ル構造を定量的に再現することも知られている．その対応を次に示した．いずれも双方向矢印の右側は離散モ

デルにおいてグラフ (格子)上に定義されるランダムな経路 (格子経路)であり，その スケーリング極限とよば

れる連続極限が，双方向矢印の左にある特定の κ の値における SLEκ 曲線に (何らかの位相に関して)弱収束

することを意味する．ただし，自己回避曲線 (self-avoinding walk) に関するものはいまだ予想である．

SLE2 ⇐⇒ ループ除去ランダム・ウォーク (loop-erased random walk)[46]

SLE8/3 ⇐⇒ 自己回避ウォーク (self-avoiding walk)[予想]

SLE3 ⇐⇒ 臨界イジング模型 (critical Ising model) の界面 (interface)[14, 13]

SLE4 ⇐⇒ Gauss 型自由表面模型 (Gaussian free surface model) の等高線 [64]

SLE16/3 ⇐⇒ 臨界イジング模型 (critical Ising model) の FK–界面 (FK-interface)[71, 13]

SLE6 ⇐⇒ 臨界浸透模型 (critical percolation model) の探索過程 (exploration process)[70]

SLE8 ⇐⇒ 一様全域木模型 (uniform spanning tree) のランダム Peano 曲線 [46]

さらに，Beffara [5] によって，SLEκ 曲線の Hausdorff 次元 dHκ の κ 依存性が明らかにされた.

dHκ =

1 +
κ

8
, κ ∈ (0, 8)

2, κ ≥ 8
(1.19)

SLEκ と共形場理論 (conformal field theory)との関係が知られている．Virasoro 中心元 (central charge) c

とスケーリング次元 h (共形ウェイトともよばれる，Virasoro 代数の表現における最大ウェイトのこと) は径

数 κ と

c = cκ :=
(6 − κ)(3κ− 8)

2κ
, h = hκ :=

6 − κ

2κ
(1.20)

という関係式を満たす [3]．
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1.3 多重 SLE 駆動過程の選定問題

Schramm の発想に従って，(1.13) で与えられる多重 Loewner 方程式を確率過程としたい．それには，駆動

過程を確率過程として与えればよいことになる．N–多重 SLE を与えるためには，R 上の N 変数 (N 粒子)確

率過程を指定することになる．これを

Xt = (X
(1)
t , . . . , X

(N)
t ) ∈ RN , t ≥ 0,

とおくと，
dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gt(z) −X
(i)
t

, t ≥ 0, g0(z) = z ∈ H (1.21)

という方程式を解くことになる．これを多重 Schramm–Loewner 方程式 (multiple SLE equation) とよび，

その解 (gt)t≥0 を多重 Schramm–Loewner 発展 (multiple SLE evolution) とよぶことにする．両者とも多

重 SLEと略称することにする．

問題は，この駆動関数 (Xt)t≥0 をどのような指導原理に従って与えるのが妥当であるか，ということである．

Schramm [63] が SLE の駆動関数としてブラウン運動を用いた際に行ったのと同様な考察を行うことにより，

Bauer–Bernard–Kytölä [4], および Graham [27] は次を結論づけている．

• (Xt)t≥0 は半マルチンゲールである．

• Xt = (X
(1)
t , · · ·X(N)

t ), t ≥ 0 の 2 次変動は，κ > 0 として，

〈dX(i)
· , dX

(j)
· 〉t = κδijdt, i, j = 1, . . . , N, t ≥ 0

とおいても一般性を失わない．

我々もこれに従うことにする．ただし，ドリフト項 (有界変動部分)については未定とし，これを定めること

をここでの問題としたい．具体的には，(B
(i)
t )t≥0, i = 1, . . . , N を互いに独立な 1 次元標準ブラウン運動とし，

(Xt)t≥0 は次の形の確率微分方程式を満たすものとする.

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + F (i)(Xt)dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (1.22)

ここで，F (i), i = 1, . . . , N は時刻 t には陽には依存しないものと仮定する．「F (i)(X), i = 1, . . . , N の X ∈ RN

依存性をどのように設定すべきと考えるか」がここでの問題となる．

1.4 共形場，ランダム行列，量子重力

上述の多重 SLE 駆動過程の選定問題に対して，下のような観点から研究がなされている：

(i) 共形場理論との対応 [10, 4].

(ii) 可換 SLE 条件 [18].

(iii) 1 本の SLE に対する絶対連続性 [27].

(iv) 統計力学模型からの考察 [4, 42].

(v) reparameterization 不変性 [27].
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このうち，(i) の共形場理論との対応に基づく構成がもっとも系統系であるとともに，複数の SLE 曲線の時

間発展則に対して可換条件を課す (ii) の方法も等価な結論を導くことを確認することができる [41]．(i) では

(1.22) のドリフト項 (有界変動項)を定める関数 {F (i)}Ni=1 は補助関数 (auxiliary function)，あるいは SLE 分

配関数 とよばれる関数 Z = Z(x),x = (x(1), . . . , x(N)) を用いて，

F (i)(x) = 2
∑

1≤j≤N,
j ̸=i

1

x(i) − x(j)
+ κ∂x(i) logZ(x) (1.23)

で与えられる．(以下では, 偏微分に対して ∂x(i) :=
∂

∂x(i)
といった略記を用いる.)

そして，(1.20) で与えられる hκ を用いて定義される微分演算子

D(i) :=
κ

2
∂2x(i) − 2

 ∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

x(i) − x(j)
∂x(j) +

hκ
(x(i) − x(j))2

 , i = 1, . . . , N (1.24)

に対して，この補助関数 Z は

D(i)Z(x) = 0, i = 1, . . . , N (1.25)

の解として定められる．(1.25) は共形場理論における Belavin–Polyakov–Zamolodchikov 方程式 [7]の特別な

場合と見なすことができる．(1.25) の解は一般には複雑なものとなるが，[4] に極めて簡単な解の一例が与え

られている．それは,

Z(x) =
∏

1≤i<j≤N

(x(j) − x(i))2/κ (1.26)

である．(1.26) は

κ∂x(i) logZ = 2
∑

1≤j≤N,
j ̸=i

1

x(i) − x(j)

を与えるので，(1.23) に代入すると

F (i)(x) = 4
∑

1≤j≤N,
j ̸=i

1

x(i) − x(j)
, i = 1, . . . , N

と定まる．したがって，この場合には R 上の N 変数 (N 粒子)確率過程として

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + 4

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

X
(i)
t −X

(j)
t

dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (1.27)

が選ばれることになる．ここで t→ t/κ という時間変更を行い，X(i)
t/κ := Λ

(i)
t , t ≥ 0, i = 1, . . . , N と書くこと

にする．さらに，

β =
8

κ
(1.28)

とおくと，(1.27) は次の確率微分方程式系に変換される：

dΛ
(i)
t = dB

(i)
t +

β

2

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

Λ
(i)
t − Λ

(j)
t

dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N. (1.29)
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この確率過程 (Λt)t≥0 はランダム行列理論 [48, 24, 1]において，径数 β をもつDyson のブラウン運動模型

(Dyson’s Brownian motion model)，あるいは単にDyson 模型 (Dyson model)とよばれ，非常によく研究さ

れている [23, 33] (付録 A.1 節を参照). 本講義では，上述の自明な時間変更をする前の (1.27) を径数 8/κ を

もつ Dyson 模型とよぶことにする．

T ∈ (0,∞) を指定し，Y (i)
T ;t := X

(i)
T−t, t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N とおくと，

dY
(i)
T ;t =

√
κdB

(i)
t − 4

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

Y
(i)
T ;t − Y

(j)
T ;t

dt, t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N (1.30)

が得られる．(1.30) の解として与えられる (YT ;t)t∈[0,T ] をここでは，時間区間 [0, T ] における径数 8/κ の後進

Dyson 模型とよぶことにする [34, 40]．

本講義では，径数 κをもつ多重 SLEの駆動確率過程 (Xt)t≥0 として，径数 β = 8/κをもつDyson模型が選

ばれる別のからくりを説明しようとするものである．ここでは，Gauss型自由場から生成されるLiouville 2 次

元重力 (quantum gravity) に着目し，その共形変換則に対する考察から Sheffield と Miller [69, 49, 50, 51, 52]

が導入した量子表面 (quantum surface) と虚数表面 (imaginary surface)とよばれる拡張 Gauss 型自由場を

考察する．その上で，多重 SLE をこれらの自由場と結合させることによって，この問題に答えようという新

しい試みである [34, 35].

ここで少しだけ Liouville 2 次元重力について ‘物理的な’説明をしてみる [57, 58, 59, 22]. 物理学の分野で

は，場を表す関数 ϕ の成す空間において，何らかの参照測度 dµ に対して e−SL(ϕ)dµ という形の測度を考え

る．ここで SL は Liouville 作用とよばれ，計量テンソル g = (gij)1≤i,j≤2 をもつ曲がった 2 次元空間 D̃ 上に

SL =
1

4π

∫
D̃

dw
√
−det g

 ∑
1≤i,j≤2

gij∂wi
ϕ∂wj

ϕ+QKϕ+ 4πµLe
γϕ


というように与えられるものとする．ここで µL と γ は量子重力理論の径数であり，Q =

2

γ
+
γ

2
である．ま

た, K は D̃ の Gauss 曲率を表すものとする．いま，µL = 0 (この場合を臨界 Liouville 量子重力という)とし，

ϕ→ h̃ と変数を替え (単に表式を変えただけ)，また計量の明示を避けることにすると (
∫
D̃
dw が曲がった曲面

D̃ に沿った積分を表すものとすると)，この作用は

S =
1

4π

∫
D̃

dw
(
∇h̃(w) · ∇h̃(w) +QK(w)h̃(w)

)
と書ける．ある正則関数 φ があり，Gauss 曲率が K(w) = −2∆ log |φ′(w)| で与えられるものとする．また同
時に φ は，曲面 D̃ から C 上の単連結領域 D への共形写像 φ : D̃ → D を与えるものであり，h̃ は D 上の場

h の座標変換 h̃ = h ◦ φ と見なせるものとする．Dirichlet 内積とノルムを

〈f, g〉∇ :=
1

2π

∫
D

(∇f)(z) · (∇g)(z)dz, ‖f‖∇ :=
√
〈f, f〉2∇

というように導入すると，形式的な部分積分を行うことにより，上の作用は

S =
1

2
||h ◦ φ+Q log |φ′|‖2∇ +定数

と書き直せることになる．ただし，定数 =
Q2

2
‖ log |φ′|‖2∇ である．以上の議論は，共形変換 φ の下，

h→ h ◦ φ+Q log |φ′|, Q =
2

γ
+
γ

2
(1.31)
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という変換則に従う場 h の “強さ” ‖h‖2∇/2 を考え，その指数関数で与えられる重みをもった無限次元測度が
Liouville 2 次元重力とよばれるものであることを意味している．

Duplantier–Sheffield [22] は上とは異なるアプローチで Liouville 2 次元重力を定式化した．彼らは 2 次元

Gauss 型自由場 H を考え，その指数関数を重みとする測度

eγH(z)m(dz)

を考えた．ここで，m(dz) は C 上の Lebesgue 測度 dRe zd Im z である．ただし，2 次元 Gauss 型自由場 H

は超関数に値をもつ場であるので，その指数関数は意味を持たない．そこで Duplantier–Sheffield は次のよう

な極限を考えることにした [22]．

µH(dz) := lim
ε→0

εγ
2/2eγHε(z)m(dz).

ここで，Hε(z) は H を半径 ε の円周上で平均化したものである．本講義では，2 節で単連結領域 D ⊊ C 上
に Gauss 型自由場 を構成し，4 節で上の極限が存在することを証明する．その上で 5.1 節において，上述の

共形変換則 (1.31) に従う拡張 Gauss 型自由場として量子表面を議論する．拡張 Gauss 型自由場と多重 SLE

との結合とは，ある種の定常状態を意味する．

2 Gauss 型自由場の構成と基本的な性質

2.1 Bochner–Minlos の定理

定義 2.1 V を有限次元，あるいは無限次元のベクトル空間とする．任意の N ∈ N, ξ1, . . . , ξN ∈ V, および

z1, . . . , zN ∈ C に対して，
N∑

n=1

N∑
m=1

ψ(ξn − ξm)znzm ≥ 0.

が成り立つとき，汎関数 ψ : V → C は正型関数であるという．

次が証明できる．

補題 2.2 ベクトル空間 V 上の正型関数 ψ : V → C において，次が成り立つ．(i) ψ(0) ≥ 0, (ii) すべての ξ ∈ V
に対して，ψ(ξ) = ψ(−ξ)，(iii) すべての ξ ∈ V に対して，|ψ(ξ)| ≤ ψ(0).

まずは有限次元 Euclid 空間での確率測度に対するBochner の定理を述べることにする．N 次元 Euclid 空

間 RN 内の 2点 x, y の内積を x · y とし，ノルムを |x| :=
√
x · x と書く．BN を RN に含まれる Borel 集合

族とする．

定理 2.3 (Bochner theorem) ψ : RN → C を連続な正型関数であり，ψ(0) = 1 を満たすものとする．この

とき，すべての ξ ∈ RN に対して

ψ(ξ) =

∫
RN

e
√
−1x·ξ P(dx) for ξ ∈ RN

を満たす確率測度 P が唯一存在する．
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特に ψ(ξ) が Ψ(ξ) := e−|ξ|2/2, ξ ∈ RN で与えられた場合には，Bochner の定理によって定義される確率測

度 P は有限次元の標準 Gauss 測度

P(dx) =
1

(2π)N/2
e−|x|2/2dx =

N∏
i=1

νN(0,1)(dxi), x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN

である．したがって，有限次元の標準 Gauss 測度 P は

Ψ(ξ) =

∫
RN

e
√
−1x·ξP(dx) =: E

[
e
√
−1X·ξ

]
= e−|ξ|2/2 ξ ∈ RN

で与えられる特性関数をもって定められるということができる．

次に無限次元 Hilbert空間 Hを考えることにする．内積を 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉H，ノルムを ‖x‖ = ‖x‖H =
√

〈x, x〉H,

x ∈ H とする．また，H の双対空間をH∗ と記すことにする．いま仮に，適当な σ–加法族をもったH 上の確
率測度 P があり

ψ(ξ) =

∫
H
e
√
−1⟨x,ξ⟩P(dx) = e−∥ξ∥2/2, ξ ∈ H

が成り立つものとしよう．また，H の完備正規直交基底が {en}∞n=1 で与えられているものとする．このとき，

任意のある n ∈ N を選んで，特に ξ = ten, t ∈ R とすると，∫
H
e
√
−1t⟨x,en⟩P(dx) = e−t2/2, t ∈ R

となる．各 x ∈ H に対して，n → ∞ とすると 〈x, en〉 → 0 である. したがって，極限 n → ∞ では上の等式

は 1 = e−t2/2 ということになり矛盾が生じる．このことは，Bochner の定理をそのまま無限次元空間に適用す

ることはできないことを意味する．以下，文献 [2] に従って，Bochner の定理を拡張する．

複素平面上の単連結領域 D ⊊ C を考える．これは有界であると仮定する．また，Hilbert 空間 H が

L2(D,m(dz)) 空間として実現される場合を考えることにする．ここで，m は C 上の Lebesgue 測度

m(dz) = dRe z dIm z =

√
−1

2
dzdz

を表すものとする．したがって，内積は 〈f, g〉 :=
∫
D
f(z)g(z)dm(z), f, g ∈ L2(D,m(dz)) で与えられること

になる．∆ を L2(D,m(dz)) におけるDirichlet ラプラシアンとする．いま，D は有界としているので，−∆

は正の離散的な固有値をもつ．

−∆en = λnen, en ∈ L2(D,m(dz)), n ∈ N (2.1)

ここで，固有値は 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · となるように順番付けることにする．このとき固有関数の列 {en}n∈N は

L2(D,m(dz)) の完備正規直交関数系を与えることになる．次の補題はWeyl の漸近公式として知られるもの

である．

補題 2.4 D を C 上の単連結有界領域とする．このとき，D 上の演算子 −∆ の固有値 {λn}n∈N は次の漸近挙

動を示す．

lim
n→∞

λn
n

= O(1)

領域 D 上の C∞–級関数でコンパクトな台をもつもの全体を C∞
c (D) と書くことにする．2 つの関数 f, g ∈

C∞
c (D) に対して，上述のように通常の内積は

〈f, g〉 :=

∫
D

f(z)g(z)m(dz) (2.2)
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と定義されるのに対して，Dirichlet 内積 は次式のように，因子 1/(2π) を付けて定義することにする．

〈f, g〉∇ :=
1

2π

∫
D

(∇f)(z) · (∇g)(z)m(dz) (2.3)

部分積分を行うと，2 つの内積の間の関係式

〈f, g〉∇ =
1

2π
〈f,−∆g〉 (2.4)

が得られる．Dirichlet 内積 (2.3) による C∞
c (D) の完備化空間を W (D) と書くことにする．ノルムを ‖f‖∇ =√

〈f, f〉∇, f ∈W (D) と記す．ここで，

un :=

√
2π

λn
en, n ∈ N (2.5)

と定義すると，(2.4) より

〈un, un〉∇ =
1

2π
〈un,−∆um〉 = δnm, n,m ∈ N

であることが分かるので，{un}n∈N は，W (D) に対して完備正規直交関数系を与えることになる．

{un}n∈N を基底とし実係数をもつ形式的冪級数全体がなす空間を Ĥ(D) とする．この空間は写像 Ĥ(D) 3
f :=

∑
n∈N f̂nun 7→ (f̂n)n∈N ∈ RN により，RN と同型と見なせる．また，この Ĥ(D)の部分空間として，W (D)

は 2 乗総和可能数列空間 ℓ2(N) ⊂ RN と同型である．Ĥ(D) に含まれる 2 つの形式的冪級数 f =
∑

n∈N f̂nun,

g =
∑

n∈N ĝnun に対して
∑

n∈N |f̂nĝn| < ∞ であるとき，この 2 つに対して 〈f, g〉∇ :=
∑

n∈N f̂nĝn と書き，

これを f と g のペアリング (pairing)ということにする．当然，f, g ∈W (D) であるならば，このペアリング

は Dirichlet 内積 (2.3) に等しい．

この形式的冪級数の空間においては，任意の a ∈ R に対して演算子 (−∆)a は

(−∆)a
∑
n∈N

f̂nun :=
∑
n∈N

λanf̂nun, (f̂n)n∈N ∈ RN.

のように作用する．そこで，各 a ∈ R に対して

〈f, g〉a := 〈(−∆)−af, (−∆)−ag〉∇, f, g ∈ Ha(D).

を内積とする Hilbert 空間を考えることにする．ノルムは ‖ · ‖a :=
√

〈·, ·〉a, a ∈ R で与えられる．これを
Ha(D) と記す．

例 2.5 特に a = 1/2 とすると，

〈f, g〉1/2 =
〈

(−∆)−1/2f, (−∆)−1/2g
〉
∇

=
1

2π
〈f, g〉, f, g ∈ H1/2(D)

が成り立つ．従って，H1/2(D) は L2(D,m(dz)) と同一視できる.

以上の設定の下，以下の 2 つの補題が証明される．

補題 2.6 a < b ならば，Ha(D) ⊂ Hb(D) が成り立つ．
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証明 形式的冪級数 f =
∑

n∈N f̂nun ∈ Ĥ(D) を考える．Weyl の漸近公式 (補題 2.4) が成り立つので，N ∈ N
を λN > 1 となるように取ることができる. ({λn}n∈N は非減少列となるように定義したので，n ≥ N では

λn > 1 ということになる.) a < b と仮定すると，

‖f‖2b =
∑
n∈N

λ−2b
n f̂2n =

N−1∑
n=1

λ−2b
n f̂2n +

∞∑
n=N

λ−2b
n f̂2n

≤
N−1∑
n=1

λ−2b
n f̂2n +

∞∑
n=N

λ−2a
n f̂2n =

N−1∑
n=1

(λ−2b
n − λ−2a

n )f̂2n + ‖f‖2a

となる．これより明らかに，‖f‖2a <∞ ⇒ ‖f‖2b <∞ であるので，補題の主張が結論される．

補題 2.7 a ∈ R に対して，Ha(D) の元 h ∈ Ha(D) を 1 つ定める．すると，

H−a(D) 3 f 7→ 〈h, f〉∇ ∈ R

によって，対応関係

〈h, ·〉∇ : H−a(D) → R

が定義され，これは連続的である．よって，Ha(D)とH−a(D)は Dirichlet内積 〈·, ·〉∇ に関して双対な Hilbert

空間を成す．

証明 2 つの形式的冪級数 h =
∑

n∈N ĥnun ∈ Ha と f =
∑

n∈N f̂nun ∈ H−a を考える．Cauchy の不等式

∑
n∈N

|ĥnf̂n| =
∑
n∈N

|(λ−a
n ĥn)(λaf̂n)| ≤

(∑
n∈N

|λ−a
n ĥn|2

)1/2(∑
n∈N

|λanf̂n|2
)1/2

<∞

より，ペアリング 〈h, f〉∇ が定義できることが分かる．また，

〈h, f〉∇ = 〈(−∆)−ah, (−∆)af〉∇ = 〈(−∆)−2ah, f〉−a.

である. 仮定 h ∈ Ha(D) と補題 2.6 より (−∆)−2ah ∈ H−a(D) であり, 〈h, ·〉∇ は H−a(D) 上連続である．し

たがって，Ha(D) ' H−a(D)∗ である．

注 2.8 例 2.5 で述べたようにH1/2(D) = L2(D,m(dz)) であるので，a > 1/2 のときには Ha(D) の元は関数

ではなく，超関数であることになる．

コンパクト Hausdorff 空間 H に対して，H の Borel 集合全体を BH と書き，連続な実関数全体を C(H) と

する．

定義 2.9 線形な汎関数 ℓ : C(H) → C が，任意の非負値関数 f ∈ C(H) に対して ℓ(f) ≥ 0 となるとき，これ

を正の線形汎関数という．

命題 2.10 (Riesz–Markov–角谷の表現定理) ℓ : C(H) → C を正の線形汎関数とする．このとき，(H,BH)

上の有限測度 P で

ℓ(f) =

∫
X

f(x)P(dx), f ∈ C(H)

を満たすものが唯一存在する．さらに，P(H) = ℓ(1) が成り立つ．
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Ha(D) の σ 加法族を Σa := σ({〈·, g〉∇ : g ∈ H−a(D)}) とする．このとき，次が証明できる．

命題 2.11 ψ : W (D) → C を連続な正型関数であり，ψ(0) = 1 を満たすものとする．すると，各 a > 1/2 に

対して (Ha(D),Σa) 上の確率測度 P として次を満たすものが存在する．

ψ(f) =

∫
Ha(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈ H−a(D). (2.6)

証明 R̂ := R ∪ {∞} とする．すると，

Q := R̂N = {h = (ĥn)n∈N : ĥn ∈ R̂, n ∈ N}

はコンパクト Hausdorff 空間である．この空間の Borel 集合全体を BQ と書くことにする．h = (ĥn)n∈N ∈ Q

が与えられたとき，各々の n ∈ N に対して実関数 qn を

qn(h) =

ĥn, ĥn 6= ∞,

0, ĥn = ∞

と定義することにする．qn, n ∈ N は Borel 可測である．Q 上の実連続関数の空間を C(Q) とする．この部分

集合として，

Cfinite(Q) := {f ∈ C(Q) : ∃N ∈ N, ∃{i1, . . . , iN} ⊂ N, f = f(f̂i1 , . . . , f̂iN )}

を定義する．すなわち，Cfinite(Q) の元は，たかだか有限個の展開係数 {f̂in}Ni=1 だけに依存する．Cfinite(Q) は

C(Q) 上稠密であることを示すことができる．形式的冪級数の集合 Ĥ(D) は RN と同型であったので，Q 内の

開部分集合と見なせる．さらにこの Ĥ(D) の部分集合として,

D :=
⊕
n∈N

Run

を考える．h ∈ Cfinite(Q) と f ∈ D に対して Q 上の Borel 可測関数として

Fh(f) := 〈h, f〉∇ =
∑
n∈N

qn(h)〈un, f〉∇ (2.7)

を定義する．これは定義より有限和である．また，N ∈ N, {i1, . . . , iN} ⊂ N に対して，

D{i1,...,iN} :=

N⊕
n=1

Ruin ' RN

とする．ψ の近似 ψ{i1,...,iN} := ψ|D{i1,...,iN} を考え，これに Bochner の定理 (定理 2.3) を適用する．すると，

(D{i1,...,iN},BN ) 上の確率測度 P{i1,...,iN} が

ψ{i1,...,iN}(f) =

∫
D{i1,...,iN}

e
√
−1Fh(f)P{i1,...,iN}(dh), f ∈ D

によって定められることになる．このようにして得られた確率測度の族 {P{i1,...,iN} : N ∈ N, {i1, . . . , iN} ⊂ N}
を用いて，線形汎関数 ℓ : Cfinite(Q) → C を

ℓ(φ) :=

∫
D{i1,...,iN}

φ(ĥi1 , . . . , ĥiN )P{i1,...,iN}(dh), φ ∈ Cfinite(Q)
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と定義する．ただしここで，各 φ ∈ Cfinite(Q) に対して，それが ĥi1 , . . . , ĥiN のみに依存していたときには，

それに合わせて 添え字集合 {i1, . . . , iN} ⊂ N を選ぶようにする．得られた線形汎関数 ℓ はこのような構成に

依らずに C(Q) 上の正の線形汎関数に拡張することができる．これに Riesz–Markov–角谷の表現定理を用いる

ことにより，(Q,BQ) 上の確率測度 P として，次を満たすものが定まることになる．

ℓ(φ) =

∫
Q

φ(h)P(dh), φ ∈ C(Q).

特に，f ∈ D に対して (2.7) に従って Fh を与えた上で, φ(h) = e
√
−1Fh(f) ∈ Cfinite(Q) とすると，

ψ(f) =

∫
Q

e
√
−1Fh(f)P(dh), f ∈ D (2.8)

が得られることになる．

以下では，a > 1/2 に対して，(2.8) の積分をQ 全体の上に対してではなく Ha(D) の上に限定した場合を導

く．仮定より ψ は連続である．よって，任意の ε > 0 に対して δ > 0 を，‖f‖∇ < δ であれば |1 − ψ(f)| < ε

となるようにとることができる．いま，そのように ε と δ を定める．すると特に，

Re (ψ(f)) > 1 − ε, ‖f‖∇ < δ (2.9)

という不等式が得られる．他方，ψ を正型関数と仮定したので，|ψ(f)| ≤ ψ(0) = 1 であり，これより特に

Re (ψ(f)) ≥ −1, f ∈W (D) であることがわかる．もしも，‖f‖∇ ≥ δ であるならば，−1 > 1 − ε− 2δ−2‖f‖2∇
である．したがって，

Re (ψ(f)) > 1 − ε− 2δ−2‖f‖2∇, ‖f‖∇ ≥ δ

が成り立つことになる．上述の (2.9) より，‖f‖∇ < δ のときにもこの不等式が成り立つ．よって，

Re (ψ(f)) > 1 − ε− 2δ−2‖f‖2∇, f ∈W (D) (2.10)

である．ここで特に，f =
∑N

n=1 f̂nun ∈ D{1,...,N} とおくと，

Re (ψ(f)) > 1 − ε− 2δ−2
N∑

n=1

f̂2n

が結論される．ここで，α > 0 に対して (D{1,...,N},BN ) 上の確率測度

Pα,N (d f) =

N∏
n=1

√
λ2an
2πα

e−λ2a
n f̂2

n/2αdf̂n, f = (f̂1, . . . , f̂N ) ∈ RN

を導入する．ただしここで，{λn}n∈N は (2.1) で与えたように，演算子 −∆ の固有値とする．ψ(f) の積分表

示 (2.8) を，不等式 (2.10) の左辺に代入した上で，両辺を確率測度 Pα,N (df) に対して積分する．すると，∫
Q

e−(α/2)
∑N

n=1 λ−2a
n qn(h)

2

P(dh) > 1 − ε− 2αδ−2
N∑

n=1

λ−2a
n (2.11)

が得られる．ここで，極限 N → ∞をとる．上の左辺の積分はHa(D) = {h =
∑

n∈N ĥnun :
∑

n∈N(λ−a
n ĥn)2 <

∞} の上で行えばよい．α > 0 としたので，h ∈ Q\Ha(D) に対しては，その指数関数で与えられた被積分関数

は零となるからである．Weyl の漸近公式 (補題 2.4) と仮定 a > 1/2 より，(2.11) の右辺の収束は保証される.

C := lim
N→∞

N∑
n=1

λ−2a
n �

∞∑
n=1

n−2a <∞
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よって， ∫
Ha(D)

e−(α/2)∥h∥2
aP(dh) > 1 − ε− 2αδ−2C

が得られる．α→ 0 の極限をとると，P(Ha(D)) > 1− ε となる．ところが，ε > 0 の値は任意に定めることが

できたので，P(Ha(D)) = 1 である．よって，P を (Ha(D),Σa) 上の確率測度として良いことになる．よって，

ψ(f) =

∫
Ha(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈ D.

が成立することになる．補題 2.7 より，この表式において条件 f ∈ D を f ∈ H−a(D) にすることができる．

超関数からなる Hilbert 空間の族の和集合を

E(D) :=
⋃

a>1/2

Ha(D). (2.12)

と書くことにする．すると，その双対空間は補題 2.7 より

E(D)∗ :=
⋂

a<−1/2

Ha(D)

で与えられることになる．また，補題 2.6 より，包含関係

E(D)∗ ⊂W (D) ⊂ E(D)

の成立が結論される [68]．ここで，(E(D)∗,W (D), E(D)) はGel’fand の三つ組み (Gel’fand triple)とよばれ

る．ΣE(D) = σ({〈·, f〉∇ : f ∈ E(D)∗}) とする．

(2.12) より，命題 2.11 から次の定理が結論される．これは Bochner の定理 2.3 の拡張であり，Bochner–

Minlos の定理とよばれる [28, 68, 2]．

定理 2.12 (Bochner–Minlos の定理) ψ を W (D) 上の連続な正型関数であり，ψ(0) = 1 であるものとす

る．このとき (E(D),ΣE(D)) 上の確率測度 P であり，次を満たすものが唯一存在する．

ψ(f) =

∫
E(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈ E(D)∗. (2.13)

以下に述べるように，適当な条件を ψ に課すことにより，(2.13)における関数 f の集合を E(D)∗ からW (D)

に拡張することができる．

命題 2.13 ψ : W (D) → C を連続な正型関数であり，ψ(0) = 1 をみたすものとする．さらに，ψ は次の仮定

を満たすものとする．

(A.1) 任意の N ∈ N に対して，ψ
(∑N

n=1 tnun

)
, tn ∈ R, n = 1, . . . , N は C2–級である．

(A.2) 任意の f ∈W (D) に対して，次の級数が収束する．
N∑

n=1

N∑
m=1

∂2ψ(tnun + tm(1 − δnm)um)

∂tn∂tm

∣∣∣∣∣
tn=tm=0

〈un, f〉∇〈um, f〉∇ : N ∈ N

 .

すると，次を満たす乱数の集合 {〈H, f〉∇ : f ∈W (D)} が存在する．
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(i) 〈H, f〉∇ ∈ L2(E(D),P), f ∈W (D).

(ii) 〈H, af + bg〉∇ = a〈H, f〉∇ + b〈H, g〉∇, a, b ∈ R, f, g ∈W (D).

(iii) f ∈ E(D)∗ であれば，〈H, f〉∇ は定理 2.12 にあるものと一致する．

(iv) 次が成り立つ．

ψ(f) =

∫
E(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈W (D). (2.14)

証明 仮定 (A.1) の下，(2.13) より

∂2ψ(tnun + tm(1 − δnm)um)

∂tn∂tm

∣∣∣∣
tn=tm=0

= −
∫
E(D)

qn(h)qm(h)P(dh), n,m ∈ N

が得られる．

〈h(N), f〉∇ :=

N∑
n=1

qn(h)〈un, f〉∇, f ∈W (D), N ∈ N

とおく．すると，N > M に対して，∫
E(D)

∣∣∣〈h(N), f〉∇ − 〈h(M), f〉∇
∣∣∣2 P(dh)

=

N∑
n=M+1

N∑
m=M+1

〈un, f〉∇〈um, f〉∇
∫
E(D)

qn(h)qm(h)P(dh)

= −
N∑

n=M+1

N∑
m=M+1

∂ψ(tnun + (1 − δnm)tmum)

∂tn∂tm

∣∣∣∣
tn=tm=0

〈un, f〉∇〈um, f〉∇

が成り立つ．仮定 (A.2)より，これは N,M → ∞の極限で零に収束する．したがって，{〈H(N), f〉∇ : N ∈ N}
は L2(E(D),P) 内の Cauchy 級数であるから，極限

〈H, f〉∇ := lim
N→∞

〈H(N), f〉∇ ∈ L2(E(D),P)

が存在することになり，(i) が証明される．線形性 (ii) は自明である．上の構成より (iii) も結論される．ψ は

連続なので，

ψ(f) = lim
N→∞

ψ

(
N∑

n=1

un〈un, f〉∇

)
= lim

N→∞

∫
E(D)

e
√
−1⟨h(N),f⟩∇P(dh), f ∈W (D)

である．ここで，∣∣∣∣∣
∫
E(D)

(
e
√
−1⟨h,f⟩∇ − e

√
−1⟨h(N),f⟩∇

)∣∣∣∣∣P(dh) ≤
∫
E(D)

∣∣∣e√−1⟨h,f⟩∇ − e
√
−1⟨h(N),f⟩∇

∣∣∣P(dh)

≤
∫
E(D)

∣∣∣〈h, f〉∇ − 〈h(N), f〉∇
∣∣∣P(dh) ≤

(∫
E(D)

∣∣∣〈h, f〉∇ − 〈h(N), f〉∇
∣∣∣2 P(dh)

)1/2

→ 0, N → ∞

であるから (iv) も導かれる．
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汎関数 Ψ(f) := e−∥f∥2
∇/2 は命題 2.13 の条件を満たす．したがって，(E(D),ΣE(D)) 上の確率測度 P として

次を満たすものが定義されることになる．

Ψ(f) =

∫
E(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh) = e−∥f∥2

∇/2, f ∈W (D). (2.15)

定義 2.14 (Dirichlet 境界 Gauss 型自由場) 確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) において，等長写像

H : W (D) → L2(ΩGFF,FGFF,PGFF)

があり，各 f ∈W (D) に対して，〈H, f〉∇ が平均零の Gauss 乱数を与えるとき，対 ((ΩGFF,FGFF,PGFF),H)

をDirichlet 境界 Gauss 型自由場 (Gaussian free field : GFF) という．

各 f ∈W (D)に対して，h 7→ 〈h, f〉∇, h ∈ E(D)によって与えられる乱数をH(f) := 〈H, f〉∇ ∈ L2(E(D),P)

と書くことにする．すると，(2.15) より，対 ((E(D),ΣE(D),P),H) は定義 2.14 を満たすことになる．以下で

は，確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) = (E(D),ΣE(D),P) の参照を省略して，単に H を Dirichlet 境界の下での

Gauss 型自由場と称することにする．

この定義より，(2.15) は

EGFF[e
√
−1⟨H,f⟩∇ ] = e−∥f∥2

∇/2, f ∈W (D) (2.16)

と書けることになる．また，この式から，Gauss 乱数の族 {〈H, f〉∇ : f ∈W (D)} のモーメントに対する表式
が得られることになる．例えば，共分散は

Cov[〈H, f〉∇, 〈H, g〉∇] := EGFF
[
〈H, f〉∇〈H, g〉∇

]
= 〈f, g〉∇, f, g ∈W (D). (2.17)

で与えられる．特に, 分散は

Var[〈H, f〉∇] := EGFF
[
〈H, f〉2∇

]
= ‖f‖2∇, f ∈W (D)

となる．θ ∈ R という径数を導入し，(2.16) で f → θf と置き換えた上で，上の結果を用いると次の公式が導

かれる．

補題 2.15 Dirichlet 境界 Gauss 型自由場 H が与える Gauss 乱数の族 {〈H, f〉∇ : f ∈ W (D)} に対して，次
が成立する．

EGFF[e
√
−1θ⟨H,f⟩∇ ] = exp

(
−θ

2

2
Var
[
〈H, f〉∇

])
, θ ∈ R, f ∈W (D).

これを Gauss 型自由場の特性関数 (characteristic function) という．

2.2 Dirichlet 境界 Gauss 型自由場の共形不変性

D,D′ ⊊ C はいずれも単連結領域であり，φ : D′ → D を共形写像 (等角写像)とする．

補題 2.16 Dirichlet 内積 (2.3) は共形変換不変である．すなわち，次の等式がすべての f, g ∈ C∞
c (D) に対し

て成り立つ． ∫
D

(∇f)(z) · (∇g)(z)m(dz) =

∫
D′

(∇(f ◦ φ))(z) · (∇(g ◦ φ))(z)m(dz).
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証明 領域 D 内の点 z ∈ D に対して，z = x +
√
−1y, x, y ∈ R とする．共形変換を実関数 u, v を用いて，

φ(z) = u(x, y) +
√
−1v(x, y) と表す．Cauchy–Riemann の関係式 ∂u/∂x = ∂v/∂y, ∂u/∂y = −∂v/∂x よ

り，共形変換 φ のヤコビアンは

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
=

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

で与えられることが示せる．微分の連鎖則とともに，Cauchy–Riemann の関係式を再び用いると，等式

(∇f ◦ φ)(z) · (∇g ◦ φ)(z) =

(
∂f

∂u

∂g

∂u
+
∂f

∂v

∂g

∂v

){(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
}
.

が得られる．これより，補題が証明される．

この補題より，φ の引き戻し (pull-back) φ∗ : W (D) 3 f 7→ f ◦ φ ∈ W (D′) は等長変換であることになる．

このことより，これまでは有界な単連結領域の上だけで Gauss 型自由場を定義していたが，非有界な単連結領

域上の Gauss 型自由場を定義することができる．すなわち，領域 D′ は有界であり，この上で Gauss 型自由

場が定義されているものとする．いま，領域 D は非有界であるとする．このとき，{〈φ∗H, f〉∇ : f ∈W (D)}
を等式

〈φ∗H, f〉∇ := 〈H,φ∗f〉∇, f ∈W (D)

が成り立つように定義することにする．その結果, Gauss 型自由場の共分散の変換則は，次のように与えられ

ることになる：f, g ∈W (D) に対して，

Cov[〈φ∗H, f〉∇, 〈φ∗H, g〉∇] = EGFF
[
〈φ∗H, f〉∇〈φ∗H, g〉∇

]
= 〈φ∗f, φ∗g〉∇ = 〈f, g〉∇

= EGFF
[
〈H, f〉∇〈H, g〉∇

]
= Cov[〈H, f〉∇, 〈H, g〉∇]. (2.18)

次の形式的な計算

〈φ∗H, f〉∇ = 〈H,φ∗f〉∇ =
1

2π

∫
D′

(∇H)(z) · (∇f ◦ φ)(z)m(dz)

=
1

2π

∫
D

(∇H ◦ φ−1)(z) · (∇f)(z)m(dz)

を根拠に，H の引き戻しに対して φ∗H = H ◦ φ−1 という等式が成り立つものと解釈する．等式 (2.18) は

Gauss 型自由場の共分散は共形変換で不変であることを意味する．この事実をDirichlet 境界 Gauss 型自由

場の共形変換不変性という．

2.3 Dirichlet 境界 Gauss 型自由場の Green 関数

D ⊊ C を単連結領域とする．形式的に部分積分を行うと

〈H, f〉∇ =
1

2π

∫
D

(∇H)(z) · (∇f)(z)m(dz) =
1

2π

∫
D

H(z)(−∆f)(z)m(dz)

=
1

2π
〈H, (−∆)f〉

という式変形が考えられる．そこで我々は，

〈H, f〉 := 2π〈H, (−∆)−1f〉∇, f ∈ D((−∆)−1), (2.19)
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と定義することにする．ここで，D((−∆)−1) は (−∆)−1 の定義域を表すものとする．

(−∆)−1 は積分演算子として

((−∆)−1f)(z) =
1

2π

∫
D

GD(z, w)f(w)m(dw), a.e. z ∈ D, f ∈ D((−∆)−1)

というように表される．ここで，積分核 GD(z, w) は Dirichlet 境界条件下の Green 関数とよばれる．これ

を用いると，f, g ∈ D((−∆)−1) であるとき 〈H, f〉 と 〈H, g〉 の共分散は

Cov[〈H, f〉, 〈H, g〉] := EGFF[〈H, f〉〈H, g〉] =

∫
D×D

f(z)GD(z, w)g(w)m(dz)m(dw) (2.20)

と書けることになる．そこで，

〈H, f〉 =

∫
D

H(z)f(z)m(dz), f ∈ D((−∆)−1)

という略記を許すことにすると，Gauss 型自由場の共分散核が Green 関数ということになる：

Cov[H(z),H(w)] := EGFF[H(z)H(w)] = GD(z, w), z, w ∈ D, n 6= w (2.21)

上で述べた Gauss 型自由場の共形不変性より，共形変換 φ : D′ → D によって Green 関数の関数形は不変で

あり，

GD′(z, w) = GD(φ(z), φ(w)), z, w ∈ D′ (2.22)

のように，単に座標変換 (z, w) → (φ(z), φ(w)) をすればよいことになる．

(2.20)式より，C∞
c (D) ⊂ D((−∆)−1)である．以下では，C∞

c (D)上のGauss型乱数族 {〈H, f〉 : f ∈ C∞
c (D)}

をもって，Dirichlet 境界 Gauss 型自由場を特定することにする．

例 2.17 D が上半平面H := {z ∈ C : Im z > 0} であるとき，Dirichlet 境界 Green 関数は次式で与えられる：

GH(z, w) = log

∣∣∣∣z − w

z − w

∣∣∣∣ = log |z − w| − log |z − w|

= Re log(z − w) − Re log(z − w), z, w ∈ H, z 6= w.

以下では，単連結領域 D ⊊ C を上半平面 H で代表させることにする．任意の単連結領域 D′ ⊊ C は共形変
換 φ : D′ → H によって指定されることになるので，この変換を上付き添え字として，

Gφ(z, w) := Gφ−1(H)(z, w) = GH(φ(z), φ(w)) (2.23)

と記すことにする．例 2.17 より，

Gφ(z, w) = log |φ(z) − φ(w)| − log |φ(z) − φ(w)|

= Re log(φ(z) − φ(w)) − Re log(φ(z) − φ(w)) (2.24)

である．
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2.4 自由境界 Gauss 型自由場

D ⊊ C を単連結領域とする．D 上の滑らかな実関数であり，その勾配がコンパクトな台をもつもの全体を
C∞
∇ (D) と書くことにする．D 上の定数関数全体を N と書くと，商空間 C∞

∇ /N は Dirichlet 内積 〈·, ·〉∇ に対
して前 Hilbert 空間をなす．f ∈ C∞

∇ (D) であるとき，[f ] := f + N とし，その完備化空間を W̃ (D) と書くこ

とにする．このような自由境界条件の下でも，以下のように Bochner–Minlos の定理が成り立つ．

定理 2.18 確率空間 (Q,BQ, P̃) と乱数の族 {〈H̃, [f ]〉∇ ∈ L2(Q,BQ, P̃) : [f ] ∈ W̃ (D)} があり，次を満たす：

[f ], [g] ∈ W̃ (D), a, b ∈ R に対して, (H̃, a[f ] + b[g])∇ = a(H̃, [f ])∇ + b(H̃, [g])∇,∫
Q

e
√
−1⟨h̃,[f ]⟩∇P̃(dh̃) = e∥[f ]∥

2
∇/2, [f ] ∈ W̃ (D). (2.25)

Dirichlet 境界 Gauss 型自由場のときと同様に，

〈H̃, [f ]〉̃ := 2π〈H̃, (−∆)−1[f ]〉∇, [f ] ∈ D((−∆)−1)

と定義する．自由境界 Gauss 型自由場の共分散核を表すGreen 関数を定義するため，(−∆)−1 を積分作用素と

して表したいが，[f ] ∈ W̃ (D) は定数分だけの不定性があり関数として定まらないので工夫が必要である．こ

こでは，次のようなNeumann 境界値問題を考えることにする．すなわち，D 上の適当な関数 ρ と境界 ∂D

上の法線ベクトル場 v に対して，次を満たす D 上の関数 h を求める：D 内で − ∆f = 2πρ

∂D 上で
∂h

∂n
= v.

ここで，
∂

∂n
は ∂D 上での法線ベクトル場に沿った方向微分を表す．発散定理より，解 h があるならば，∫

D
2πρ(z)m(dz) =

∫
∂D

v(d)ℓ(dz) が成り立つ. (∂D 上の Lebesgue 測度を ℓ と書いた.) 逆にこれが成り

立てば，解 h が存在する．解は定数分の不定性の除けば一意に定まる．v = 0 の場合の解は，Neumann 境

界 Green 関数 G̃(z, w), z, w ∈ D を用いて

h(z) =

∫
D

G̃(z, w)f(w)m(dw), z ∈ D

と表せるが，これは [h] ∈ W̃ (D)の 1つの元 (特解)を与えることになる．以上より，[f ] ∈ W̃ (D)への (−∆)−1

の作用は，2 つのステップを踏んで考えればよいことになる．まず，[f ] の代表元として
∫
D
f(z)m(dz) = 0 と

なるものを選び，これを用いて

(−∆)−1[f ] =

[
1

2π

∫
D

G̃(z, w)f(w)m(dw)

]
とする．C∞

∇ (D) の部分空間として，上の意味で代表元となる関数からなる空間を

0C∞
∇ (D) :=

{
f ∈ C∞

∇ (D) :

∫
D

f(z)m(dz) = 0

}
とする．そして，f ∈ 0C∞

∇ (D) に対して 〈H̃, f〉 := 〈H̃, [f ]〉̃ と定義することにする．以上の設定より，Gauss

乱数の族 {〈H̃, f〉 : f ∈ 0C∞
∇ (D)} があって，その共分散は Neumann 境界 Green 関数 G̃ を用いて

EGFF
[
〈H̃, f〉〈H̃, g〉

]
=

∫
D×D

f(z)G̃(z, w)g(w)m(dz)m(dw), f, g ∈ 0C∞
∇ (D) (2.26)
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と表現されることになる．Dirichlet 境界 Gauss 型自由場と同様に，略記法

〈H̃, f〉 =

∫
D

H̃(z)f(z)m(dz), f ∈ 0C∞
∇ (D) (2.27)

を導入し，

Cov[H̃(z), H̃(w)] := EGFF
[
H̃(z)H̃(w)

]
= G̃(z, w), z, w ∈ D, z 6= w (2.28)

と書いて，この Neumann 境界条件下の Green 関数を自由境界 Gauss 型自由場の相関核と見なすことにする．

例 2.19 D が上半平面 H := {z ∈ C : Im z > 0} であるとき，自由境界 Green 関数は次式で与えられる：

G̃H(z, w) = − log |z − w| − log |z − w|

= −Re log(z − w) − Re log(z − w), z, w ∈ H, z 6= w.

自由境界 Gauss 型自由場に対しても，以下では単連結領域 D ⊊ C を上半平面 H で代表させることにする．
単連結領域 D′ ⊊ C は共形変換 φ : D′ → H によって指定し，この変換を上付き添え字として，

G̃φ(z, w) := G̃φ−1(H)(z, w) = G̃H(φ(z), φ(w)) (2.29)

と記すことにする．例 2.19 より，

G̃φ(z, w) = − log |φ(z) − φ(w)| − log |φ(z) − φ(w)|

= −Re log(φ(z) − φ(w)) − Re log(φ(z) − φ(w)) (2.30)

である．

3 多重 SLE による Green 関数の変換則

3.1 多重 SLE による Gauss 型自由場の変換

多重 SLE はブラウン運動で駆動されるので，それが属する確率空間はブラウン運動の確率空間であるが，1

節ではそれを SLE の確率空間であると見なして，(ΩSLE,FSLE, (FSLE)≥0,PSLE) と書くことにした．ここで

は，これと Gauss 型自由場の確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) とを結合させたものとして

(Ω,F ,P) = (ΩGFF × ΩSLE,FGFF ∨ FSLE,PGFF ⊗ PSLE).

を考えることにする．多重 SLE と Gauss 型自由場は以後，(Ω,F ,P) に拡張して考えることにし，多重 SLE

は Ft = {∅,ΩGFF} ∨ FSLE
t で定義されるフィルトレーション (Ft)t≥0 に適合しているものとみなす．

(B
(i)
t )t≥0, i = 1, . . . , N を互いに独立な 1 次元標準ブラウン運動とし，(Xt)t≥0 ∈ RN は次の形の確率微分

方程式を満たすものとする：

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + F (i)(Xt)dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N. (3.1)

ただし，

X
(1)
0 < X

(2)
0 < · · · < X

(N)
0 (3.2)

と仮定する．ここで，F (i), i = 1, . . . , N は時刻 t には陽には依存しないものと仮定するが，1.3 節で述べたよ

うに，その関数形は未定とする．
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この (Xt)t≥0 を駆動過程とする多重 SLE (1.21) が，初期条件 g0(z) = z ∈ H の下で唯一の解 (gt)t≥0 をも

つものと仮定する．さらに，この解は R 上に拡張することができて

X
(i)
t = gt(η

(i)
t ) (3.3)

を満たす η
(i)
t , i = 1, . . . , N, t ≥ 0 が得られるものとし，

η(i) := {η(i)t : t ≥ 0}, i = 1, . . . , N

と定義する．これらが，η(i)0 = X
(i)
0 ∈ R, i = 1, . . . , N を端点とする H 内の N 本の截線を成す場合を考えた

い．しかし，これらが 1.1 節で述べた多重截線の条件 (C’1a)–(C’3) を一般に満たすことは期待できない．そ

こで，以下では各 t ≥ 0 に対して，

Hη
t := H

∖ N⋃
i=1

η(i)(0, t] の非有界成分, t > 0 (3.4)

と定義することにする. すると，gt は Hη
t を H に写す共形変換であるので，これを gHη

t
と書くことにする．

まとめると，以下が成立するものとする:

dgHη
t
(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gHη
t
(z) −X

(i)
t

, t ≥ 0,

X
(i)
t = gHη

t
(η

(i)
t ) := lim

z→η
(i)
t ,

z∈Hη
t

gHη
t
(z), i = 1, . . . , N, t ≥ 0,

gHη
t

: 共形変換 : Hη
t → H. (3.5)

Gauss 型自由場の共形不変性より，(2.22) が成り立つ．ここでは，共形変換の時間発展である多重 SLE (3.5)

により Gauss 型自由場が時間の経過とともに変換されていく過程を考えることにする．(2.23), (2.29) の記法

により，Dirichlet 境界 Green 関数と自由境界 Green 関数に対して，

G
gHη

t (z, w) := GH(gHη
t
(z), gHη

t
(w)), G̃

gHη
t (z, w) := G̃H(gHη

t
(z), gHη

t
(w)), t ≥ 0

と書くことにする．また，これらを Green 関数としてもつ Dirichlet 境界 Gauss 型自由場と自由境界 Gauss

型自由場をそれぞれ，H ◦ gHη
t
(·) と H̃ ◦ gHη

t
(·) というように記すことにする．以下を証明することができる．

命題 3.1 t ≥ 0 において，次の方程式が成り立つ．

dG
gHη

t (z, w)

dt
= −4

N∑
i=1

Im
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )

Im
1

(gHη
t
(w) −X

(i)
t )

, (3.6)

dG̃
gHη

t (z, w)

dt
= 4

N∑
i=1

Re
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )

Re
1

(gHη
t
(w) −X

(i)
t )

, z, w ∈ Hη
t . (3.7)

証明 (2.24) より

dG
gHη

t (z, w)

dt
=

d

dt

[
Re log(gHη

t
(z) − gHη

t
(w)) − Re log(gHη

t
(z) − gHη

t
(w))

]
= Re

1

gHη
t
(z) − gHη

t
(w)

(
dgHη

t
(z)

dt
−
dgHη

t
(w)

dt

)

− Re
1

gHη
t
(z) − gHη

t
(w)

(
dgHη

t
(z)

dt
−
dgHη

t
(w)

dt

)
, t ≥ 0.
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多重 SLE (3.5) より，

dgHη
t
(z)

dt
−
dgHη

t
(w)

dt
=

N∑
i=1

2

gHη
t
(z) −X

(i)
t

−
N∑
i=1

2

gHη
t
(w) −X

(i)
t

= −2(gHη
t
(z) − gHη

t
(w))

N∑
i=1

1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )(gHη

t
(w) −X

(i)
t )

であるから，これは次のように書き直せる．

dG
gHη

t (z, w)

dt
= −2

N∑
i=1

Re
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )(gHη

t
(w) −X

(i)
t )

+ 2

N∑
i=1

Re
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )(gHη

t
(w) −X

(i)
t )

, t ≥ 0.

一般に ζ, w ∈ C に対して，
Re ζw − Re ζw = 2Im ζ Imw

が成り立つので，(3.6) が証明される．

同様に，(2.30) より

dG̃
gHη

t (z, w)

dt
= − d

dt

[
Re log(gHη

t
(z) − gHη

t
(w)) + Re log(gHη

t
(z) − gHη

t
(w))

]
= −Re

1

gHη
t
(z) − gHη

t
(w)

(
dgHη

t
(z)

dt
−
dgHη

t
(w)

dt

)

− Re
1

gHη
t
(z) − gHη

t
(w)

(
dgHη

t
(z)

dt
−
dgHη

t
(w)

dt

)
, t ≥ 0.

これに多重 SLE (3.5) を適用すると，

dG̃
gHη

t (z, w)

dt
= 2

N∑
i=1

Re
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )(gHη

t
(w) −X

(i)
t )

+ 2

N∑
i=1

Re
1

(gHη
t
(z) −X

(i)
t )(gHη

t
(w) −X

(i)
t )

, t ≥ 0

となる．一般に ζ, w ∈ C に対して，
Re ζw + Re ζw = 2Re ζ Rew

が成り立つので，(3.7) が証明される．

ある領域 A ⊂ H があって，f ∈ C∞
c (H) の台 supp (f) が, supp (f) ⊂ A を満たすものとする．

E
gHη

t (f) :=

∫
A×A

f(z)G
gHη

t (z, w)f(w)m(dz)m(dw),

Ẽ
gHη

t (f) :=

∫
A×A

f(z)G̃
gHη

t (z, w)f(w)m(dz)m(dw) (3.8)
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と定める．命題 3.1 より，次が得られる．

dE
gHη

t (f)

dt
= −

N∑
i=1

(∫
A

Im
2

gHη
t
(z) −X

(i)
t

f(z)m(dz)

)2

,

dẼ
gHη

t (f)

dt
=

N∑
i=1

(∫
A

Re
2

gHη
t
(z) −X

(i)
t

f(z)m(dz)

)2

, f ∈ C∞
c (H), supp (f) ⊂ A ⊂ H (3.9)

よって，E
gHη

t

A (f) は t の非増加関数であり，Ẽ
gHη

t

A (f) は t の非減少関数である．

3.2 後進多重 SLE

上で考えた多重 SLE の駆動過程 (Xt)t≥0 に対して，ある時刻 T ∈ (0,∞) を定めて，

Y
(i)
T ;t := X

(i)
T−t, t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N (3.10)

と定義する．(Xt)t≥0 が (3.1) の形の確率微分方程式を満たすとすると，(YT ;t)t∈[0,T ] は次の確率微分方程式

を満たすことになる：

dY
(i)
T ;t =

√
κdB

(i)
t − F (i)(YT ;t)dt, 0 ≤ t ≤ T, i = 1, . . . , N. (3.11)

ただし，ブラウン運動の時間反転対称性を用いた．多重 SLE の時間反転方程式を次式で定義することにする．

dfTHη
t
(z)

dt
= −

N∑
i=1

2

fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

, 0 ≤ t ≤ T,

fTHη
0
(z) = fTH (z) = z ∈ H. (3.12)

共形変換 gT : Hη
T → H の逆変換を

g−1
T : 共形変換 H → Hη

T

と書くことにする．すると，次を証明することができる．

補題 3.2 等式

fTHη
T

(z) = g−1
Hη

T
(z), z ∈ H

が成り立つ．

証明 uTt (z) := fTHη
T−t

(z), z ∈ H, t ∈ [0, T ] とおくと，(3.12) より, これは

duTt (z)

dt
=

N∑
i=1

2

uTt (z) −X
(i)
t

, 0 ≤ t ≤ T,

uT0 (z) = fTHη
T

(z), z ∈ H

を満たすことがわかる．ただしここで，(3.10) より

Y
(i)
T ;T−t = X

(i)
t , t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N
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であることを用いた．この第 1式は多重 SLE (gHη
t
(z))t≥0 が満たす方程式 (3.5) に等しい．ただし第 2式より，

それを恒等変換 (gHη
0
(z) = gH(z) = z ∈ H) を初期値とするのではなく，fTHη

T
(z) を初期値として解く状況であ

ることがわかる．多重 SLE (3.5) の解の一意性を仮定したので，

uTt (z) = gHη
t
(fTHη

T
(z))

が結論される．この式で特に t = T とおくと，uTT (z) = gHη
T

(fTHη
T

(z)) を得る．他方，本証明の冒頭での uTt (z)

の定義より，uTT (z) = fTHη
0
(z) = fTH (z) = z である．従って，

gHη
T

(fTHη
T

(z)) = z ∈ H

が成立するので，補題が証明される．

(3.12) を, (時間区間 [0, T ] での) 後進多重 Schramm–Loewner 方程式 (backward multiple Schramm–

Loewner equation), その解 (fTHη
t
(z))t∈[0,T ] を (時間区間 [0, T ] での) 後進多重 Schramm–Loewner 発展

(backward multiple Schramm–Loewner evolution)とよび，ともに後進多重 SLEと略称することにする [34, 40]．

3.3 後進多重 SLE による Green 関数の変換則

命題 3.1 の後進版として，次が得られる．

命題 3.3 任意の T ∈ (0,∞) を固定する．t ∈ [0, T ] において，次の方程式が成り立つ．

dG
fT
Hη
t (z, w)

dt
= 4

N∑
i=1

Im
1

(fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t)

Im
1

(fTHη
t
(w) − Y

(i)
T ;t)

, (3.13)

dG̃
fT
Hη
t (z, w)

dt
= −4

N∑
i=1

Re
1

(fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t)

Re
1

(fTHη
t
(w) − Y

(i)
T ;t)

, z, w ∈ H. (3.14)

f ∈ C∞
c (H) の台が, supp (f) ⊂ ∃A ⊂ H であるとき，

E
fT
Hη
t (f) :=

∫
A×A

f(z)G
fT
Hη
t (z, w)f(w)m(dz)m(dw),

Ẽ
fT
Hη
t (f) :=

∫
A×A

f(z)G̃
fT
Hη
t (z, w)f(w)m(dz)m(dw) (3.15)

と定めると命題 3.3 より，次が得られる．

dE
fT
Hη
t (f)

dt
=

N∑
i=1

∫
A

Im
2

fTHη
t
(z) −X

(i)
t

f(z)m(dz)

2

,

dẼ
fT
Hη
t (f)

dt
= −

N∑
i=1

∫
A

Re
2

fTHη
t
(z) −X

(i)
t

f(z)m(dz)

2

, f ∈ C∞
c (H), supp (f) ⊂ A ⊂ H (3.16)

よって，E
fT
Hη
t

A (f) は t の非減少関数であり，Ẽ
fT
Hη
t

A (f) は t の非増加関数である．G
fT
Hη
t を Green 関数としても

つ Dirichlet 境界 Gauss 型自由場を H ◦ fTHη
t
(·) と書き，G̃fT

Hη
t を Green 関数としてもつ自由境界 Gauss 型自

由場を H̃ ◦ fTHη
t
(·) と記すことにする．
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4 2 次元 Liouville 量子重力

D ⊊ C を単連結領域とし，これは C∞–級の滑らかな境界 ∂D をもつものとする．2 節で定義した Dirichlet

境界条件の下での Gauss 型自由場 ((ΩGFF,FGFF,PGFF),H) = ((E(D),ΣE(D),P),H) を考える．まず，この

超関数に値をとる場 {H(z) : z ∈ D} の近似として，円周平均された確率場 {Hε(z), z ∈ D} を導入する．

4.1 Gauss 型自由場の円周平均

まず，Dirichlet 境界条件の下でのGauss 型自由場に対して，(2.20)，あるいは (2.21) で表されたように，共

分散核を与えるGreen 関数を考える．z ∈ D を固定して，境界 ∂D 上の関数として− log | · −z| を考え，これ
を D 上の調和関数に拡張したものを Ĝz(·) と書くことにする．このとき，Green 関数は

G(z, w) := − log |w − z| − Ĝz(w), z, w ∈ D, z 6= w (4.1)

で与えられる．この定義より w → ∂D とするとG(z, w) → 0 となること，すなわち Dirichlet 境界条件を満た

すことは明らかである．各 z ∈ D に対して Green 関数を w ∈ D の関数とみると，これは Dirichlet 境界条件

の下での Poisson 方程式

∆G(z, ·) = −2πδ(· − z) (4.2)

の解である．また，G(z, w) ≥ 0,∀z, w ∈ D である．単位円板を D := {z ∈ C : |z| < 1} と記す．Riemann の

写像定理より，各 z ∈ D に対して ϕ(z) = 0 となる共形変換 ϕ : D → D が存在するが，

C(z;D) := |ϕ′(z)|−1

を共形半径 (conformal radius)という．w → z で

G(z, w) = − log |w − z| + logC(z;D) + o(1) (4.3)

が成り立つ．

D z

ε

図 4: Green 関数の近似 ξzε (w) の模式図．w ∈ D の関数としてみたとき，Green 関数 G(z, w) は w → z で対

数発散する．しかし，この近似関数 ξzε (w) は頭打ちして，z を中心とした半径 ε の円板内 Bε(z) では平坦化

する．
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z ∈ D, ε > 0 とする．∂D 上の関数 − log max{ε, | · −z|} をD 上の調和関数として拡張したものを Ĝz
ε(·) と

書き，(4.1) の近似 (短距離遮断) として

ξzε (w) := − log max{ε, |w − z|} − Ĝz
ε(w), z, w ∈ D, z 6= w (4.4)

を導入する．(図 4 参照.) これは w の連続関数ではあるが，max の演算があるので微分不可能である．よっ

て，C∞
c (D) には入らないが，その完備化空間 W (D) には入る．(4.2) に対応して

∆ξzε (·) = −2πρzε(·) (4.5)

と書くことにする．z を中心とした半径 ε の円板を Bε(z) を書き，その円周を ∂Bε(z) と記すことにする．

Bε(z) ∩D 6= ∅ と仮定する．w /∈ Bε(z) ならば，ξzε (w) = G(z, w) であるので，ρzε(w) = 0 である．ρzε の台は

∂Bε(z) であり，そこでの規格化された一様測度を与えることになる．次の関数を考える．

Hε(z) := 〈H, ξzε 〉∇, z ∈ D (4.6)

(2.4) より，これは

Hε(z) =
1

2π
〈H,−∆ξzε 〉 = 〈H, ρzε〉 =

∫
∂Bε(z)∩D

H(w)ρzε(w)m(dw)

= ∂Bε(z) ∩D 上の H の平均

を与える．

D

z

ε1

ε2

図 5: ε1 ≥ ε2 > 0 として，z ∈ D を中心とした半径 ε1 の円板 Bε1(z) と，それの中に含まれる半径 ε2 の同心

円板 Bε1(z) を考える．

ε1 ≥ ε2 > 0 として，z ∈ D において次の分散を計算することにする．図 5 参照．

Cov[Hε1(z),Hε2(z)] = EGFF
[
〈H, ξzε1〉∇〈H, ξzε2〉∇

]
= 〈ξzε1 , ξ

z
ε2〉∇

上は (2.17) の公式そのものである．部分積分を行うと，

〈ξzε1 , ξ
z
ε2〉∇ =

1

2π

∫
D

(∇ξzε1)(w) · (∇ξzε2)(w)m(dw)

= − 1

2π

∫
D

(∆ξzε1)(w)ξzε2(w)m(dw) =

∫
D

ρzε1(w)ξzε2(w)m(dw)

ここで，ρzε1 の台は ∂Bε1(z) である. よって，上式は ξzε2(w) を ∂Bε1(w)∩D 上で積分することになる．ξzε2(w)

は G(z, w)に対して，Bε2(z)内を平坦化したものであったが，いま，ε1 ≥ ε2 を仮定しているので，∂Bε1(z)∩D
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上ではこの平坦化は影響がない．つまり，被積分関数の中の ξzε2(w) は G(z, w) に置き換えてよいことになる．

したがって，

Cov[Hε1(z),Hε2(z)] =

∫
D

ρzε1(w)G(w, z)m(dw) =

∫
D

(
− 1

2π
∆ξzε1

)
(w)G(z, w)m(dw)

となる．得られた式において，再び部分積分を (先ほどとは反対の方向に 2回)行うと，これは

1

2π

∫
D

(∇ξzε1)(w) · (∇G(z, ·))(w)m(dw) =

∫
D

ξzε1(w)

(
− 1

2π
∆G(z, ·)

)
(w)m(dw)

=

∫
D

ξzε1(w)δ(w − z)m(dw) = ξzε1(z)

と書き直せることになる．ここで (4.3) と (4.4) を用いると，ε1 ↓ 0 において

Cov[Hε1(z),Hε2(z)] = − log ε1 + logC(z;D) + o(1)

という評価が得られることになる．この結果は ε2(≤ ε1) には依存しない．特に ε1 = ε2 = ε とした場合を以

下に補題として与えておくことにする．

補題 4.1 各 z ∈ D に対して，Hε(z) は平均 0 の Gauss 乱数であり，その分散は ε ↓ 0 において，

Var[Hε(z)] = ‖ξzε‖2∇ = log

(
C(z;D)

ε

)
+ o(1) (4.7)

と振舞う．

D

z

e
−t

0

z

図 6: tz0 := inf{t > 0 : Be−t(z) /∈ D} とする．時刻 e−tz0 を時間の起点とした 1次元標準ブラウン運動 (W z
t )t≥0

を定義することができる．

補題 4.1 の主張をさらに発展させて，次のように述べることができる．(図 6 参照.)

命題 4.2 確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) の下，各 z ∈ D に対して，(He−t(z))t≥0 で生成されるフィルトレー

ションを (FGFF
t )t≥0 と書くことにする．z ∈ D に対して，

tz0 := inf{t : Be−t(z) ⊂ D}

とする．このとき，

W z
t := H

e−(t+tz0)(z) −H
e−tz0

(z)

とすると，PGFF の下

(W z
t )t≥0

(law)
= (Bt)t≥0

である．ただし，(Bt)t≥0 は (FGFF
t )–1次元標準ブラウン運動を表す．
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4.2 指数型ランダム測度の収束定理

本節では次の定理を証明したい．

定理 4.3 (Duplantier–Sheffield [22]) D ⊊ C を単連結領域とし，Dirichlet 境界条件下の Gauss 型自由場

((ΩGFF,FGFF,PGFF),H) に対して，H の ∂Bε(·) 上の円周平均をHε(·) とする．径数 γ ∈ [0, 2) を定めて，D

上のランダムな測度を

µH
ε = µH

ε (dz) := εγ
2/2eγHε(z)m(dz) (4.8)

と定義する．ε = 2−k として k → ∞ の極限をとると，µH
ε は PGFF の下, 確率 1 で D 上のある測度に弱収束

する．これを µH と書くことにする．すなわち，

µH
2−k

弱収束
=⇒
k→∞

∃µH , PGFF–a.s.

注 4.4 まず，µH
ε の定義式 (4.8) になぜ因子 eγ

2/2 が必要であるかを見ておくことにする．円周近似 Hε の定

義式 (4.6) と Bochner–Minlos の定理の書き換えである (2.16) より，

EGFF
[
eγHε(z)

]
= EGFF

[
eγ⟨H,ξzε ⟩∇

]
= exp

(
γ2

2
‖ξzε‖2∇

)
であることがわかる．ここで，‖ξzε‖2∇ に対する補題 4.1 の評価を用いると，ε ↓ 0 で

EGFF
[
eγHε(z)

]
�
(
C(z;D)

ε

)γ2/2

∼ ε−γ2/2 ↑ ∞

となってしまうことがわかる．しかし，因子 εγ
2/2 を eγHε(z) に掛けておくと，期待値の収束

lim
ε↓0

EGFF
[
εγ

2/2eγHε(z)
]

= C(z;D)γ
2/2 <∞

が保証されることになるのである．

まず，次の補題を証明する．

補題 4.5 正方領域を S と書き，その閉包を S とする．S ⊂ D であるようなすべての S に対して,

EGFF[|µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)|] が k → ∞ に対して指数関数的に 0 に収束するならば，定理 4.3 が成立する．

証明 正の定数 a, b > 0 があって

EGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣] ≤ ae−bk, k → ∞ (4.9)

であるならば，

lim
k→∞

µH
2−k(S) <∞, PGFF–a.s. (4.10)

が結論されることを証明すればよい．b′ ∈ (0, b) とすると，

EGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣] =

∫ ∞

0

xPGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣ ∈ dx
]

=

∫ ae−b′k

0

xPGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣ ∈ dx
]

+

∫ ∞

ae−b′k
xPGFF

[∣∣∣µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)
∣∣∣ ∈ dx

]
≥
∫ ∞

ae−b′k
xPGFF

[∣∣∣µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)
∣∣∣ ∈ dx

]
≥ ae−b′k × PGFF

[∣∣∣µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)
∣∣∣ ≥ ae−b′k

]
.
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これを (4.9) と合わせると，

PGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣ ≥ ae−b′k
]
≤ ae−(b−b′)k

が得られる．これは
∞∑
k=1

PGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣ ≥ ae−b′k
]
<∞

を意味する．したがって，Borel–Cantelli の補題より，ある k0 があって k ≥ k0 では∣∣∣µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)
∣∣∣ < ae−b′k, PGFF–a.s.

であることが結論される．よって (4.10) が導かれるので，補題は証明されたことになる．

それでは，(4.9) を示すことにより，定理 4.3 を証明することにする．

定理 4.3 の証明 S = [0, 1]2 ⊂ D ⊊ C と仮定しても一般性は失われないであろう．また，

Hε(z) := γHε(z) +
γ2

2
log ε

という略記を用いることにする．すると，

µH
ε (S) =

∫
[0,1]2

eHε(z)m(dz)

である．S 内の任意の 1点 z ∈ S をとる．C ' R2 として z = (z1, z2) と座標表示することにする．k ∈ N に
対して，この点 z を含めるようにして間隔 2−k の正方格子

Sz
k :=

{
ζ = (ζ1, ζ2) ∈ S : (ζ1 − z1, ζ2 − z2) ∈ (2−kZ)2

}
を定める．図 7 参照．

S

z

2−k

1

1

図 7: k ∈ N とする．点 z = (z1, z2) を含めるように S = [0, 1]2 内に定めた格子間隔 2−k の正方格子 Sz
k .
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A

B B

A

2−k

図 8: 格子間隔 2−k の正方格子 Sz
k の各格子点 ζ を中心にして，格子間隔の半分である半径 2−k−1 の円を描

き，その上での Gauss 型自由場の平均場の指数関数 eH2−k−1 (ζ) を算術平均したものが Az
k．格子間隔の 1/4 で

ある半径 2−k−2 の円を描き，その上での Gauss 型自由場の平均場の指数関数 eH2−k−2 (ζ) を算術平均したもの

が Bz
k．

k → ∞ で ♯Sz
k � 22k である．

Az
k :=

1

22k

∑
ζ∈Sz

k

eH2−k−1 (ζ), Bz
k :=

1

22k

∑
ζ∈Sz

k

eH2−k−2 (ζ)

とする．Az
k は格子間隔 2−k の半分の半径の円周上での平均場 H2−k−1(z) の指数関数の算術平均（格子点すべ

ての和をとり，格子点の総数 22k で割ったもの）である．Bz
k は格子間隔 2−k の 4分の 1の半径の円周上での

Gauss 自由場の平均場 H2−k−2(z) の指数関数の算術平均である (図 8 参照)．したがって，

µH
2−k−1(S) =

∫
[0,1]2

Az
km(dz), µH

2−k−2(S) =

∫
[0,1]2

Bz
km(dz)

である．α ∈ (γ, 2γ) として，格子点 Sz
k のランダムな部分格子を

S̃z
k =

{
ζ ∈ Sz

k : Hε(z) > α log

(
C(z;D)

ε

)
, ただし，ε = 2−k−1 とする

}
と定義することにする．ε = 2−k−1 とすると, このランダム部分格子は FGFF

− log ε–可測である．この ε の値は Az
k

で考えている半径と合っているが，Bz
k で考えている半径 (2−k−2)からは，ずれていることに注意せよ．その

上で，

Ãz
k :=

1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈S̃z

k)
eH2−k−1 (ζ), B̃z

k :=
1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈S̃z

k)
eH2−k−2 (ζ)

と定義する．ここで，1E は事象 E の指示関数であり, 事象 E が起これば 1, そうでなければ 0 となるもので

ある．三角不等式より，

EGFF
[∣∣∣µH

2−k(S) − µH
2−k−1(S)

∣∣∣]
≤
∫
[0,1]2

EGFF
[
Ãz

k

]
m(dz) +

∫
[0,1]2

EGFF
[
B̃z

k

]
m(dz)

+

∫
[0,1]2

EGFF
[∣∣∣(Az

k − Ãz
k) − (Bz

k − B̃z
k)
∣∣∣]m(dz)

が成り立つ．この右辺の 3 項がいずれも k → ∞ で指数関数的に 0 に収束することを示す．
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(i) k → ∞ で指数関数的に EGFF[Ãz
k] → 0 となることを示す：補題 4.1 より，

Hε(z) ∼ N(0, σ2
ε),

ただし，

σ2
ε = log

(
C(z;D)

ε

)
, ε = 2−k−1

であるから，以下のように計算ができる．

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
eHε(ζ)

]
= EGFF

[
1
(ζ∈S̃z

k)
e(γ

2/2) log ε+γHε(ζ)
]

= εγ
2/2EGFF

[
1
(ζ∈S̃z

k)
eγHε(ζ)

]
=

εγ
2/2

√
2πσε

∫ ∞

−∞
1(x>ασ2

ε)
eγxe−x2/(2σ2

ε)dx =
εγ

2/2

√
2πσε

∫ ∞

ασ2
ε

eγxe−x2/(2σ2
ε)dx

=
εγ

2/2

√
2πσε

eσ
2
εγ

2/2

∫ ∞

ασ2
ε

e−(x−σ2
εγ)

2/(2σ2
ε)dx

ここで，上の σε の定義より，eσ
2
εγ

2/2 = C(z,D)γ
2/2ε−γ2/2 である. 積分変数を x → u := (x −

σ2
εγ)/(

√
2σε) と変換すると，

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
eHε(ζ)

]
=
C(z;D)γ

2/2

√
π

Erfc

(
α− γ√

2
σε

)
が得られる．ただしここで，Erfc はGauss の誤差関数

Erfc(x) :=

∫ ∞

x

e−u2

du =
e−x2

2

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

2nx2n+1
, x→ ∞ (4.11)

である．k → ∞ ⇐⇒ ε→ 0 ⇐⇒ σε → ∞ なので，α > γ であるならば，k → ∞ で

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
eHε(ζ)

]
� e−(α−γ)2σ2

ε/2

=⇒ EGFF
[
Ãz

k

]
=

1

22k

∑
ζ∈Sz

k

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
eHε(ζ)

]
� e−(α−γ)2σ2

ε/2

e−σ2
ε � 2−k−1 なので，題意は示された．

(ii) EGFF[B̃z
k ] = EGFF[Ãz

k] を示す：ここでも，ε = 2−k−1 とおく．すると，

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
(eHε(ζ) − eHε/2(ζ))

∣∣∣FGFF
− log ε

]
= EGFF

[
1 − 2−γ2/2eγ(Hε/2(ζ)−Hε(ζ))

∣∣∣FGFF
− log ε

]
× 1

(ζ∈S̃z
k)
eHε(ζ)

ε = 2−k−1 なので，仮に T := (k+ 1) log 2, t := log 2 とおくと，FGFF
− log ε = FGFF

T であり，命題 4.2 より

Hε/2(ζ) −Hε(ζ) = He−((k+1) log 2+log 2)(ζ) −He−(k+1) log 2(ζ)

= He−(T+t)(ζ) −He−T (ζ)

= W ζ
T+t −W ζ

T

(law)
= BT+log 2 −BT

となる．ここで，(Bt)t≥0 は 1 次元標準ブラウン運動を表す．よって，

EGFF
[
eγ(Hε/2(ζ)−Hε(ζ))

∣∣∣FGFF
− log ε

]
= EGFF[eγ(BT+log 2−BT )|FGFF

T ] = e(γ
2/2) log 2
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なので，

EGFF
[
1
(ζ∈S̃z

k)
(eHε(ζ) − eHε/2(ζ))

∣∣∣FGFF
− log ε

]
= (1 − 2−γ2/2e(γ

2/2) log 2)1
(ζ∈S̃z

k)
eHε(ζ) = 0

よって，題意は証明された．

(iii) EGFF[|(Az
k − Ãz

k) − (Bz
k − B̃z

k)|] → 0 が指数関数的であるのを証明するには，

EGFF[{(Az
k − Ãz

k) − (Bz
k − B̃z

k)}2] → 0

が指数関数的であることを示せばよい．

EGFF
[{

(Az
k − Ãz

k) − (Bz
k − B̃z

k)
}2∣∣∣FGFF

− log ε

]
= EGFF


 1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
eHε(ζ) − 1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
eHε/2(ζ)


2
∣∣∣∣∣∣∣FGFF

− log ε


= EGFF


 1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
eHε(ζ)(1 − eHε/2(ζ)−Hε(ζ))


2
∣∣∣∣∣∣∣FGFF

− log ε


= EGFF

 1

22k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
eHε(ζ)(1 − eHε/2(ζ)−Hε(ζ))


×

 1

22k

∑
ζ′∈Sz

k

1
(ζ′∈Sz

k\S̃
z
k)
eHε(ζ′)(1 − eHε/2(ζ′)−Hε(ζ′))


∣∣∣∣∣∣FGFF

− log ε


ここで，ζ 6= ζ ′ のときにはHε(ζ) とHε(ζ ′) は独立であるので，(ii) より ζ = ζ ′ の場合だけ考えればよ

い．よって上は，

EGFF

 1

24k

∑
ζ∈Sz

k

1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
e2Hε(ζ) × C


ただし，

C := EGFF
[
(1 − eHε/2(ζ)−Hε(ζ))2

∣∣∣FGFF
− log ε

]
に等しい．ここで

C = EGFF
[
(1 − 2−γ2/2eγ(Hε/2(ζ)−Hε(ζ)))2

∣∣∣FGFF
− log ε

]
= 1 − 2 · 2−γ2/2e(γ

2/2) log 2 + 2−γ2

e2γ
2 log 2 = 2γ

2

− 1

であり，この部分は ε には依らない．他方，(i) と同様の計算をすると，

EGFF
[
1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
e2Hε(ζ)

]
=

εγ
2

√
2πσε

∫ ασ2
ε

−∞
e−x2/(2σ2

ε)e2γxdx

=
ε−γ2

C(z,D)2γ
2

√
πσε

∫ (α−2γ)σε/
√
2

−∞
e−u2

du

=
ε−γ2

C(z,D)2γ
2

√
πσε

∫ ∞

(2γ−α)σε/
√
2

e−u2

du

=
ε−γ2

C(z,D)2γ
2

√
πσε

Erfc

(
2γ − α√

2
σε

)
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したがって，2γ > α ならば，k → ∞ ⇐⇒ ε→ 0 ⇐⇒ σε → ∞ において，

EGFF
[
1
(ζ∈Sz

k\S̃
z
k)
e2Hε(ζ)

]
� ε−γ2

e{(2γ−α)2/2} log ε.

このことより，k → ∞ で

EGFF
[{

(Az
k − Ãz

k) − (Bz
k − B̃z

k)
}2]

� 1

24k

∑
ζ∈Sz

k

ε−γ2

e{(2γ−α)2/2} log ε

� 1

24k
× 22kε−γ2+(2γ−α)2/2 = 2−2kε−γ2+(2γ−α)2/2

� ε2−γ2+(2γ−α)2/2 (∵ ε = 2−k−1)

が得られる．ここで

f(α) := 2 − γ2 +
(2γ − α)2

2
= γ2 − 2αγ +

α2

2
+ 2

とおき，これが正である条件を求める．明らかに 0 ≤ γ ≤
√

2 =⇒ γ2 ≤ 2 であれば f(α) > 0 である．

γ2 > 2 のときには f(α) = 0 は 2 実根

α± := 2γ ±
√

2(γ2 − 2)

をもち，γ < α− であるならば，α ∈ [γ, α−) で f(α) > 0 となる．ところが，

√
2 < γ < 2 =⇒

√
2(γ2 − 2) < γ =⇒ γ < α−

である．α− = 2γ −
√

2(γ2 − 2) ≤ 2γ なので，α ∈ [γ, α−) なら α < 2γ も満たされる．

以上より，γ ∈ [0, 2) の条件の下では，k → ∞ で EGFF[|µH
2−k(S) − µH

2−k−1(S)|] が指数関数的に 0 に収束する

ことが示すことができた．よって，補題 4.5 の (4.9) が示されたので，定理 4.3 が証明されたことになる．

注 4.6 γ = 2 の場合には，この方法では µH
ε (dz) := εγ

2/2eγHε(z)m(dz) の ε → 0 極限の存在は証明できない

ようである．また，正方格子を考えて ε = 2−k とした計算に基づくこの証明が，どの程度一般化されるのかも

不明である．

5 Gauss 型自由場と多重 SLE の結合

5.1 量子表面

単連結領域 D ⊊ Cにおいて 4.2節の定理 4.3では，Dirichlet境界 Gauss型自由場 ((ΩGFF,FGFF,PGFF),H)

に対して極限測度

µH(dz) := lim
ε→0

εγ
2/2eγHε(z)m(dz)

を定めた．ただし，γ ∈ [0, 2) であり，Hε は超関数に値をとるDirichlet 境界 Gauss 型自由場 H を半径 ε の円

周上で平均化したものであった．この極限測度はDirichlet 境界 Liouville 量子重力とよばれる．ここでは，

同様のことを 2.4 節で導入した自由境界 Gauss 型自由場 ((ΩGFF,FGFF,PGFF), H̃) に対して行なったとする：

µH̃(dz) := lim
ε→0

εγ
2/2eγH̃ε(z)m(dz). (5.1)

この極限測度を自由境界 Liouville 量子重力とよぶことにする．
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D′ ⊊ C を D とは別の単連結領域とし，φ : D′ → D を共形変換とする．いま，A を D′ 上の可測集合とす

る．この A ⊂ D′ に測度を与える量子重力は, 引き戻しの関係式

φ∗µH̃(A) = µH̃(φ(A))

によって，領域 D に対して (5.1) で与えられている測度 µH̃ を用いて

lim
ε→0

∫
φ(A)

εγ
2/2eγH̃ε(z)m(dz) (5.2)

によって与えられるであろう．他方，これを D′ 上の領域 A の測度を，A 3 w 7→ φ(w) = z ∈ φ(A) によって

座標変換したものと見なすことも可能である．この座標変換によって，Gauss 型自由場が H̃(w) → H̃ ◦ φ(w)

と変換されるとともに，円周平均をとる円の半径も ε→ |φ′(w)|ε というように膨張・収縮することになる．こ

こで φ′(w) :=
dφ

dw
(w) である．したがって，(5.2) は

lim
ε→0

∫
A

(|φ′(w)|ε)γ
2/2eγ(H̃ε◦φ)(w)|φ′(ω)|2m(dw) (5.3)

とも書けることになる．ところが，

|φ′(w)|γ
2/2eγ(H̃ε◦φ)(w)|φ′(w)|2 = exp

[
γ(H̃ε ◦ φ)(w) +

(
γ2

2
+ 2

)
log |φ′(w)|

]
= exp

[
γ
{
H̃ε ◦ φ+

(
2

γ
+
γ

2

)
log |φ′|

}
(w)

]
であるから，

Q :=
2

γ
+
γ

2
(5.4)

として，新たに

H̃ ◦ φ+Q log |φ′| (5.5)

という場を D′ 上に定義してみることにする．そうすると，この新しく導入した場に対応した自由境界 Liouville

量子重力とよばれる領域 A の測度は，D 上の測度から引き戻しによって求めた測度 φ∗µH̃(A) と等しいこと

になる．

以上の考察より，次の同値関係を定義することにする．

定義 5.1 γ ∈ (0, 2) とする．2 つの単連結領域 Di ⊊ C, i = 1, 2 とそれぞれの領域の上での自由境界 Gauss 型

自由場 H̃Di
, i = 1, 2 から成る 2 つの対 (D1, H̃D1

) と (D2, H̃D2
) は，共形変換 φ : D1 → D2 があって，PGFF

の下，

H̃D1

(law)
= H̃D2 ◦ φ+Q log |φ′| (5.6)

の関係が成り立つとき，γ–同値であるという．ただし，Q は (5.4) で与えられる．

(5.6) の右辺は，共形変換 φ : D1 → D2 に伴う Gauss 型自由場の座標変換 H̃D1
→ H̃D2

◦ φ の部分の他に，
Q log |φ′|という項が加算されている．対数関数 log z は複素函数として正則であり，その実部 Re log z = log |z|
と虚部 Im log z = arg z はともに調和関数である．(ただしここで，例えば実軸の正の向きを角度 0 として，

arg z ∈ [0, 2π) と定めるようにする.) したがって，上の γ–同値類は Gauss 型自由場を，調和関数を加えると

いうことにより拡張したものになっている．
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定義 5.2 単連結領域 D ⊊ C 上の Dirichlet 境界条件下 (あるいは自由境界条件下)の Gauss 型自由場 H (あ

るいは H̃) に対して，決定論的な調和関数 u を加えた

H + u あるいは H̃ + u

を拡張 Gauss 型自由場という．

定義 5.1 で定義された γ–同値類を成す拡張 Gauss 型自由場を，Sheffield [69] に従って量子表面 (quantum

surface) とよぶことにする．

5.2 虚数表面

ここでも D ⊊ C を単連結領域とする．まずは h ∈ C∞
c (D) として，滑らかなベクトル場 e

√
−1(h/χ+θ) を考

えることにする．ただし，χ と θ は実の径数とする．このベクトル場のフローを考える．出発点を領域の境界

上の 1 点 x ∈ ∂D としてそこをスタートするフロー線が，時刻 t ≥ 0 で径数付けられているものとする．これ

を η := {ηt : t ≥ 0} と書くことにして，次の常微分方程式に従って定まるものと仮定する

dηt
dt

= e
√
−1{h(ηt)/χ+θ}, t ≥ 0, η0 = x ∈ ∂D (5.7)

また，D とは別の単連結領域 D′ ⊊ C を考え，共形変換 φ : D′ → D で変換されるものとする．上で定めた

フロー線 η を φ によって D′ 内に引き戻したものを，

η̂t := φ−1 ◦ ηt ⇐⇒ φ(η̂t) = ηt

とする．後者の式の両辺を t で微分すると

φ′(η̂t)
dη̃t
dt

=
dηt
dt

となる．ここで φ′(z) :=
dφ(z)

dz
であるが，これを φ′(z) = |φ′(z)|e

√
−1argφ′(z) と極座標表示として，少し式変

形すると，
dη̂t
dt

=
1

|φ′(η̂t)|
e
√
−1{(h◦φ−χargφ′)(η̂t)/χ+θ}, t ≥ 0

を得る．ここで時間変更 t → τ = τ(t) を t =

∫ τ

0

ds

|φ′(η̂s)|
に従って行い，η̌t := η̂(τ(t)) と書くことにすると，

上の方程式は
dη̌t
dt

= e
√
−1{(h◦φ−χargφ′)(η̌t)/χ+θ}, t ≥ 0

となる．時間変更して径数を変えても，フロー線はそのままであるから, フロー線を決めるベクトル場を与え

る関数 h としては，D 上の h とD′ = φ−1(D) 上の h ◦ φ− χargφ′ とが対応することになる．

Miller と Sheffield は，Dirichlet 境界 Gauss 型自由場H に対して，同様の考察を行った [49, 50, 51, 52]. そ

の結果，次のような同値関係を定義した．

定義 5.3 χ ∈ R とする．2 つの単連結領域 Di ⊊ C, i = 1, 2 とそれぞれの領域の上での Dirichlet 境界 Gauss

型自由場 HDi
, i = 1, 2 から成る 2 つの対 (D1,HD1

) と (D2,HD2
) は，共形変換 φ : D1 → D2 があって，PGFF

の下，

HD1

(law)
= HD2

◦ φ− χargφ′ (5.8)

の関係が成り立つとき，χ–同値であるという．
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argφ′ は調和関数であり，χ–同値類をなす場も拡張 Gauss 型自由場であると言える．Miller–Sheffield [49]

に従って，この χ–同値類を虚数表面 (imaginary surface)とよぶことにする．([69] では，これをAC表面 (AC

surface) とよんでいる．AC は altimeter (高度計)と compass (方位磁針)を意味するそうである.)

5.3 複素対数ポテンシャルと局所マルチンゲール

多重 SLE (3.5) とその駆動過程 (3.1) はそれぞれ

dgHη
t
(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gHη
t
(z) −X

(i)
t

, t ≥ 0,

dX
(i)
t =

√
κB

(i)
t + F (i)(Xt)dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N

で与えられた．また，T ∈ (0,∞) を任意に指定したとき，時間区間 [0, T ] での後進多重 SLE (3.12) とその駆

動過程 (3.11) はそれぞれ，

dfTHη
t
(z)

dt
= −

N∑
i=1

2

fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

, t ≥ 0,

dY
(i)
T ;t =

√
κB̃

(i)
t − F (i)(YT ;t)dt, t ≥ [0, T ], i = 1, . . . , N

で与えられた．ただし，(B
(i)
t )t≥0, (B̃

(i)
t )t≥0, i = 1, . . . , N は互いに独立なブラウン運動である．この 2 つの

系を意識して，σ1, σ2 ∈ {−1, 1} という 2 つのパリティー変数を導入することにより，ここでは次の形の方程

式系を考えることにする．

dφt(z)

dt
= σ1

N∑
i=1

2

φt(z) − ξ
(i)
t

, t ≥ 0,

dξ
(i)
t =

√
κB

(i)
t + σ2F

(i)(ξt)dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (5.9)

z ∈ C, x(i) ∈ R, i = 1, . . . , N に対して，次の複素値対数ポテンシャルを導入する (付録 A.2 節を参照).

Φ(z,x) :=

N∑
i=1

log(z − x(i)) (5.10)

その上で，確率過程 (Φ(φt(z), ξt))t≥0 を考える．

∂

∂z
log(z − x) =

1

z − x
,

∂

∂x
log(z − x) = − 1

z − x
,

∂2

∂x2
log(z − x) = − 1

(z − x)2

であるから，伊藤の公式より

d log(φt(z) − ξ
(i)
t ) =

1

φt(z) − ξ
(i)
t

[
dφt(z) − dξ

(i)
t

]

=
1

φt(z) − ξ
(i)
t

2σ1

N∑
j=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

dt−
√
κdB

(i)
t − σ2F

(i)(ξt)dt


− 1

2

1

(φt(z) − ξ
(i)
t )2

κdt
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となり

dΦ(φt(z), ξt) = −
√
κ

N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

dB
(i)
t + 2σ1

(
N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

)2

dt

− σ2

N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

F (i)(ξ)dt− κ

2

N∑
i=1

1

(φt(z) − ξ
(i)
t )2

dt (5.11)

を得る．この右辺第 2 項に現れる因子は(
N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

)2

=

N∑
i=1

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

(φt(z) − ξ
(i)
t )(φt(z) − ξ

(j)
t )

+

N∑
i=1

1

(φt(z) − ξ
(j)
t )2

= 2

N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

ξ
(i)
t − ξ

(j)
t

+

N∑
i=1

1

(φt(z) − ξ
(j)
t )2

と式変形される．また，(5.9) の第 1 式の両辺を z で微分すると

dφ′
t(z) = −2σ1φ

′(z)

N∑
i=1

1

(φt(z) − ξ
(i)
t )2

dt

を得るので，

d logφ′
t(z) = −2σ1

N∑
i=1

1

(φt(z) − ξ
(i)
t )2

dt

という等式が得られる．さらに，(5.11) の両辺に
2√
κ
を掛けると，次が得られる．

2√
κ
dΦ(φt(z), ξt) = −2

N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

dB
(i)
t

+
2√
κ

N∑
i=1

1

φt(z) − ξ
(i)
t

4σ1
∑

1≤j≤N,
j ̸=i

1

ξ
(i)
t − ξ

(j)
t

− σ2F
(i)(ξt)

 dt
− 1

σ1
√
κ

(
2σ1 −

κ

2

)
d logφ′

t(z). (5.12)

以上の計算結果を，拡張自由境界 Gauss 型自由場に対して定義 5.1 で定めた γ–同値関係

H̃D1

(law)
= H̃D2

◦ φ+Q log |φ′|, ただし，Q =
2

γ
+
γ

2
,

および，拡張 Dirichlet 境界 Gauss 型自由場に対して定義 5.3 で定めた χ–同値関係

HD1

(law)
= HD2

◦ φ− χargφ′

と比較することにする．その結果，次のことに気が付く．

(Oi) σ1 = −1 とすると，

(5.12) の最後の項の実部 = −d
(
Q log |φ′

t(z)|
)
, ただし, Q :=

2

γ
+
γ

2
=

2√
κ

+

√
κ

2
.
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(Oii) σ1 = 1 とすると，

(5.12) の最後の項の虚部 = −d
(
χargφ′

t(z)
)
, ただし, χ =

2√
κ
−

√
κ

2
.

また，(5.12) の右辺第 2 項に関しては次のことが言える．

(Oiii) σ1 = −1 のときは σ2 = −1 とし，σ1 = 1 のときには σ2 = 1 として，いずれも

F (i)(ξ) =
∑

1≤j≤N,
j ̸=i

4

ξ
(i)
t − ξ

(j)
t

, i = 1, . . . , N (5.13)

とおくと，(5.12) の右辺第 2 項は零となる．

注 5.4 上の観察 (Oi), (Oii) により，Q, χ という径数に比例した付加項が見出された．前者は，1.4 節で解

説した Liouvulle 2 次元重力に関する ‘物理的な’考察においては，曲がった平面の曲率に起因するものであっ

た．また，5.1 節での量子表面に対する heuristic な議論では，座標変換によるヤコビアンと Gauss 型自由場

を平均化する円周の半径補正から生じた．ここでは，この付加項は伊藤の公式におけるいわゆる伊藤項 (2階

微分の項)から来るものである．そして，これが SLE に起因することは，Q と χ が SLE の径数である κ の

関数として定まることから明らかである．このことは Sheffield [69] とMiller–Sheffied [49, 50, 51, 52] におい

て，Gauss 型自由場を 1 本の SLE 曲線と結合することにより発見された事実である．この講義は，この事実が

Gauss 型自由場を多重 SLE と結合させた場合にも成り立つことを説明するものである．この話のからくりは，

Gauss 型自由場と SLE とを関連付ける関数として (5.10) の形の複素値対数ポテンシャルを導入したことにあ

る．Sheffield [69] と Miller–Sheffield [49] は log(z − x) を用いた．(これに関しては [19, 66, 31] も参照すべき

である.) 我々が見出したのは，彼らの結果の多重化は，単純に対数関数の和 (5.10), すなわち
N∑
i=1

log(z − x(i))

を考えることで達成できるということである [34, 35]. 観察 (Oiii) は Dyson 模型というランダム行列理論で詳

しく研究されている確率過程に関するものであるが，このような多粒子系の登場は，当然ながら，多重化の考

察で始めて現れる側面である．

以上の観察 (Oi)–(Oiii) より，次が結論される．

命題 5.5 (5.13) を仮定する．

(i) T ∈ (0,∞) を指定する．

γ =
√
κ, したがって, Q =

2√
κ

+

√
κ

2
(5.14)

とする. T ∈ (0,∞) に対して，

2√
κ

Re Φ(fTHη
t
(z),YT ;t) +QRe log fTHη

t

′
(z) =

2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(z) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(z)
∣∣∣ , t ∈ [0, T ]

は局所マルチンゲールであり，

d

[
2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(z) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(z)
∣∣∣] = −2

N∑
i=1

Re
1

fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

dB̃
(i)
t , t ∈ [0, T ] (5.15)

が成り立つ．
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(ii) χ =
2√
κ
−

√
κ

2
とする．このとき，

− 2√
κ

Im Φ(gHη
t
(z),Xt) − χIm log gHη

t

′(z) = − 2√
κ

N∑
i=1

arg (gHη
t
(z) −X

(i)
t ) − χarg gHη

t

′(z), t ∈ [0,∞)

は局所マルチンゲールであり，

d

[
− 2√

κ

N∑
i=1

arg (gHη
t
(z) −X

(i)
t ) − χarg gHη

t

′(z)

]
= 2

N∑
i=1

Im
1

gHη
t
(z) −X

(i)
t

dB
(i)
t , t ∈ [0,∞) (5.16)

が成り立つ．

注 5.6 (1.20) で定義した Virasoro 中心元 cκ と χκ :=
2√
κ
−

√
κ

2
との間には，関係式

cκ = 1 − 6χ2
κ (5.17)

が成り立つ．この関係式から，SLE の径数 κ > 0 に対して cκ ≤ 1 であり，最大値 cκ = 1 は χκ = 0 ⇐⇒ κ = 4

のときに限って実現されることがわかる．

この結果を命題 3.3 の (3.14)，および命題 3.1 の (3.6) と比べると，次が結論される．

d

〈
2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

·
(z) − Y

(i)
T ;·

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

·

′
(z)
∣∣∣ , 2√

κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

·
(w) − Y

(i)
T ;·

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

·

′
(w)
∣∣∣〉

t

= 4

N∑
i=1

Re
1

fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

Re
1

fTHη
t
(w) − Y

(i)
T ;t

dt = −dG̃fT
Hη
t (z, w),

d

〈
− 2√

κ

N∑
i=1

arg (gHη
·
(z) −X

(i)
· ) − χarg gHη

·
′(z),− 2√

κ

N∑
i=1

arg (gHη
·
(w) −X

(i)
· ) − χarg gHη

·
′(w)

〉
t

= 4

N∑
i=1

Im
1

gHη
t
(z) −X

(i)
t

Im
1

gHη
t
(w) −X

(i)
t

dt = −dGgHη
t (z, w).

また，(3.16), および (3.9) と比べると，supp (f) ⊂ A ⊂ H である関数 f ∈ C∞
c (H) に対して，

d

〈〈
2√
κ

N∑
i=1

log(fTHη
·
(·) − Y

(i)
T ;· ) +Q log

∣∣∣fTHη
·

′
(·)
∣∣∣ , f〉〉

t

= −dẼfT
Hη
t (f),

d

〈〈
− 2√

κ

N∑
i=1

arg (gHη
·
(·) −X

(i)
· ) − χarg gHη

·
′(·), f

〉〉
t

= −dEgHη
t (f), (5.18)

となることが分かる．
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5.4 拡張 Gauss 型自由場値の確率過程とその定常性

H 上の Dirichlet 境界 Gauss 型自由場を H(·), 自由境界 Gauss 型自由場を H̃(·) と記すことにする．次の
ような時間発展系を導入する．

H̃t(·) := H̃ ◦ fTHη
t
(·) +

2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(·)
∣∣∣ , 0 ≤ t ≤ T <∞,

Ht(·) := H ◦ gHη
t
(·) − 2√

κ

N∑
i=1

arg (gHη
t
(·) −X

(i)
t ) − 2√

κ
arg (gHη

t

′(·)), t ≥ 0. (5.19)

注 5.7 我々は定義 5.2 において，Gauss 型自由場に決定論的な調和関数を加えたものを拡張 Gauss 型自由場

とよぶことにした．(5.19) で加えられた調和関数項には log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣ や arg (gHη
t
(·)−X

(i)
t ) があり，これ

らは SLE 曲線 η(i) の上では (一意に)定義されない．したがって，H̃t や Ht はH 全体の上ではなく, Hη
t の上

でのみ拡張 Gauss 型自由場と見なすことが可能である．ただし，Hη
t , t > 0 は (3.4), すなわち

Hη
t := H

∖ N⋃
i=1

η(i)(0, t] の非有界成分, t > 0

と定義したものである．ここでは，H 内の開集合 A を選び，A が Hη
t に含まれている間だけに，時間区間を

限定して考えることにする．ただし，vA := inf{Im z : z ∈ A} としたとき，vA ≥ ∃δ > 0 であるものとする．

すなわち，領域 A と実軸の間に隙間があるものと仮定する．(図 9 参照.) このような A に対して (Ft)t≥0–停

止時刻

τA := sup
{
t ≥ 0|A ⊂ Hη

t

}
(5.20)

と定義すると τA > 0 であり，t ∈ [0, τA] の間はこの領域 A の中に SLE 曲線が侵入してくることはなく，A

内のすべての点に対して多重 SLE gHη
t
が定義される．よって，(5.19) を拡張 Gauss 型自由場値の確率過程と

見なすことができることになる．このことはしかし，テスト関数 f ∈ C∞
c (H) としては，supp (f) ⊂ A となる

ものだけを考えなければならないことを意味する．

以上に述べたような制限の下ではあるが，次の定理 5.8 は，Gauss 型自由場と多重 SLE との結合状態とは，

この 2 つを結合することで得られる拡張 Gauss 型自由場値の確率過程が定常性を持つことを意味することを

述べたものである．

定理 5.8 vA ≥ ∃δ > 0 である領域 A に対して，(Ft)t≥0–停止時刻 τA を (5.20) のように定め, 0 < T < τA と

する. (5.19) において，(Xt)t≥0 を (1.29) で与えられる径数 8/κ の Dyson 模型とし，(YT ;t)t∈[0,T ] を (1.30)

で与えられる時間区間 [0, T ] における径数 8/κ の後進 Dyson 模型とする．このとき，supp (f) ⊂ A であるす

べての f ∈ C∞
c (H) に対して，

〈H̃0, f〉
(law)
= 〈H̃t, f〉, 〈H0, f〉

(law)
= 〈Ht, f〉, t ∈ [0, T ] (5.21)

が成り立つ．

証明 (5.21) の最初の等式を証明する．実径数 θ ∈ R を導入して，〈H̃t, f〉 の特性関数 E[exp(
√
−1θ〈H̃t, f〉)]

を考える．ここで E は多重 SLE と Gauss 型自由場の結合確率法則 P に対する期待値を表す．
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Re z

Im z

H

X0
(1) X0

(2) X0
(3) X0

(4) X0
(N)

η (1)

η (2)

η (3) η (4)

η (N)

. . .

. . .

A

図 9: 実軸との間に隙間があるような領域 A に対して，A ⊂ Hη
t である時間区間を考えることにする．

(2/
√
κ)
∑N

i=1 log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(·)
∣∣∣ は Ft–可測であるから，

E
[

exp(
√
−1θ〈H̃t, f〉)

]
= E

[
E
[

exp(
√
−1θ〈H̃ ◦ fTHη

t
, f〉)

∣∣∣Ft

]
exp

(√
−1θ

〈 2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(·)
∣∣∣ , f〉)]

が成り立つ．ここで，(3.15) で与えられた Ẽ
fT
Hη
t (f) の定義より, Var[〈H̃ ◦ fTHη

t
, f〉] = Ẽ

fT
Hη
t (f) であることから，

Bochner–Minlos の定理より導かれた補題 2.15 より，

E
[

exp(
√
−1θ〈H̃ ◦ fTHη

t
, f〉)

∣∣∣Ft

]
= exp

(
−θ

2

2
Ẽ

fT
Hη
t (f)

)
となる．したがって，

E
[

exp(
√
−1θ〈H̃t, f〉)

]
= E

[
exp

(
−θ

2

2
Ẽ

fT
Hη
t (f) +

√
−1θ

〈 2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTHη

t

′
(·)
∣∣∣ , f〉)]

を得る．(5.18) より，これは Ft-マルチンゲールの期待値であるので，次に等しい．

E

[
exp

(
−θ

2

2
ẼfT

H (f) +
√
−1θ

〈 2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTH (·) − Y

(i)
T ;0

∣∣∣+Q log
∣∣∣fTH ′

(·)
∣∣∣ , f〉)]

= E
[

exp(
√
−1θ〈H̃0, f〉)

]
　

よって，(5.21) の最初の等式が証明された．2番目の等式も同様に証明できる．

注 5.9 ここでは，拡張 Gauss 型自由場と多重 SLE の結合を，A ⊂ Hη
t である領域 A においてのみ考えてい

る．したがって，SLE–包Kη
t := H \Hη

t がどのような状態にあってもよいことになる．よって，上の主張は径

数 κ に依らずに成立する．
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6 おわりに

本講義で解説した Gauss 型自由場と多重 SLE との結合状態について，また，そこで重要な役割を果たした

Dyson 模型に関してコメントする．

(i) ここでは Gauss 型自由場と多重 SLE に対してそれぞれ確率空間を用意した上で，それら 2 つの結合

を考えた．しかし，Gauss 型自由場の各々の実現に対して，それと結合する多重 SLE 曲線が決定論的

に定まるということが本当のところは正しく，この結合系を記述する確率空間は前者のみで十分と考え

られる．このような主張は Gauss 型自由場と 1 本の SLE 曲線との結合を議論している Dubédat [19],

Sheffield [69], Miller–Sheffield [49, 50, 51, 52] などで証明されている．ここでは講師の力量不足のため，

そのレベルまで話ができなかった．ただ，[34] では Gauss 型自由場の特徴付けに関する次の 2 つの問題

を，多重 SLE との結合状態を利用して解決している．

• 共形溶接問題 (conformal welding problem)

• フロー線問題 (flow line problem)

Sheffield [69] は径数 γ をもつ 2 つの Liouville 量子重力を考え，その境界を “溶接” する問題を考えた．

そして，共形不変性を保つという要請のもとに溶接された境界は, κ = γ2 としたときの SLEκ 曲線を与

えることを証明している．これは SLEκ 曲線に対する新しい定義であると見なすことができる．本講義

では，それの多重曲線拡張を議論したことになる．

フロー線問題についてはすでに 5.2 節で少し述べた．これについても，Sheffield [69] やMiller–Sheffield

[49, 50, 51, 52] が 1本の SLE 曲線の場合について詳しく研究をしている．我々の場合には，Gauss 自

由場と結合した多重 SLE 曲線が多重フロー線を実現していることになる．κ = 4 の場合には，このフ

ロー線，すなわち SLE4 曲線がGauss 自由場の等高線を実現しているという結果が [65, 66] で報告され

ている．

(ii) 単独の SLE から多重 SLE へ拡張する際の指導原理は複数あり，それは多重 SLE を駆動する確率過程

(Xt)t≥0 をどのように選ぶべきであるかという問題と言えると 1.3 節では述べた．しかしこれは必ずし

も正確な主張ではない．1 本の SEL 曲線を考えるが，駆動過程としてブラウン運動 (
√
κBt)t≥0 と供に

(n ∈ N として) 実軸上に n 成分確率過程 (Zt)t≥0 を導入する方法もある．時間発展する共形写像 (gt)t≥0

に対する方程式は元々の SLE と同様に

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) −Xt
, t ≥ 0, g0(z) = z ∈ H

で与えられるが，駆動過程は

dXt =
√
κdBt + b(Xt,Zt)dt, t ≥ 0, X0 ∈ R

という形で与える．ここで，b(x, z) は x ∈ R と n 成分ベクトル z = (z(i), . . . , z(n)) ∈ Rn の実関数であ

る．そして，(Zt)t≥0 は

Z
(i)
t = gt(Z

(i)
0 ), t ≥ 0, Z

(i)
0 ∈ R, i = 1, . . . , N
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のように，gt のフローに沿って実軸上を時間変化するものとする．このような系を 2 つ用意する．時刻

として t と s というように 2系統を考え，また，径数 κ とは別に κ̃ を導入し，

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) −Xt
, dXt =

√
κdBt + b(Xt, Yt,Zt;ρ)dt,

Yt = gt(Y0), Z
(i)
t = gt(Z

(i)
0 ), t ≥ 0, i = 1, . . . , N, (6.1)

dg̃s(z)

ds
=

2

g̃s(z) − Ỹs
, dỸs =

√
κ̃dB̃s + b̃(X̃s, Ỹs, Z̃s;ρ)ds,

X̃s = g̃s(X̃0), Z̃(i)
s = g̃s(Z̃

(i)
0 ), s ≥ 0, i = 1, . . . , N (6.2)

とおく．その上で，Dubédat [18]は 2 つの SLE 曲線 (ηt)t≥0 と (η̃s)s≥0 に対して，微小時間 ε の間で

の生成操作として 2 通りを考え,

ηε ∪ g−1
ε (η̃ε̃)

(law)
= g̃−1

cε (ηε′) ∪ η̃cε (6.3)

が成り立つという要請をおいた．Dubédatは (6.3)より ε̃と ε′ を定め，この可換条件を満たすために関数 b

および b̃に課される条件式を明らかにしている．特に，関数 b = b(x, z)が実径数 ρ = (ρ(1), . . . , ρ(n)) ∈ Rn

を用いて，b(x, z) =

n∑
i=1

ρ(i)

z(i) − x
の形で与えられるとき，(6.1) の解 (gt)t≥0 を SLEκ,ρという．Dubédat

[18] は可換 SLEκ,ρ 系の構成を行っているが，これは多重 SLE の構成方法を与えるものであると考える

ことができる．実際，多重 SLE の構成に関する Bauer–Bernard–Kytölä [4] の議論と比較すると，適当

な設定においては両者は等価であり，双方ともに 1.4 節で述べた駆動過程のドリフト項に対する条件式

(1.23)–(1.25) を導くことが確かめられる [41]. 1.3 節で述べた多重 SLE 駆動過程の選定問題とは，SLEκ

から SLEκ,ρ への可換的拡張問題も含んでいるものと考えるべきである．この事項については，レポー

ト問題として課してみることにした．

(iii) この講義では，多重 SLE の駆動過程として Dyson 模型 (1.27), あるいは (1.29), およびその後進過程

(1.30) を採用した．この Dyson 模型はランダム行列理論 [48, 24, 1] において最もよく研究されている固

有値過程である．本講義では示すことができていないが，この Dyson 模型で駆動される多重 SLE 曲線

η(i), i = 1, . . . , N は，いずれも t→ ∞ において η
(i)
t → ∞ となる．すなわち，実軸上の点 η

(i)
0 ∈ R から

無限遠点∞ に向かう n 本の SLE 曲線の束を形成する．そのため，Bauer–Bernard–Kytölä [4] はこの場

合を弦状多重 SLE (chordal multiple SLE) と称している．他方，多重 SLE 研究としては，複数の SLE

曲線が領域 D ⊊ C 内で衝突することがある場合の方が多く研究されている [4, 6, 44, 56]．格子上の統計

力学模型に見られるクラスター配置の連続極限を記述する上では，そのような場合の方が有効であるよ

うである．ここで着目した Dyson 模型で駆動される多重 SLE は，1 本の SLE 曲線が κ = 4 と κ = 8

でその定性的な様相を大きく変えたことに相当する転移を示すことが予想される．そのため，2 次元平面

上の高分子鎖集団における coil-globule 転移の数理模型としても考えられるのではないかと思われる．

この問題に対して，Gauss 型自由場との結合を通じて研究を進めることができるものと考えられる．

(iv) ランダム行列理論 [74, 48, 24, 1]とそれに関連する多変数 (多粒子)確率過程 [8, 9, 36, 37, 38, 25, 26, 33]

は多くのバリエーションが考えられる．そのため，多岐に亘る研究が盛んである．これに応じて，ここ

で扱った Dyson 模型で駆動される多重 SLE もいくつものバリエーションが考えられる [72, 34, 35]. こ

れについては，レポート問題という形で議論したい．また，ランダム行列に関連する確率過程の流体力

学極限 [60, 11, 12, 1]や無限粒子極限 [38, 53, 54, 73, 55] の研究も盛んである．多重 SLE における対応

する話題も興味深い [17, 16, 29, 30].
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7 レポート問題

[問題 1] 1.1 節ではコンパクト H–包全体Q の元 K に対して，流体力学条件

gH\K(z) = z +
hcap(K)

z
+ O

(
1

|z|2

)
(7.1)

を満たす共形変換 gH\K : H \K → H を考えた．K を Q の元として r(> 0) 倍だけ拡大・縮小し，実軸

に沿って b ∈ R だけ平行移動したものを rK + b と書くことにする．g· は共形変換であることから

gH\(rK+b)(z) = rgH\K((z − b)/r) + b (7.2)

が成り立つ．

(1) (7.1) による半平面容量 hcap(K) の定義より，次を導きなさい．

hcap(rK + b) = r2hcap(K) (7.3)

(2) Ut ∈ R, t ≥ 0 で駆動される Loewner 方程式

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) − Ut
, t ≥ 0, g0(z) = z ∈ H

を考える．両辺を z で微分すると

dg′t(z)

dt
= − 2g′t(z)

(g′t(z) − Ut)2
(7.4)

が得られる．いま，0 < t = ε� 1 とする．初期条件 g0(z) = z ∈ H より，次の評価を導きなさい．

g′ε(z) = 1 − 2

(z − U0)2
ε+ O(ε2) (7.5)

(3) ε を微小量とする．gε は U0 ∈ R を出発点とする短い截線 η(0, ε] を消去する等角写像である

(gε : H \ η(0, ε] → H). いま，実軸上の y 6= U0 を出発点とする別の短い截線 η̃(0, ε̃] があったとす

る．この載線を gε で写した像を gε(η̃(0, ε̃]) と書くことにする．このとき，

hcap(gε(η(0, ε̃])) = g′ε(y)2 hcap(η(0, ε̃]) + o(ε) (7.6)

が成り立つことを示しなさい．

[問題 2] 複素平面 C の第 1象限 (first orthant) を O := {z ∈ C : Re z > 0, Im z > 0} と書くことにする．
この上での Gauss 型自由場と多重 SLE の結合について，次の誘導に従って考察せよ．ただし，本講義

ノート本文での記号で添え字 H を O に替えたものは，それらの意味を推測することは容易であろうか
ら，特に定義などは書かないことにする．

(1) O 上の Gauss 型自由場の Green 関数は，Dirichlet 境界条件下と自由境界条件下で，それぞれ次
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のように与えられることを示せ．

GO(z, w) = log

∣∣∣∣ (z − w)(z + w)

(z − w)(z + w)

∣∣∣∣
= log |z − w| + log |z + w| − log |z − w| − log |z + w|,

= Re log(z − w) + Re log(z + w) − Re log(z − w) − Re log(z + w), (7.7)

G̃O(z, w) = − log |z − w| − log |z + w| − log |z − w| − log |z + w|,

= −Re log(z − w) − Re log(z + w) − Re log(z − w) − Re log(z + w), (7.8)

z, w,∈ O, z 6= w.

(2) O 上の多重 SLE として，次の形の方程式を考えることにする [72, 35]:

dgOη
t
(z)

dt
=

N∑
i=1

(
2

gOη
t
(z) −X

(i)
t

+
2

gOη
t
(z) +X

(i)
t

)
+

4δ

gOη
t
(z)

, 0 ≤ t <∞, (7.9)

dfTOη
t
(z)

dt
= −

N∑
i=1

 2

fTOη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

+
2

fTOη
t
(z) + Y

(i)
T ;t

− 4δ

gOη
t
(z)

, 0 ≤ t ≤ T <∞. (7.10)

ただし，δ は未定径数とする．命題 3.1 と 3.3 に対応するものを証明せよ．

(3) (7.9) と (7.10) の駆動過程はともに R+ := {x ∈ R : x > 0} 上の N 粒子系であり，次の確率微分

方程式系を満たすものとする：

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + F (i)(Xt)dt, 0 ≤ t <∞, (7.11)

dY
(i)
T ;t =

√
κdB̃

(i)
t − F (i)(Xt)dt, 0 ≤ t < T <∞. (7.12)

ただし，ν ≥ 0 として，

F
(i)
O (x) =

8(ν + 1) − κ

2

1

x(i)
+ 4

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

(
1

x(i) − x(j)
+

1

x(i) + x(j)

)
, i = 1, . . . , N, (7.13)

とする．この N 粒子確率過程 (Xt)t≥0 はランダム行列理論で良く研究されているものであり，こ

こでは，径数 (8/κ, ν)をもつBru–Wishart 過程とよぶことにする [74, 8, 9, 36, 1, 35] (付録 A.1

節を参照). 複素値対数ポテンシャルとして，(5.10) の代わりに

ΦO(z,x) =

N∑
i=1

{
log(z − x(i)) + log(z + x(i))

}
+ q log z (7.14)

を採用することにする．ここで q は未定径数とする．δ, ν, q の間に適当な関係を設定することによ

り，命題 5.5 に対応するものを証明せよ．

(4) O 上の Gauss 型自由場と多重 SLE の結合系に対して，定理 5.8 に対応するものを証明せよ．

(5) 共形変換

ϕ(z) =
√
z (7.15)

によって，H は O に写される．上で求めた O 上の結果を，本講義で述べた H 上の結果から直接
的に, 共形写像 (7.15), あるいはそれに随伴する同値類として結論付けることは可能であるか．
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[問題 3] C 上の単位円板を D := {z ∈ C : |z| < 1} とする．この上ではどうなるであろうか．まず，D 上の
Gauss 型自由場の Green 関数を，Dirichlet 境界条件下と自由境界条件下で求めよ．D 上の radial 多重

SLEは
dgDη

t
(z)

dt
= gDη

t
(z)

N∑
i=1

e
√
−1X

(i)
t + gDη

t
(z)

e
√
−1X

(i)
t − gDη

t
(z)

, t ≥ 0, gDη
t
(z) = gD(z) = z ∈ D (7.16)

で与えられる [30]. 他方，単位円周 ∂D := {z ∈ C : |z| = 1} 上のDyson 模型は次の確率微分方程式系

によって与えられる [12, 10, 32, 30]:

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + 2

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

cot

(
X

(i)
t −X

(j)
t

2

)
dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N. (7.17)

(7.17) で駆動される (7.16) を考えることにする．D 上の Gauss 型自由場と上記のような多重 SLE を結

合させるにはどのような複素値対数ポテンシャルを考えればよいだろうか．H と D とは Möbius 変換で

共形変換される．この事実が，上の問いに解答する上で役立つか．

[問題 4] Gauss 型自由場と多重 SLE を考える単連結領域 D ⊊ C として，本講義ではD = H を考え，上の
2つの問題ではそれぞれ D = Oと D = Dの場合を問うた．これらの間の変換則を議論し，統一的に見る
ことは可能であろうか．文献 [67] では Schramm とWilson が radial SLE (D = D の場合), chordal SLE

(D = Hの場合), および双極状 SLE (dipolar SLE) (帯状領域 (strip) D = S := {z ∈ C : Im z ∈ (0, π/2)}
の場合) という 3 つのバリエーションの間の変換則を論じている．この文献を参考にして，上の問いに

関して議論せよ．

~~η (0, ε ]

~η (0, cε ]

gε

x

η (0, ε ]

y

~
g

cε

η (0, ε  ]
gε

~
gε~

図 10: 2本の截線 η(0, ε] と η̃(0, cε] を消去する共形変換 H \ {η(0, ε] ∪ η̃(0, cε]} → H を行うために 2つのス

キームを考える．上は，この 2つのスキームの可換図である．

[問題 5] 0 < ε � 1 とし，c を未定径数とする．x ∈ R, y ∈ R, x 6= y とし，x を出発点とする短い截線

η(0, ε] と，y を出発点とする短い截線 η̃(0, cε] の 2本があるものとする．前者を截線 1，後者を截線 2と

よぶことにする．hcap(η(0, ε]) = 2ε, hcap(η̃(0, cε]) = 2cε である．この両者を消去する共形変換

H \ {η(0, ε] ∪ η̃(0, cε]} → H
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を 2 通りのスキームで実行する．図 10 を参照せよ．

(1) 最初のスキームは，はじめに截線 1を単独で消去する共形変換 gε を施すものである．gε を施した

結果，截線 2は η̃(0, ε̃] になったとする．gε を施した後に残った截線 2 の半平面容量に対して，[問

題 1] (3) より，

hcap(η̃(0, ε̃]) = g′ε(y)2 hcap(η̃(0, cε]) + o(ε2) (7.18)

が成り立つことになる．これより，次の関係式を導きなさい．

ε̃ = cε

(
1 − 4ε

(y − x)2

)
+ o(ε2) (7.19)

この後に，残りの截線 2を消去する共形変換 g̃ε̃ を施すことにする．

(2) 2番目のスキームでは，上とは逆にまず截線 2, すなわち η̃(0, cε] を先に単独で消去する共形写像

を施す．この共形変換は g̃cε と表される．未定径数 ε′ を導入して，この変換で截線 1は η(0, ε′] に

写されたとする．共形変換 g̃cε が施された後に残った截線 1の平面容量に対しては，

hcap(η(0, ε′]) = g̃′cε(x)2 hcap(η(0, ε]) (7.20)

が成り立つことになる．これより，次の等式を導きなさい．

ε′ = ε

(
1 − 4cε

(x− y)2

)
+ o(ε2) (7.21)

この後に，残りの截線 1を消去する共形変換 gε′ を施すことにする．

(6.1) で与えらえた時間発展系 (Xt, Yt,Zt)t≥0 の時間発展生成子は

L =
κ

2
∂2x + b(x, y, z)∂x +

2

y − x
∂y +

n∑
i=1

2

zi − x
∂zi (7.22)

で与えられる．f = f(x, y, z) ∈ C2
c (Rn+2) に対して，期待値の時間発展は

d

dt
E[f(Xt, Yt,Zt)] = E[(Lf)(Xt, Yt,Zt)]

に従うので，Pt := etL とおくと，その解は

E[f(Xt, Yt,Zt)] = (Ptf)(X0, Y0,Z0)

で与えられることになる．同様に (6.2) の系に対しては, 時間発展生成子は

M =
κ

2
∂2y + b̃(x, y, z)∂y +

2

x− y
∂x +

n∑
i=1

2

zi − y
∂zi (7.23)

で与えられる．Qs := esM とおく．上の (1) で説明した最初のスキームは

E[f(g̃ε(Xε), Yε, g̃ε(Zε))] = E[(Qε̃f)(Xε, Yε,Zε)]

= (PεQε̃f)(X0, Y0,Z0)

=

[(
1 + εL +

ε2

2
L2

)(
1 + ε̃M +

ε̃2

2
M2

)
f

]
(X0, Y0,Z0) + o(ε2) (7.24)
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を与え，2番目のスキームは

E[f(Xε′ , gε′(Ycε), g̃ε′(Zcε)]

= (QcεPε′f)(X0, Y0,Z0)

=

[(
1 + cεM +

(cε)2

2
M2

)(
1 + ε′L +

ε′
2

2
L2

)
f

]
(X0, Y0,Z0) + o(ε2) (7.25)

を与えることになる．

(3) 小問 (1), (2)で導いた関係式 (7.19)と (7.21)を代入して ε̃と ε′ を消去した上で，(7.24)と (7.25)

を等置することにより，次の交換関係を導きなさい．

[L,M] := LM−ML =
4

(y − x)2
(M−L) (7.26)

[問題 6] [問題 5] の続きとして，以下の問いに答えなさい．

(1) 係数 Cxy, Cx, Cy を次式で定義する．

[L,M] − 4

(y − x)2
(M−L) = Cxy∂x∂y + Cx∂x + Cy∂y (7.27)

次を導きなさい．

Cxy = κ∂xb̃− κ̃∂yb,

Cx =
2∂xb

y − x
+

n∑
i=1

2∂zib

y − zi
− b̃∂yb+

2b

(y − x)2
+

2(6 − κ)

(y − x)3
− κ̃

2
∂2yb,

Cy = −

[
2∂xb̃

x− y
+

n∑
i=1

2∂zi b̃

x− zi
− b∂xb̃+

2b̃

(x− y)2
+

2(6 − κ̃)

(x− y)3
− κ

2
∂2xb̃

]
. (7.28)

可換条件 (7.26) ⇐⇒ Cxy = Cx = Cy = 0 である．

(2) 以下では簡単のため，n = 0 とし z 依存性は考えないことにする．さらに，ρ, ρ̃ ∈ R として，

b(x, y) =
ρ

x− y
, b̃(x, y) =

ρ̃

y − x
(7.29)

と仮定する．このとき，可換条件は次に等しいことを導きなさい．

ρ̃ =
κ̃

κ
ρ, (7.30)

(κ̃− 4)ρ− κ̃

κ
ρ2 + 2(6 − κ) = 0, (7.31)

(κ− 4)
κ̃

κ
ρ− κ̃

κ
ρ2 + 2(6 − κ̃) = 0. (7.32)

(3) (7.31) と (7.32) が共通の根 ρ を持つ必要がある．終結式を求めよ．その結果，κ, κ̃, ρ, ρ̃ の間に

どのような関係が成り立つべきか，必要な場合には場合分けして答えよ．
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(4) 小問 (1) で得た Cxy = 0 は

rot

(
κ̃b

κb̃

)
= 0

と書ける．このことから，正則関数で与えられるポテンシャル ψ があって，

b = κ∂x logψ, b̃ = κ̃∂y logψ (7.33)

と書けることを証明しなさい．

(5) Cx = Cy = 0 より，次の方程式を導きなさい．

κ

2
∂2xψ − 2

(
1

x− y
∂y +

hκ̃
(x− y)2

)
ψ = 0,

κ̃

2
∂2yψ − 2

(
1

y − x
∂x +

hκ
(y − x)2

)
ψ = 0. (7.34)

ただし，hκ =
6 − κ

2κ
, hκ̃ =

6 − κ̃

2κ̃
である．(7.34) は 1.4 節で述べた演算子 (1.24) に対する補助関数

Z の ‘null 条件’ (1.25) のN = 2 の場合に他ならない．

A ランダム行列理論と関連する多粒子確率過程

A.1 固有値過程と特異値過程

N ∈ N に対して，HN を N ×N のエルミート行列全体の空間とし，UN を N ×N のユニタリー行列全体

の空間 (ユニタリー群)とする．複素数値過程 (Mij(t))t≥0, 1 ≤ i, j ≤ N, t ≥ 0 を考える．ただし，エルミー

ト条件

Mji(t) = Mij(t), i, j = 1, . . . , N

を課すことにする．空間 S = R と S = R+ := {x ∈ R : x > 0} に対して，Weyl 領域 (Weyl chamber) を次

式で定義する．

WN (S) := {x = (x1, . . . , xN ) ∈ SN : x1 < · · · < xN}

また，この閉包をWN (S) = {x ∈ SN : x1 ≤ · · · ≤ xN} と書くことにする．各時刻 t ≥ 0 において，M(t) を

次のように対角化するユニタリー行列 U(t) = (Uij(t))1≤i,j≤N ∈ UN が存在する

U†(t)M(t)U(t) = diag(Λ1(t), . . . ,ΛN (t))

ただしここで，M(t) の固有値を {Λi(t)}Ni=1 と書いた．また，U
†(t) は U(t) のエルミート共役を表す; U†

ij(t) =

Uji(t), 1 ≤ i, j ≤ N . 固有値は次が成り立つように番号付けをすることにする．

Λ := (Λ1(t), . . . ,ΛN (t)) ∈ WN (R), t ≥ 0.

行列過程の変動 dM(t) := (dMij(t))1≤i,j≤N に対して，次のような 2 次変動を考える．

Γij,kℓ(t) :=
〈

(U†dMU)ij , (U
†dMU)kℓ

〉
t
, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N, t ≥ 0.

次を証明することができる [8, 36, 1].
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命題 A.1 (Mij(t))t≥0, 1 ≤ i, j ≤ N は半マルチンゲールであるとする．このとき，固有値過程 (Λ(t))t≥0 は次

の連立の確率微分方程式に従う．

dΛi(t) = dMi(t) + dJi(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N

ただしここで，(Mi(t))t≥0, i = 1, . . . , N は 2 次変動

〈Mi,Mj〉t =

∫ t

0

Γii,jj(s)ds,

をもつマルチンゲールであり，また，(Ji(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N は次式に従う有界変動過程である．

dJi(t) =

N∑
j=1

1Λi(t)̸=Λj(t)

Λi(t) − Λj(t)
Γij,ji(t)dt+ dΥi(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N.

上の式の最後の項 dΥi(t) は (U†(t)dM(t)U(t))ii の有界変動部分を表す．

ν ∈ N0 := N∪ {0} として，(Bij(t))t≥0, (B̃ij(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N + ν, 1 ≤ j ≤ N を互いに独立な 1 次元標準

ブラウン運動とする．1 ≤ i ≤ j ≤ N に対して，

Sij(t) =

Bij(t)/
√

2, (i < j),

Bii(t), (i = j),
Aij(t) =

B̃ij(t)/
√

2, (i < j),

0, (i = j),

とおき，Sij(t) = Sji(t) and Aij(t) = −Aji(t), t ≥ 0, 1 ≤ j < i ≤ N とする．

例 A.2 正行列値の確率過程M(t) = (Mij(t))1≤i,j≤N ,

Mij(t) = Sij(t) +
√
−1Aij(t), t ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ N

を考える．すると，t ≥ 0, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N に対して，次を得ることができる．

〈dMij , dMkℓ〉t = δiℓδjkdt,

Γij,kℓ(t) = δiℓ,jk,

〈dMi, dMj〉t = Γii,jj(t)dt = δijdt,

Γij,ji(t) ≡ 1.

よって，命題 A.1 より，固有値過程 (Λ(t))t≥0 は，次の方程式で β = 2 としたものに従うことが導かれる．

dΛi(t) = dBi(t) +
β

2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

dt

Λi(t) − Λj(t)
, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (A.1)

ここで，(Bi(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N は，上で用いた (Bij(t))t≥0 や (B̃ij(t))t≥0 とは独立な 1 次元標準ブラウン運

動である．通常は (A.1) を径数 β のDyson のブラウン運動模型, あるいは単にDyson 模型とよぶ [23, 33].

例 A.3 (N + ν) ×N の矩形行列に値をとる確率過程

K(t) = (Bij(t) +
√
−1B̃ij(t))1≤i≤N+ν,1≤j≤N , t ≥ 0
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を考え，HN–値の確率過程を

M(t) = K†(t)K(t), t ≥ 0

で定義する．行列 M は正定値であり，よってその固有値は非負である; Λi(t) ∈ R+ := {x ∈ R : x > 0},

t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N . このとき，t ≥ 0, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N に対して, 次を示すことができる．

dMij(t) の有界変動部分 = 2(N + ν)δijdt,

〈dMij , dMkℓ〉t = 2(Miℓ(t)δjk +Mkℓ(t)δiℓ)dt,

dΥi(t) = 2(N + ν)dt,

Γij,ji(t) = 2(Λi(t) + Λj(t)),

〈dMi, dMj〉t = Γii,jj(t)dt = 4Λi(t)δijdt.

よって，命題 A.1 より，(M(t))t≥0 の固有値過程は

dΛi(t) = 2
√

Λi(t)dB̃i(t)

+ β

[
(ν + 1) + 2Λi(t)

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

Λi(t) − Λj(t)

]
dt, (A.2)

t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N with β = 2 で与えられることになる．ただしここで，(B̃i(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N は，矩形行列の

成分を与えるために用いた (Bij(t))t≥0 and (B̃ij(t))t≥0, 1 ≤ i, j ≤ N とは異なる，互いに独立な 1 次元標ブ

ラウン運動である．

M(t) の固有値の正の平方根は，矩形行列 K(t) の特異値 (singular value)を与える. これを

Si(t) =
√

Λi(t), t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N (A.3)

と書くことにする．これらに対する確率微分方程式は (A.2) から次の式で β = 2 としたもので与えられるこ

とが分かる．

dSi(t) = dB̃i(t) +
β(ν + 1) − 1

2Si(t)
dt

+
β

2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

(
1

Si(t) − Sj(t)
+

1

Si(t) + Sj(t)

)
dt, (A.4)

t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N . ただし，ν ∈ N0 である．通常は (A.2)，あるいは (A.4) をBru–Wishart 過程とよぶ．

A.2 1 次元に閉じ込められた 2 次元クーロンガス系

β = 8/κ とおき，Y R
i (t) := Λi(κt),および Y

R+

i (t) := Si(κt), t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N とおくと，(A.1) と (A.4) は

それぞれ，次のように書き替えられる．

dY R
i (t) =

√
κdBi(t) + 4

∑
1≤j≤N,j ̸=i

dt

Y R
i (t) − Y R

j (t)
, t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N,

dY
R+

i (t) =
√
κdB̃i(t) +

8(ν + 1) − κ

2Y
R+

i (t)
dt

+ 4
∑

1≤j≤N,j ̸=i

(
1

Y
R+

i (t) − Y
R+

j (t)
+

1

Y
R+

i (t) + Y
R+

j (t)

)
dt,

t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N. (A.5)
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上の 2つの系は，対数関数を用いて与えられるポテンシャルを

ϕS(x) :=


4

∑
1≤i<j≤N

log(xj − xi), (S = R),

4
∑

1≤i<j≤N

[
log(xj − xi) + log(xj + xi)

]
+

8(ν + 1) − κ

2

N∑
i=1

log xi, (S = R+).

というように導入しておくと，S = R, あるいは S = R+ として，

dY S
i (t) =

√
κdBi(t) +

∂ϕS(x)

∂xi

∣∣∣∣
x=Y S(t)

dt, t ≥ 0, 1 ≤ i ≤ N

というように表される．2 次元平面上で静電磁気学を考えた場合，2 つの電荷の間にはたらくクーロン力は距離

に反比例し，よって，静電ポテンシャルは対数関数で与えられる．このことから，Dyson 模型や Bru–Wishart

過程は 2次元クーロン気体 (2D–Coulomb gas) が実軸 R やその正の部分 R+ といった 1 次元空間に閉じ込め

られた系であると思うことができる．

B 追加文献

講義中の質問やコメントに関係して，次の文献を追加する．

• 離散複素解析 (discrete complex analysis) に関するもの [21, 20].

• グリーン関数の一般論に関するもの [15].
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