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概 要
シュラム・レヴナー発展（Schramm–Loewner evolution: SLE）は実軸上のブラウ
ン運動で駆動される共形変換（等角写像）の時間発展系である．これは，SLE 曲線
とよばれるランダムな截線，あるいはそれで囲まれる領域（SLE 包）を複素上半平
面 H から取り除いた結果得られる非有界領域を，再び H に写す共形変換の（時刻
t ≥ 0 を径数とする）1 径数族である．SLE 曲線の確率法則の解明は，確率論，およ
び統計物理学の分野で重要な研究課題となっている．この系を，実軸上の相互作用
多粒子系で駆動される複数本の SLE 曲線の時間発展系（多重 SLE）に拡張したい．
そのためにどのような多粒子駆動過程を設定すべきかが問題となる．その解決のた
めに，まずH 上にガウス型自由場（GFF）を定義し，それを基にシェフィールドや
ミラーらに従って量子曲面，および虚曲面とよばれる拡張 GFF を導入する．その
上で，これら超関数に値をとる確率場と SLE の結合とよばれるある種の定常状態が
成立する条件を調べる．そして，量子曲面，あるいは虚曲面と結合する多重 SLE の
駆動過程は，ダイソンのブラウン運動模型として一意に定まることを証明する．ダ
イソンのブラウン運動模型はランダム行列理論において動的な対数ガス系の典型例
として詳しく研究されてきた 1 次元相互作用多粒子系である．多重 SLE/GFF結合
の共形共変性を利用することにより，ダイソンのブラウン運動模型で駆動される多
重 SLE にも，元来の SLE と同様に３つの相があることを示す．本講演は越田真史
氏 (Aalto 大)との共同研究に基づく．
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1. はじめに
本講演では，多重シュラム・レヴナー発展の駆動過程に対する選定問題を議論する．そのため
に，まず元来のシュラム・レヴナー発展について簡単な説明を行うことにする．より詳しくは
[7, 44, 33, 39] などを参照されたい．
1.1. レヴナー方程式とその多重截線系への拡張
上半平面を H := {z ∈ C : Im z > 0}と書く．また，H := H∪Rとする．時刻 t ∈ [0,∞)で径数
付けられたH 内の連続曲線をη := {ηt : t ∈ [0,∞)} ⊂ H と記す．ただし，これは次の条件を満
たすものとする．(C1) η0 = 0, かつ, lim

t→∞
|ηt| = ∞．(C2) η は単純曲線．すなわち，t 6= t′ なら

ば，ηt 6= ηt′ . (C3)すべての t ∈ (0,∞)において，η(0, t] := {ηu : u ∈ (0, t]} ⊂ H．η(0, t], t ≥ 0,

あるいはη はH 上の截線とよばれる．以下しばらくの間は，Hη
t := H \ η(0, t], t ∈ (0,∞) と定

義することにする．また，Hη
0 := H とする．

一般に，有界領域 K ⊂ H に対してK = H ∩ K であり，また，H \ K が単連結である
とき，K をコンパクト H–包という．コンパクト H–包全体の集合を Q と書くことにする．
η(0, t] ∈ Q, t ∈ (0,∞) である．
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各 t ∈ (0,∞) において，Hη
t は C の真部分集合である単連結領域なので，リーマンの写像

定理より，Hη
t → H とする共形変換 (等角写像)が存在する．(本講演では，共形変換は正則関

数による1対1写像を意味する．依って，その逆写像も共形変換である.) これを gHη
t
と書くこ

とにする．通常のリーマン写像関数 h は，C 上の真部分集合である単連結領域 D ⊊ C を単位
円板 D := {z ∈ C : |z| < 1} に移す共形変換の中から, ある z0 ∈ D に対して，h(z0) = 0 と
h′(z0) := dh(z0)/dz > 0 という条件を課すことにより一意に定めた共形変換である．それに対
して，gHη

t
には流体力学条件とよばれる次の条件を課すことにする.

流体力学条件 |z| → ∞ において，gHη
t
(z) = z +

hcap(η(0, t])

z
+ O(1/|z|2). すなわち，gHη

t
(z)

をローラン展開したとき，その最高次の項 z の係数は 1 であり，定数項は 0 である 2．
1/z の係数は径数 tに依存するが，截線 η(0, t]の半平面容量（half-plane capacity）とよぶべ

き意味付けが可能である．そのためこの係数をhcap(η(0, t])と書いた 3. 以下では，hcap(η(0, t])

が時刻 t の連続な単調増加関数で微分可能であるように，截線 η の径数 t が選ばれているも
のと仮定する．以上より，リーマンの写像定理に相当する主張を，次のように述べることがで
きる．
補題 1.1. 条件 (C1)–(C3) を満たす截線 η が与えられたとする．このとき，各時刻 t ∈ (0,∞)

において，Hη
t を H に移す共形変換で流体力学条件を満たすものが唯一定まる．

上の定義と補題 1.1 より，条件 (C1)–(C3) を満たす截線 η が 1 つ与えられると，時刻
t ∈ [0,∞) で径数付けられた共形変換の族 (gHη

t
)t≥0 が得られることになる．レヴナー理論 [46]

は，この族を時間発展方程式の解として与えるものである．(レヴナーは D への共形写像につ
いて論じている．ここで述べた H への共形写像に対しては，通常, 文献 [43] が引用されてい
る.)

定理 1.2. 上で定義された共形変換の 1 径数族 (gHη
t
)t≥0 に対して，U0 = 0,

Ut = gHη
t
(ηt) := lim

z→ηt:z∈Hη
t

gHη
t
(z), t ∈ (0,∞)

とする．このとき，(gHη
t
)t≥0 は常微分方程式

dgt(z)

dt
=

1

gt(z) − Ut

d

dt
hcap(η(0, t]), z ∈ Hη

t , t ≥ 0

の初期条件 g0(z) = z, z ∈ H の下での解として与えられる：gHη
t
(z) = gt(z), z ∈ Hη

t , t ≥ 0. 特
に，時刻 t をhcap(η(0, t]) = 2t, t ≥ 0 となるようにとると，

dgt(z)

dt
=

2

gt(z) − Ut
, z ∈ Hη

t , t ≥ 0 (1.1)

証明は例えば，[44]の Proposition 4.4を参照．(1.1)を弦状レヴナー方程式(chordal Loewner

equation)とよび, その解として与えられる共形変換の 1径数族 (gHη
t
)t≥0 は共形変換の時間発展

2 2次元平面上 (R2 ∋ (x, y) ≃ z := x +
√
−1y ∈ C)の非粘性渦なしの流れは速度ポテンシャル ϕ(z) と流れ関

数 ψ(z) をもち，W (z) := ϕ(z) +
√
−1ψ(z) を複素速度ポテンシャルという．各点 z での流速 v = (vx, vy) は

∂W/∂z = vx −
√
−1vy と求められる．したがって，x 軸 (実軸)の正の向きの大きさ 1 の一様流では W (z) = z．

上式は gHη
t
(z) ≍ z, |z| → ∞ を意味するので，gHη

t
(z) をこの複素速度ポテンシャルと見なしたとき，「流体中に

置かれた物体 (障害物) から十分に離れた位置では流れは一様流となる」という流体力学での通常の境界条件に
相当するのでこのようによばれている．今の場合は，截線 η(0, t] が流体場中に置かれた物体 (障害物)というこ
とになる．

3 (Bt)t≥0 を標準複素ブラウン運動とする. y > 0 とし，虚軸上の点 √
−1y を出発点としたときの期待値

を E
√
−1y[·] と書くことにする．K ∈ Q に対して，τK := inf{t > 0 : Bt ∈ R ∪ K} としたとき，

hcap(K) = lim
y→∞

yE
√
−1y[ImBτK ] が成り立つことが証明できる．例えば，[44] の Proposition 3.41 を参照.



系という意味で弦状レヴナー鎖 (chordal Loewner chain)，あるいは弦状レヴナー発展 (chordal

Loewner evolution) と称される 4．
上の結果をそのまま多重截線の場合に拡張して考えてみる．N ∈ {2, 3, . . . } とする．H 内

の N 本の連続曲線を考え，それらに添え字 i = 1, . . . , N を付ける．各曲線は s(i) ∈ [0,∞) で
径数付けられているものとする：η(i) := {η(i)

s(i)
: s(i) ∈ [0,∞)} ⊂ H, i = 1, 2, . . . , N . 次の条

件を課す．(C1′a) η
(i)
0 ∈ R, i = 1, . . . , N であり，η(1)0 < η

(2)
0 < · · · < η

(N)
0 . (C1′b) すべての

i = 1, . . . , N において， lim
s(i)→∞

|η(i)
s(i)

| = ∞．(C2′a) 各曲線η(i) はどれも単純曲線．(C2′b) N 本
の曲線は互いに交わりを持たない. すなわち，i 6= j に対して η(i) ∩ η(j) = ∅．(C3′) すべての
i = 1, . . . , N において，任意の s(i) ∈ (0,∞) でη(i)(0, s(i)] ⊂ H．
各 s := (s(1), . . . , s(N)) ∈ [0,∞)N において，⋃N

i=1 η
(i)(0, s(i)] を多重截線とよぶ．そして，

Hη
s := H

∖ N⋃
i=1

η(i)(0, s(i)] とする．ただし，0 := (0, . . . , 0) に対してHη
0 := H．各 s ∈ [0,∞)N

において，Hη
s は C の単連結な真部分集合であるので，リーマンの写像定理よりHη

s → H とす
る共形変換が存在する．これを gHη

s
と書くことにする．次の流体力学条件を課すことにする．

流体力学条件 |z| → ∞ において，gHη
s
(z) = z +

1

z
hcap

( N⋃
i=1

η(i)(0, s(i)]
)

+ O(1/|z|2).

このN 径数族 (gHη
s
(z))s∈[0,∞)N に対して, U

(i)
0 = 0, U

(i)
s = gHη

s
(η

(i)

s(i)
) := lim

z→η
(i)

s(i)
:z∈Hη

s

gHη
s
(z),

s ∈ [0,∞)N \0, i = 1, . . . , N として，定理 1.2の証明と同様の考察を行うと，(gHη
s
(z))s∈[0,∞)N

は次の N 連立常微分方程式を満たすことが導かれる．

∂gs(z)

∂s(i)
=

1

gs(z) − U
(i)
s

∂

∂s(i)
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]
)
, s(i) ≥ 0 1 ≤ i ≤ N

ただし {η(i)}Ni=1 は, 微分 ∂

∂s(i)
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]
)
が定義できるように s = (s(1), . . . , s(N))

で径数付けられていると仮定する．
我々は，N 径数 s = (s(1), . . . , s(N)) がすべて 1 つの時刻 t ≥ 0 だけに依存している場合を

考えることにする．すなわち，s(i) = s(i)(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N であり，これらは t の単調増
加関数であり C1–級連続関数であるとする．このとき s = s(t), t ≥ 0 とすると，微分の連鎖則
より，

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

∂gs(z)

∂s(i)
ds(i)(t)

dt
=

N∑
i=1

1

gt(z) − U
(i)
t

∂

∂s(i)
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]
)∣∣∣

s=s(t)

ds(i)(t)

dt

が得られる．ここで，w(i)
t :=

1

2

∂

∂s(i)
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)]
)∣∣∣

s=s(t)

ds(i)(t)

dt
, i = 1, . . . , N , t ≥ 0

とおくと， d

dt
hcap

( N⋃
j=1

η(j)(0, s(j)(t)]
)

= 2
N∑
i=1

w
(i)
t となる．t ≥ 0 に対して，η(i)t := η

(i)

s(i)(t)
,

U
(i)
t := U

(i)
s(t), i = 1, . . . , N , Hη

t := Hη
s(t), gt := gs(t) と書き直すことにする．すると，(定理 1.2

を N = 1 の場合として含めた) 次の一般化が得られる [58].

4Loewner が元来考えた D への共形変換の族とその方程式は，放射状（radial）という単語を冠して区別される．
以下で説明するシュラム・レヴナー発展（SLE）に関しても同様の区別を行う．しかし，本講演では放射状の場
合は扱わないので，以後はこのような冠詞は付けず，そのような場合には弦状であることを意味するものとする．



定理 1.3. N ∈ Nとする．H内の (多重)截線がhcap
( N⋃

i=1

η(i)(0, t]
)

= 2t, t ≥ 0を満たすように

時刻 t ≥ 0で径数付けらえているものとする．このとき，w(i)
t ≥ 0, i = 1, . . . , N ,

∑N
i=1w

(i)
t = 1,

t ≥ 0 を満たす重み関数 (w
(i)
t )t≥0 があり，(gHη

t
)t≥0 は常微分方程式

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2w
(i)
t

gt(z) − U
(i)
t

, t ≥ 0 (1.2)

の初期条件 g0(z) = z ∈ H の下での解として与えられる：gHη
t
(z) = gt(z), z ∈ Hη

t , t ≥ 0. ただ
しここで，U (i)

t = gHη
t
(η

(i)
t ) := lim

z→η
(i)
t :z∈Hη

t

gHη
t
(z), i = 1, . . . , N , t ≥ 0 である．

重み関数が截線間において，また時間経過において，ともに均一であるものとすると，w(i)
t =

1/N , i = 1, . . . , N , t ≥ 0 と定まる．その上で t/N → t という自明な時間変更を行い，また，
gNt, U

(i)
Nt, i = 1, . . . , N を改めて gt, U

(i)
t , i = 1, . . . , N を書くことにすると，(1.2) は

dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gt(z) − U
(i)
t

, t ≥ 0 (1.3)

と書き直される．本講演では，(1.3) を 多重レヴナー方程式とよび，初期条件 g0(z) = z ∈ H
の下での解 (gHη

t
)t≥0 を多重レブナー発展とよぶことにする．

1.2. シュラム・レヴナー発展 (SLE)

我々はレブナー方程式 (1.1) を，実関数Ut : [0,∞) ∈ t 7→ Ut ∈ R が与えられた上で解く．そ
の意味で (Ut)t≥0 をレヴナー方程式の駆動関数, あるいはレヴナー発展 (gHη

t
(z))t≥0 の駆動過

程という．この駆動過程は截線 η(0, t], t ∈ (0,∞) の各時刻での先端 ηt のgHη
t
による像である．

(gHη
t
は Hη

t を H に写すので，像には截線はなくなる．截線の先端はH の境界である R 上の1

点に写される.) したがって，手順としては截線 η(0, t] =⇒駆動過程 Ut ということになる．
シュラム [59] はこの逆問題（截線 η(0, t] ⇐= 駆動過程 Ut）を考えた．すなわち，1 次元

空間 R 上の駆動過程を与えることにより 2 次元平面 H 上に曲線を描かせるという発想であ
る．さらに，この H 上の曲線として，格子上の統計力学模型やフラクタル模型の連続極限に
おいて得られるものを実現させることを目指した．シュラムは κ > 0 という径数を導入し，
Ut =

√
κBt, t ≥ 0 とした．ブラウン運動のスケーリング性より√

κBt
(law)
= Bκt, t ≥ 0 であるか

ら，κ は時間を t 7→ κt と変更する時間スケール径数と見ることができる．この結果得られる
確率過程

dgHη
t
(z)

dt
=

2

gHη
t
(z) −

√
κBt

, z ∈ Hη
t , t ≥ 0

をシュラム・レヴナー方程式とよび，この解が与える確率的レヴナー発展をシュラム・レヴナー
発展 (Schramm–Loewner evolution) と称する．二義性が生じてしまうが，両者とも SLE と略
称することにする．すぐ下で説明するように，SLE の振舞は径数 κ の値によって定性的にも
定量的にも異なる．そのため，径数を込めて SLEκ という略記もしばしば使われる．
上述のように，SLE はブラウン運動で駆動されるので，それが属する確率空間はブラウン運

動のそれである．しかしここでは，これを SLE の確率空間であると見なして，(ΩSLE, FSLE,

PSLE) と書くことにする．また，フィルトレーションを (FSLE
t )t≥0 と記す．

1.1 節では截線 η を与えるところから話を始めたので，(C1)–(C3) のように截線に対して条
件を課した．しかしシュラムの理論では，ηt ∈ H は各時刻 t ≥ 0 において

√
κBt = gHη

t
(ηt) := lim

z→ηt:z∈Hη
t

gHη
t
(z) (1.4)



を満たすものというだけであり，これが t を径数とする曲線となるかどうかは一般には保証さ
れない．しかし実際には，これは確率 1 で曲線になることが，κ = 8 の場合にはローラー・シュ
ラム・ヴェルナー [45] によって，また，κ 6= 8 の場合にはローデとシュラム [57] によって証明
されている．
命題 1.4. PSLE の下，(1.4) は確率 1 で連続曲線 η = {ηt : t ≥ 0} ⊂ H を定める．これは確率
1 で条件 (C1) を満たす．

SLE によって定まる截線をSLE曲線，あるいは径数も付してSLEκ曲線という．上述のよ
うに SLEκ 曲線は截線条件 (C1) は満たすが, (C2), (C3) は κ ∈ (0, 4] のときだけしか満たされ
ない．以下に述べるように，κ > 4 においては η(0,∞) は自己接触し 5，そのため，H \ η(0, t]

は複数の連結領域成分に分割される．そこで，次のように定義しておくことにする．
定義 1.5. t ∈ (0,∞) において，Hη

t :=「H \ η(0, t] の内の非有界な連結領域成分」とする．ま
た，Kη

t := H \Hη
t , t ≥ 0 とし，これをSLE包とよぶ．

命題 1.6. PSLE の下，以下が成り立つ．

(a) κ ∈ (0, 4] のとき，SLEκ 曲線 η は確率 1 で (C1)–(C3) を満たす．すなわち，η は単純
曲線であり，η(0,∞) ⊂ H である．

(b) κ ∈ (4, 8) のとき, SLEκ 曲線 η は正の確率で自己接触し，また，実軸 R にも接する. す
なわち，正の確率で，t 6= t′ に対してηt = ηt′ となる点があり，η ∩ R 6= ∅ である．確率
1 で

⋃
t∈(0,∞)

Kη
t = H であるが，η[0,∞) ∩H 6= H である（SLEκ 曲線間に隙間がある）．

(c) κ ≥ 8 のとき, SLEκ 曲線 η は確率 1 で H を稠密に充填する.

定性的な違いが生じるので，上を称してSLEκ は3相 (three phases)をもつという言い方を
することもある．κ = 4 と κ = 8 が臨界値, あるいは相転移点であるということになる．命題
1.6 の証明は [44, 33, 39] などを参照．
上の命題は SLEκ 曲線の定性的な振る舞いが径数 κ に依存することを述べたものであるが，

κ を特別な値に設定すると，統計力学やフラクタル物理学で研究されてきた重要な 2 次元模型
における臨界状態やフラクタル構造を定量的に再現することも知られている．その対応を次に
示した．いずれも双方向矢印の右側は離散モデルにおいてグラフ（格子）上に定義されるラン
ダムな経路（格子経路）であり，そのスケーリング極限とよばれる連続極限が，双方向矢印の
左にある特定の κ の値における SLEκ 曲線に確率測度として弱収束することを意味する．ただ
し，自己回避曲線に関しては未だ予想である．

SLE2 ⇐⇒ ループ除去ランダム・ウォーク (loop-erased random walk)[45]

SLE8/3 ⇐⇒ 自己回避ウォーク (self-avoiding walk)[予想]

SLE3 ⇐⇒ 臨界イジング模型 (critical Ising model) の界面 (interface)[18, 17]

SLE4 ⇐⇒ ガウス型自由曲面模型 (Gaussian free surface model) の等高線 [60, 61, 62]

SLE16/3 ⇐⇒ 臨界イジング模型 (critical Ising model) のFK–界面 (FK-interface)[66, 17]

SLE6 ⇐⇒ 臨界浸透模型 (critical percolation) の探索過程 (exploration process)[65]

SLE8 ⇐⇒ 一様全域木模型 (uniform spanning tree) のランダムなペアノ曲線 [45]

5SLE 曲線は「交差する (intersect)」ことはない．そこで，本稿では「接触する (osculate)」という言い回しを使
うことにした．



さらに，ベファーラ [11] によって，SLEκ 曲線のハウスドルフ次元 dHκ のκ 依存性が明らか
にされた: dHκ = 1 + κ/8 (κ ∈ (0, 8)), dHκ = 2 (κ ≥ 8).

SLEκ と共形場理論（conformal field theory）との関係は重要である．ヴィラソロ中心元 c

とスケーリング次元 h (共形ウェイトともよばれる，ヴィラソロ代数の表現における最大ウェイ
トのこと) は径数 κ と c = cκ :=

(6 − κ)(3κ− 8)

2κ
, h = hκ :=

6 − κ

2κ
という関係式を満たす [9]．

1.3. 多重 SLE 駆動過程の選定問題
シュラムの発想に従って，(1.3) で与えられる多重レヴナー方程式を確率過程としたい．それ
には，駆動過程を確率過程として与えればよいことになる．N 重 SLE を与えるためには，R
上の N 変数 (N 粒子)確率過程を指定することになる．これをXt = (X

(1)
t , . . . , X

(N)
t ) ∈ RN ,

t ≥ 0 と書くと，
dgt(z)

dt
=

N∑
i=1

2

gt(z) −X
(i)
t

, t ≥ 0, g0(z) = z ∈ H (1.5)

という方程式を解くことになる．これを多重シュラム・レヴナー方程式 (multiple SLE equation)

とよび，その解 (gt)t≥0 を多重シュラム・レヴナー発展 (multiple SLE evolution) とよぶこと
にする．両者とも多重 SLEと略称することにする．
問題は，この駆動関数 (Xt)t≥0 をどのような指導原理に従って与えるのが妥当であるか，と

いうことである．シュラム [59] が SLE の駆動関数としてブラウン運動を用いた際に行ったの
と同様な考察を行うことにより，バウアー・ベルナール・キトラ [10], および グラハム [28] は
次を結論づけている．(i) (Xt)t≥0 は半マルチンゲールである．(ii) Xt = (X

(1)
t , · · ·X(N)

t ), t ≥ 0

の 2 次変動を，κ > 0 として，〈dX(i)
· , dX

(j)
· 〉t = κδijdt, i, j = 1, . . . , N, t ≥ 0 としても一般性

を失わない．これに従うと (Xt)t≥0 は，(B
(i)
t )t≥0, i = 1, . . . , N を互いに独立な 1 次元標準ブ

ラウン運動として，次の形の確率微分方程式に従うことになる：

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + F (i)(Xt)dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (1.6)

ここで，F (i), i = 1, . . . , N は時刻 t には陽には依存しないものと仮定する．「F (i)(X), i =

1, . . . , N の X ∈ RN 依存性をどのように設定すべきか」がここでの問題設定となる．
上述の多重 SLE駆動過程の選定問題に対して，次のような観点から研究がなされている：(i)共

形場理論との対応 [15, 10], (ii)可換 SLE条件 [22], (iii) 1本の SLEに対する絶対連続性 [28], (iv)

統計力学模型からの考察 [15, 10, 42], (v)径数付け不変性 [28]. このうち，(i)の共形場理論との対
応に基づく構成がもっとも系統系であるとともに，複数の SLE曲線の時間発展則に対して可換条
件を課す (ii)の方法も等価な結論を導くことを確認することができる [41]．(i)では (1.6)の有界
変動項を定める関数 {F (i)}Ni=1 はSLE 分配関数とよばれる関数Z = Z(x),x = (x(1), . . . , x(N))

を用いて，F (i)(x) = 2
∑

1≤j≤N,j ̸=i

1

x(i) − x(j)
+ κ

∂

∂x(i)
logZ(x) で与えられる．Z は微分演算子

D(i) :=
κ

2

∂2

∂x(i)
2 − 2

( ∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

x(i) − x(j)
∂

∂x(j)
+

hκ

(x(i) − x(j))2

)
, i = 1, . . . , N (hκ はスケー

リング次元) に対して，D(i)Z(x) = 0, i = 1, . . . , N の解として定められる．この式は共形場
理論におけるべラビン・ポリヤコフ・ザモロチコフ方程式 [12]の特別な場合と見なすことがで
きる．その解は一般には複雑なものとなるが，[10] に極めて簡単な解の一例が与えられている．
それは, Z(x) =

∏
1≤i<j≤N

(x(j) − x(i))2/κ である．これは κ
∂

∂x(i)
logZ = 2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

x(i) − x(j)

を与えるので，F (i)(x) = 4
∑

1≤j≤N,j ̸=i

1

x(i) − x(j)
, i = 1, . . . , N と定まる．したがって，この場



合には R 上の N 変数 (N 粒子)確率過程として

dX
(i)
t =

√
κdB

(i)
t + 4

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

X
(i)
t −X

(j)
t

dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (1.7)

が選ばれることになる．ここで t→ t/κという時間変更を行い，Λ
(i)
t := X

(i)
t/κ, t ≥ 0, i = 1, . . . , N

と書くことにする．さらに，
β =

8

κ
(1.8)

とおくと，(1.7) は次の確率微分方程式系に変換される：

dΛ
(i)
t = dB

(i)
t +

β

2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

Λ
(i)
t − Λ

(j)
t

dt, t ≥ 0, i = 1, . . . , N

この確率過程 (Λt)t≥0 はランダム行列理論 [5, 3, 47, 26, 8]において，径数 β をもつダイソンの
ブラウン運動模型とよばれ，非常によく研究されている [2, 6, 25, 33] (付録 A.1 節を参照). 本
講演では，(1.8) の下，上述の自明な時間変更をする前の (1.7) を径数 8/κ をもつダイソンの
ブラン運動模型とよぶことにする．
T ∈ (0,∞) を指定し，Y (i)

T ;t := X
(i)
T−t, t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N とおくと，

dY
(i)
T ;t =

√
κdB

(i)
t − 4

∑
1≤j≤N,

j ̸=i

1

Y
(i)
T ;t − Y

(j)
T ;t

dt, t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , N (1.9)

が得られる．(1.9) の解として与えられる (YT ;t)t∈[0,T ] をここでは，時間区間 [0, T ] における径
数 β = 8/κ をもつ後進ダイソン・ブラウン運動模型とよぶことにする [34, 40]．
本講演は，多重 SLEの駆動確率過程 (Xt)t≥0 としてダイソンのブラウン運動模型が選ばれる

からくりを，より確率論的に説明しようとするものである．ここでは，ガウス型自由場（GFF)

から生成されるリウビル 2 次元重力に着目し，その共形変換則に対する考察からシェフィー
ルドとミラー [64, 48, 49, 50, 51] が導入した量子曲面 (quantum surface) と虚曲面 (imaginary

surface)とよばれる拡張GFFを考察する．その上で，多重 SLE をこれらの確率場と結合させ
ることによって，その駆動過程選定問題に答えようという試みである [4, 34, 35, 36, 40].

2. ガウス型自由場（GFF）の構成と基本的な性質
2.1. ボホナー・ミンロスの定理
複素平面上の単連結領域 D ⊊ C を考える．これは有界であるものと仮定する．まずはじめ
は，ヒルベルト空間 H が L2(D,m(dz)) 空間として実現される場合を考えることにする．こ
こで，m は C 上のルベーグ測度m(dz) = dRe z dIm z =

√
−1dzdz/2 を表し，内積は 〈f, g〉 :=∫

D f(z)g(z)m(dz), f, g ∈ L2(D,m(dz)) で与えられる．∆ を L2(D,m(dz)) におけるディリク
レ・ラプラシアンとする．いま D は有界としているので，−∆ は正の離散的な固有値をもつ．

−∆en = λnen, en ∈ L2(D,m(dz)), n ∈ N

ここで，固有値は0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · となるように順番付ける．このとき固有関数の列 {en}n∈N
はL2(D,m(dz)) の完備正規直交関数系を与える．
ディリクレ内積を次式で定義する．

〈f, g〉∇ :=
1

2π

∫
D

(∇f)(z) · (∇g)(z)m(dz) (2.1)



この内積による C∞
c (D)の完備化空間をW (D)と書くことにする．ノルムを‖f‖∇ =

√
〈f, f〉∇,

f ∈ W (D) と記す．ここで，un :=
√

2π/λn en, n ∈ N と定義すると，{un}n∈N は，W (D) に
対して完備正規直交関数系を与えることになる．
un の実係数形式無限和全体が成す空間を Ĥ(D) とする．この空間は写像 Ĥ(D) 3 f :=∑
n∈N f̂nun 7→ (f̂n)n∈N ∈ RN により，RN と同型と見なせる．また，この Ĥ(D) の部分空間と

して，W (D)は 2乗総和可能数列空間ℓ2(N) ⊂ RN と同型である．Ĥ(D)に含まれる2つの無限
和f =

∑
n∈N f̂nun, g =

∑
n∈N ĝnun に対して

∑
n∈N |f̂nĝn| <∞ であるとき，この 2 つに対し

て 〈f, g〉∇ :=
∑

n∈N f̂nĝn と書き，これを f と g のペアリングということにする．f, g ∈W (D)

であるならば，当然このペアリングはディリクレ内積 (2.1) に等しい．
各 a ∈ R に対して 〈f, g〉a := 〈(−∆)−af, (−∆)−ag〉∇, f, g ∈ Ha(D) を内積とするヒルベルト

空間を考えることにする．ノルムは ‖ · ‖a :=
√

〈·, ·〉a．これを Ha(D) と記す．特に a = 1/2

とすると，〈f, g〉1/2 =
〈

(−∆)−1/2f, (−∆)−1/2g
〉
∇

= 〈f, g〉/(2π), f, g ∈ H1/2(D). したがって，
H1/2(D) は L2(D,m(dz)) と同一視できる.

以上の設定の下，次の 2 つの補題が証明される [1]．
補題 2.1. a < b ならば，Ha(D) ⊂ Hb(D).

補題 2.2. Ha(D) と H−a(D) はディリクレ内積に関して双対なヒルベルト空間を成す．

上述のようにH1/2(D) ' L2(D,m(dz)) であるので，a > 1/2 のときには Ha(D) の元は関数
ではなく，超関数である．ヒルベルト空間の族 {Ha}a<−1/2 の共通部分E(D)∗ :=

⋂
a<−1/2

Ha(D)

はノルムの族 {‖ · ‖a}a<−1/2 に同伴するフレッシェ空間である．その双対空間は補題 2.2 より
E(D) :=

⋃
a>1/2

Ha(D)で与えられることになる．また，補題 2.1より包含関係E(D)∗ ⊂W (D) ⊂

E(D) の成立が結論される [63, 1]．ここで，(E(D)∗,W (D), E(D)) はゲルファントの三つ組みと
よばれる．ΣE(D) := σ({〈·, f〉∇ : f ∈ E(D)∗}) とする．
ボホナー・ミンロスの定理とよばれる次の定理が成り立つ [29, 63, 1]．

定理 2.3. ψ を W (D) 上の連続な正型関数であり，ψ(0) = 1 であるものとする．このとき
(E(D),ΣE(D)) 上の確率測度 P でψ(f) =

∫
E(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈ E(D)∗ を満たすものが

唯一存在する．
以下では特に Ψ(f) := e−∥f∥2∇/2 の場合を考える．このときには，上の定理における関数 f

の集合を E(D)∗ から W (D) に拡張することができる [1]．よって，(E(D),ΣE(D)) 上の確率測
度 P として次を満たすものが定義されることになる．

e−∥f∥2∇/2 =

∫
E(D)

e
√
−1⟨h,f⟩∇P(dh), f ∈W (D) (2.2)

定義 2.4. 確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) において，等長写像

H : W (D) → L2(ΩGFF,FGFF,PGFF)

があり，各 f ∈W (D) に対して，〈H, f〉∇ が平均零のガウス確率変数を与えるものとする．こ
のとき，対 ((ΩGFF,FGFF,PGFF),H) をディリクレ境界ガウス型自由場(Gaussian free field

: GFF) という．
各 f ∈ W (D) に対して，h 7→ 〈h, f〉∇, h ∈ E(D) によって与えられる確率変数をH(f) :=

〈H, f〉∇ ∈ L2(E(D),P) と書くことにする．すると (2.2) より，対 ((E(D),ΣE(D),P),H) は定



義2.4 を満たすことになる．以下では，確率空間 (ΩGFF,FGFF,PGFF) := (E(D),ΣE(D),P) の
参照を省略して，単に H をディリクレ境界の下でのGFF と称することにする．GFF H とペ
アリングをとるf ∈W (D) は，確率場 H に対するテスト関数の役割をする．
この定義より，(2.2) は

EGFF[e
√
−1⟨H,f⟩∇ ] = e−∥f∥2∇/2, f ∈W (D) (2.3)

と書けることになる．この式から，ガウス確率変数の族 {〈H, f〉∇ : f ∈ W (D)} のすべての
モーメントが計算できることになる．例えば，共分散は

Cov[〈H, f〉∇, 〈H, g〉∇] := EGFF
[
〈H, f〉∇〈H, g〉∇

]
= 〈f, g〉∇, f, g ∈W (D)

で与えられる．よって, 分散は Var[〈H, f〉∇] := EGFF
[
〈H, f〉2∇

]
= ‖f‖2∇, f ∈ W (D) となる．

θ ∈ R という径数を導入し，(2.3) で f → θf と置き換えた上で，上の結果を用いると次が導
かれる．
補題 2.5. ディリクレ境界GFFの特性関数は次で与えられる．

EGFF[e
√
−1θ⟨H,f⟩∇ ] = e−(θ2/2)Var[⟨H,f⟩∇], θ ∈ R, f ∈W (D)

2.2. ディリクレ境界 GFF の共形不変性
D,D′ ⊊ C はいずれも単連結領域であり，φ : D′ → D を共形変換とする．
補題 2.6. ディリクレ内積 (2.1) は共形変換不変であり，等式 ∫

D(∇f)(z) · (∇g)(z)m(dz) =∫
D′(∇(f ◦ φ))(z) · (∇(g ◦ φ))(z)m(dz) がすべての f, g ∈ C∞

c (D) に対して成り立つ．
この補題より，φ の引き戻しφ∗ : W (D) 3 f 7→ f ◦ φ ∈ W (D′) は等長変換であることにな

る．このことより，これまでは有界な単連結領域の上だけでGFFを定義していたが，以下の
ように，非有界な単連結領域上の GFF を定義することができる：領域 D′ は有界であり，こ
の上でGFFが定義されているものとする．いま，領域 D は非有界であるとする．このとき，
{〈φ∗H, f〉∇ : f ∈ W (D)} を等式 〈φ∗H, f〉∇ := 〈H,φ∗f〉∇, f ∈ W (D) が成り立つように定
義することにする．その結果, GFFの共分散の変換則は，次のように与えられることになる：
f, g ∈W (D) に対して，

Cov[〈φ∗H, f〉∇, 〈φ∗H, g〉∇] = EGFF
[
〈φ∗H, f〉∇〈φ∗H, g〉∇

]
= 〈φ∗f, φ∗g〉∇ = 〈f, g〉∇

= EGFF
[
〈H, f〉∇〈H, g〉∇

]
= Cov[〈H, f〉∇, 〈H, g〉∇]

H の引き戻しに対してφ∗H = H ◦ φ という等式が成り立つものと解釈する．上の等式をもっ
て, ディリクレ境界GFFは共形変換不変であるという．
2.3. ディリクレ境界 GFF の共分散核
形式的に部分積分を行うと 〈H, f〉∇ = (1/2π)

∫
DH(z)(−∆f)(z)m(dz) = (1/2π)〈H, (−∆)f〉 と

いう式変形ができる．そこで我々は，

〈H, f〉 := 2π〈H, (−∆)−1f〉∇, f ∈ D((−∆)−1)

と定義することにする．ここで，D((−∆)−1) は (−∆)−1 の定義域を表す．(−∆)−1 は積分演算
子として

((−∆)−1f)(z) =
1

2π

∫
D
GD(z, w)f(w)m(dw), a.e. z ∈ D, f ∈ D((−∆)−1)



というように表される．ここで，積分核 GD(z, w) はディリクレ境界条件下のグリーン関数と
よばれる．これを用いると，f, g ∈ D((−∆)−1) であるとき 〈H, f〉 と 〈H, g〉 の共分散は

Cov[〈H, f〉, 〈H, g〉] := EGFF[〈H, f〉〈H, g〉] =

∫
D×D

f(z)GD(z, w)g(w)m(dz)m(dw) (2.4)

と書けることになる．そこで，〈H, f〉 =

∫
D
H(z)f(z)m(dz), f ∈ D((−∆)−1) という略記を

許すことにすると，GFF の共分散核がグリーン関数ということになる：Cov[H(z),H(w)] :=

EGFF[H(z)H(w)] = GD(z, w), z, w ∈ D, n 6= w. 上述の GFF の共形不変性より，共形変
換 φ : D′ → D によってグリーン関数の関数形は不変であり，GD′(z, w) = GD(φ(z), φ(w)),

z, w ∈ D′ のように，単に座標変換 (z, w) → (φ(z), φ(w)) をすればよいことになる．
(2.4) より，C∞

c (D) ⊂ D((−∆)−1) である．以下では，C∞
c (D) に対するガウス確率変数族

{〈H, f〉 : f ∈ C∞
c (D)} をもって，ディリクレ境界 GFF を特定することにする．

例 2.1 D が上半平面H であるとき，

GH(z, w) = log

∣∣∣∣z − w

z − w

∣∣∣∣ = Re log
z − w

z − w
, z, w ∈ H, z 6= w

2.4. 自由境界 GFF

単連結領域 D 上の滑らかな実関数であり，その勾配がコンパクトな台をもつもの全体をC∞
∇ (D)

と書くことにする．D 上の定数関数全体を N と書くと，商空間 C∞
∇ /N はディリクレ内積に

対して前ヒルベルト空間をなす．f ∈ C∞
∇ (D) であるとき，[f ] := f + N とし，その完備化空

間をW̃ (D) と書くことにする．このような自由境界条件の下でも，以下のようにボホナー・ミ
ンロスの定理が成り立つ．
定理 2.7. 確率空間 (Q,BQ, P̃) と確率変数の族 {〈H̃, [f ]〉∇ ∈ L2(Q,BQ, P̃) : [f ] ∈ W̃ (D)}があ
り，次を満たす：[f ], [g] ∈ W̃ (D), a, b ∈ R に対して (H̃, a[f ] + b[g])∇ = a(H̃, [f ])∇ + b(H̃, [g])∇

が成り立ち， ∫
Q
e
√
−1⟨h̃,[f ]⟩∇P̃(dh̃) = e−∥[f ]∥2∇/2, [f ] ∈ W̃ (D)

ディリクレ境界 GFF のときと同様に，〈H̃, [f ]〉̃ := 2π〈H̃, (−∆)−1[f ]〉∇, [f ] ∈ D((−∆)−1)

と定義する．自由境界 GFF の共分散核を表すグリーン関数を定義するため，(−∆)−1 を積
分作用素として表したいが，[f ] ∈ W̃ (D) は定数分だけの不定性がある．そこで，次のよう
なノイマン境界値問題を考えることにする．すなわち，D 上の適当な関数 ρ と境界 ∂D 上
の法線ベクトル場 v に対して，次を満たす D 上の関数 h を求める：D 内で −∆h = 2πρ,

∂D 上で ∂h

∂n
= v. ここで，∂/∂n は ∂D 上での法線ベクトル場に沿った方向微分を表す．発

散定理より，解 h があるならば ∫
D 2πρ(z)m(dz) =

∫
∂D v(d)ℓ(dz) が成り立つ. (ℓ は ∂D 上

のルベーグ測度.) 逆にこれが成り立てば，解 h が存在し，解は定数分の不定性の除けば一
意に定まる．v = 0 の場合の解は，ノイマン境界グリーン関数 G̃(z, w), z, w ∈ D を用いて
h(z) =

∫
D G̃(z, w)f(w)m(dw), z ∈ D と表せるが，これは [h] ∈ W̃ (D) の1 つの元（特解）を

与えることになる．以上より，[f ] ∈ W̃ (D) への (−∆)−1 の作用は，2 つのステップを踏んで
考えればよいことになる．まず，[f ] の代表元として∫

D f(z)m(dz) = 0 となるものを選び，こ
れを用いて (−∆)−1[f ] =

[ 1

2π

∫
D
G̃(z, w)f(w)m(dw)

]
とする．C∞

∇ (D) の部分空間として，上
の意味で代表元となる関数から成る空間を 0C∞

∇ (D) :=
{
f ∈ C∞

∇ (D) :
∫
D f(z)m(dz) = 0

} とす
る．そして，f ∈ 0C∞

∇ (D) に対して 〈H̃, f〉 := 〈H̃, [f ]〉̃ と定義することにする．以上の設定よ



り，ガウス確率変数の族 {〈H̃, f〉 : f ∈ 0C∞
∇ (D)} があって，その共分散はノイマン境界グリー

ン関数 G̃ を用いて

EGFF
[
〈H̃, f〉〈H̃, g〉

]
=

∫
D×D

f(z)G̃(z, w)g(w)m(dz)m(dw), f, g ∈ 0C∞
∇ (D)

と表現されることになる．ディリクレ境界 GFFと同様に，略記法 〈H̃, f〉 =
∫
D H̃(z)f(z)m(dz),

f ∈ 0C∞
∇ (D) を導入し，Cov[H̃(z), H̃(w)] := EGFF

[
H̃(z)H̃(w)

]
= G̃(z, w), z, w ∈ D, z 6= w

と書いて，ノイマン境界条件下のグリーン関数を自由境界GFFの共分散核と見なす．

例 2.2 D が上半平面H であるとき，
G̃H(z, w) = − log |(z − w)(z − w)| = −Re log(z − w)(z − w), z, w ∈ H, z 6= w.

2.5. 多重 SLE による GFF の変換
SLE の確率空間と GFF の確率空間とを結合させたものとして (Ω,F ,P) := (ΩSLE × ΩGFF,

FSLE ∨FGFF, PSLE⊗PGFF). を考えることにする．多重 SLE と GFF は以後，(Ω,F ,P) に拡
張して考えることにし，多重 SLE はFt := FSLE

t ∨ {∅,ΩGFF} で定義されるフィルトレーショ
ン (Ft)t≥0 に適合しているものとみなす．

(Xt)t≥0 を駆動過程とする多重 SLE (1.5)が，初期条件 g0(z) = z ∈ Hの下で唯一の解(gt)t≥0

をもつものと仮定する．さらに，この解は R 上に拡張することができてX
(i)
t = gt(η

(i)
t ) を満た

す η
(i)
t , i = 1, . . . , N, t ≥ 0 が得られるものとし，η(i) := {η(i)t : t ∈ [0,∞)}, i = 1, . . . , N と定

義する．これらが，η(i)0 = X
(i)
0 ∈ R, i = 1, . . . , N を起点とするH 内の N 本の截線を成す場合

を考えたい．しかし，これらが 1.1 節で述べた多重截線の条件 (C1′a)–(C3′) を一般に満たす
ことは期待できない．そこで，以下では各 t ≥ 0 に対して，

Hη
t := H

∖ N⋃
i=1

η(i)(0, t] の非有界成分, t > 0 (2.5)

と定義することにする. すると，(1.5) の解 gt は Hη
t を H に写す共形変換であるので，これを

gHη
t
と書くことにする 6．
我々は，共形変換の時間発展である多重 SLE によりGFF が時間の経過とともに変換されて

いく過程を考える．ディリクレ境界グリーン関数と自由境界グリーン関数に対して，
G

gHη
t (z, w) := GH(gHη

t
(z), gHη

t
(w)), G̃

gHη
t (z, w) := G̃H(gHη

t
(z), gHη

t
(w)), t ≥ 0

と書くことにする．また，これらを共分散核としてもつディリクレ境界 GFF と自由境界 GFF

をそれぞれ，H ◦ gHη
t
(·) と H̃ ◦ gHη

t
(·) と記すことにする．

2.6. 後進多重 SLE とそれによる GFF の変換
ある時刻 T ∈ (0,∞) を定めて，多重 SLE の時間反転方程式を次式で定義することにする．

dfTHη
t
(z)

dt
= −

N∑
i=1

2

fTHη
t
(z) − Y

(i)
T ;t

, 0 ≤ t ≤ T, fTHη
0
(z) = fTH (z) = z ∈ H.

これを (時間区間 [0, T ] での) 後進多重シュラム・レヴナー方程式, その解 (fTHη
t
(z))t∈[0,T ] を後

進多重シュラム・レヴナー発展とよび，ともに後進多重 SLEと略称することにする [34, 40]．
共形変換 gT : Hη

T → H の逆変換をg−1
T と書くことにする．これは共形変換 H → Hη

T を与え
る．次を証明することができる．
6多重 SLE と GFF の結合を成立させた結果，駆動過程に対する選定問題が解決するとともに，{η(i)}Ni=1 は確率
1 で截線として実現されることが証明される．また，その定性的な振る舞いも明らかになる [36]. 本稿の本文最
後の定理 3.6 を参照．



補題 2.8. 等式fTHη
T

(z) = g−1
Hη

T
(z), z ∈ H が成り立つ．

ディリクレ境界グリーン関数と自由境界グリーン関数に対して，

G
fT
Hη
t (z, w) := GH(fTHη

t
(z), fTHη

t
(w)), G̃

fT
Hη
t (z, w) := G̃H(fTHη

t
(z), fTHη

t
(w)), t ∈ [0, T ]

と書くことにする．GfT
Hη
t を共分散核としてもつディリクレ境界 GFF をH ◦ fTHη

t
(·) と書き，

G̃
fT
Hη
t を共分散核としてもつ自由境界 GFF を H̃ ◦ fTHη

t
(·) と記す．

3. 拡張 GFF と多重 SLE の結合
3.1. 量子曲面
γ ∈ [0, 2) とする．単連結領域 D ⊊ C においてディリクレ境界 GFF H に対して極限測度

µH(dz) := lim
ε→0

εγ
2/2eγHε(z)m(dz)

を定める．ここで，各 z ∈ D においてHε(z) は超関数に値をとるディリクレ境界 GFF H を
z を中心とした半径 ε の円周上で平均化したものである 7. この極限測度は，ポリヤコフの2次
元量子重力理論 [55] に対する確率論的定式化としてデュプランティエとシェフィールド [24] に
よって導入されたものであり，ディリクレ境界リウヴィル量子重力とよばれる．ここでは，同
様のことを 2.4 節で導入した自由境界 GFF ((ΩGFF,FGFF,PGFF), H̃) に対して行なったとす
る：µH̃(dz) := lim

ε→0
εγ

2/2eγH̃ε(z)m(dz). この極限測度を自由境界リウヴィル量子重力とよぶこ
とにする．
D′ ⊊ C を D とは別の単連結領域とし，φ : D′ → D を共形変換とする．いま，A を D′ 上

の可測集合とする．自由境界リウヴィル量子重力がこの A ⊂ D′ に与える測度は, 引き戻しの
関係式φ∗µH̃(A) = µH̃(φ(A)) によって，領域 D 上に与えられた測度 µH̃ を用いて，

lim
ε→0

∫
φ(A)

εγ
2/2eγH̃ε(z)m(dz) (3.1)

によって与えられるであろう．他方これは，D′ 上の領域 A の測度を，A 3 w 7→ φ(w) = z ∈
φ(A) によって座標変換したものと見なすことも可能である．この座標変換によって，GFF が
H̃ → H̃ ◦ φ と変換されるとともに，円周平均をとる円の半径も ε → |φ′(w)|ε というように膨
張・収縮することになる．ここで φ′(w) := dφ(w)/dw である．したがって，(3.1) は

lim
ε→0

∫
A

(|φ′(w)|ε)γ2/2eγ(H̃ε◦φ)(w)|φ′(ω)|2m(dw)

とも書ける．ところが |φ′(w)|γ2/2eγ(H̃ε◦φ)(w)|φ′(w)|2 = exp
[
γ
{
H̃ε ◦ φ+

(
2
γ + γ

2

)
log |φ′|

}
(w)

]
であるから，

Q :=
2

γ
+
γ

2
(3.2)

として，新たに H̃ ◦φ+Q log |φ′| という場を D′ 上に定義してみる．すると，この新しく導入
した場に対応した量子重力が領域 A に与える測度は，上で始めに述べた測度 φ∗µH̃(A) と等し
いことになる．
以上の考察より，次の同値関係を定義することにする．

7各 z ∈ Dに対して，Hε(z)は平均零のガウス確率変数であり，その分散はε ↓ 0でVar[Hε(z)] = log(C(z;D)/ε)+

o(1) と振舞う (C(z;D) は共形半径). したがって，ε ↓ 0 でEGFF[eγHε(z)] ∼ ε−γ2/2 ↑ ∞．この期待値の発散を
打ち消すために因子 εγ

2/2 がかけられている．



定義 3.1. γ ∈ (0, 2) とする．2 つの単連結領域 Di ⊊ C, i = 1, 2 とそれぞれの領域の上での
自由境界 GFF H̃Di , i = 1, 2 から成る 2 つの対 (D1, H̃D1) と (D2, H̃D2) を考える．共形変換
φ : D1 → D2 に対して，PGFF の下，

H̃D1

(law)
= H̃D2 ◦ φ+Q log |φ′| (3.3)

の関係が成り立つとき，この 2 つの対は γ–同値であるという．ただし，Q は (3.2) で与えら
れる．このとき (D1, H̃D1) ∼γ (D2, H̃D2) と書くことにする．

(3.3) の右辺は，共形変換 φ : D1 → D2 に伴うGFF の座標変換 H̃D1 → H̃D2 ◦φ の部分の他
に，Q log |φ′| という項が加算されている．対数関数 log z は複素関数として正則であり，その
実部 Re log z = log |z| と虚部 Im log z = arg z はともに調和関数である．(ただしここで，実
軸の正の向きを角度 0 として，arg z ∈ [0, 2π) と定めるものする.) したがって，上の γ–同値
類は, 調和関数を加えるということによりGFF を拡張したものとなっている．
定義 3.2. 単連結領域 D ⊊ C 上のディリクレ境界 GFF H（あるいは自由境界 GFF H̃）に対
して，決定論的な調和関数 u を加えたH + u（あるいは H̃ + u）を拡張 GFFという．
定義 3.1 で定義されたγ–同値類を成す拡張 GFF を，シェフィールド [64] に従って量子曲面

(quantum surface) とよぶ．
3.2. 虚曲面
D ⊊ C を単連結領域とする．まずは h ∈ C∞

c (D) として滑らかなベクトル場 e
√
−1(h/χ+θ) を考

えることにする．ただし，χ と θ は実の径数とする．このベクトル場のフローを考える．出発
点を領域の境界上の 1 点 x ∈ ∂D として，そこをスタートするフロー線が時刻 t ≥ 0 で径数付
けられているものとする．これを η := {ηt : t ∈ [0,∞)} と書くことにして，次の常微分方程式
に従って定まるものと仮定する

dηt
dt

= e
√
−1{h(ηt)/χ+θ}, t ≥ 0, η0 = x ∈ ∂D (3.4)

また，D とは別の単連結領域 D′ ⊊ C を考え，共形変換 φ : D′ → D で変換されるものと
する．上で定めたフロー線 η を φ によって D′ 内に引き戻したものを，η̂t := φ−1 ◦ ηt ⇐⇒
φ(η̂t) = ηt とする．後者の式の両辺を t で微分すると φ′(η̂t)dη̂t/dt = dηt/dt となる．ここ
で φ′(z) := dφ(z)/dz であるが，これを φ′(z) = |φ′(z)|e

√
−1argφ′(z) と極座標表示して，少し

式変形すると，dη̂t/dt = e
√
−1{(h◦φ−χargφ′)(η̂t)/χ+θ}/|φ′(η̂t)|, t ≥ 0 を得る．ここで時間変更

t → τ = τ(t) を t =
∫ τ
0 ds/|φ

′(η̂s)| に従って行い，η̃t := η̂(τ(t)) と書くことにすると，上の方
程式は

dη̃t
dt

= e
√
−1{(h◦φ−χargφ′)(η̌t)/χ+θ}, t ≥ 0

となる．時間変更して径数を変えてもフロー線はそのままであるから, フロー線を決めるベク
トル場を与える関数 h としては，D 上の h とD′ = φ−1(D) 上のh ◦ φ− χargφ′ は等価と見
なせることになる．
ミラー と シェフィールド は，ディリクレ境界 GFF H に対して，上と同様の考察を行った

[48, 49, 50, 51]. その結果，次のような同値関係を定義した．
定義 3.3. χ ∈ R とする．2 つの単連結領域 Di ⊊ C, i = 1, 2 とそれぞれの領域の上でのディ
リクレ境界 GFF HDi , i = 1, 2 から成る2 つの対 (D1,HD1) と (D2,HD2) を考える．共形変換
φ : D1 → D2 に対して，PGFF の下，HD1

(law)
= HD2 ◦ φ− χargφ′ の関係が成り立つとき，こ

の 2 つの対は χ–同値であるといい，(D1,HD1) ∼χ (D2,HD2) と書くことにする．



argφ′ は調和関数であり，χ–同値類を成す確率場も拡張 GFF であるといえる．ミラー・シェ
フィールド [48]に従って，この χ–同値類を虚曲面 (imaginary surface)とよぶことにする．([64]

では，これをAC曲面 (AC surface) とよんでいる．AC は altimeter (高度計)と compass (方
位磁針)を意味する.)

3.3. 拡張 GFF に値をとる確率過程とその定常性
これまでと同様に，H 上のディリクレ境界 GFF を H, 自由境界 GFF を H̃ と記す．次のよう
な時間発展系を導入する．

H̃t(·) := H̃ ◦ fTHη
t
(·) +Q log

∣∣∣fTHη
t

′
(·)

∣∣∣ +
2√
κ

N∑
i=1

log
∣∣∣fTHη

t
(·) − Y

(i)
T ;t

∣∣∣ , 0 ≤ t ≤ T <∞,

Ht(·) := H ◦ gHη
t
(·) − χarg gHη

t

′(·) − 2√
κ

N∑
i=1

arg (gHη
t
(·) −X

(i)
t ), t ≥ 0. (3.5)

定義より，H̃0 = H̃, H0 = H である．
(3.5) の 2 つの式の第1項は，それぞれ 2.6 節と2.5 節で述べた多重 SLE による GFF の変

換である．それらに第 2項を加えることで，3.1 節と 3.2 節で導入した量子曲面と虚曲面の形
になっている．それぞれ N 個の関数の和から成る第3項が，多重 SLE とこれらの確率場との
結合の仕方を指定するものである．各時刻 t ≥ 0 で，これらは Hη

t の上では調和関数であるの
で，第 1項と（N和から成る）第 3項の和は定義 3.2 の意味で Hη

t 上の拡張 GFF である．し
たがって，H̃t と Ht は全体として，それぞれ Hη

t 上の量子曲面と虚曲面の形になっている．
1つのブラウン運動 √

κBt, t ≥ 0 で駆動されるシュラムが導入した元来の SLEκ とGFF との
結合は，デュベダ [23], シュラム・シェフィールド [62], シェフィールド [64], ミラー・シェフィー
ルド [48, 49, 50, 51] で研究されている．そこでの「結合関数」は (2/

√
κ) log |fTHη

t
(·) −

√
κBt|，

および−(2/
√
κ)arg (gHη

t
(·) −

√
κBt) であった．その結果，κ > 0 に対して，

γ =
√
κ, Q =

2√
κ

+

√
κ

2
, χ =

2√
κ
−

√
κ

2
, (3.6)

としたときに限り，SLEκ と GFFとの結合が成立することが証明された [23, 64, 48, 49, 50, 51].

我々はこれらの関数の和を結合関数として採用した．共形場理論からの考察 [32] より，κ 6= 4

のときには，これが可能な唯一のものであることが越田により示されている [40].

この結合関数には log |fTHη
t
(·)−Y (i)

T ;t| やarg (gHη
t
(·)−X(i)

t ) があり，これらはSLE 曲線 η(i) の
上では (一意に)定義されない．ここでは，H 内の開集合 A を選び，A が Hη

t に含まれている間
だけに時間区間を限定して考えることにする．そのために A として，vA := inf{Im z : z ∈ A}
としたとき，vA ≥ ∃δ > 0 であるものだけを考えることにする．すなわち，領域 A と実軸の間
に隙間があるものとする．このような Aに対して (Ft)t≥0–停止時刻τA := sup{t ≥ 0 : A ⊂ Hη

t }
と定義すると τA > 0 であり，t ∈ [0, τA] の間はこの領域 A の中に SLE 曲線が侵入してくる
ことはなく，A 内のすべての点に対して (3.5) が定義される．よって，テスト関数 f ∈ C∞

c (H)

として，supp (f) ⊂ A であるものだけを採用することにすれば，(3.5) を拡張 GFF 値確率過
程と見なすことができることになる．
以上のような制限はあるが，我々は多重 SLE と GFF との結合を，この2者を結合すること

で得られる拡張 GFF 値確率過程が定常性をもつことをもって定義したい．
定義 3.4. vA ≥ ∃δ > 0 である領域 A に対して，(Ft)t≥0–停止時刻 τA を上述のように定め,

0 < T < τA とする. 多重 SLE とその後進版の駆動過程が，それぞれ (Xt)t≥0 と (YT ;t)t∈[0,T ]

で与えられたとき，supp (f) ⊂ A であるすべてのf ∈ C∞
c (H) に対して，

〈H̃0, f〉
(law)
= 〈H̃t, f〉, 〈H0, f〉

(law)
= 〈Ht, f〉, t ∈ [0, T ]



が成り立つものとする．このとき，多重 SLE と GFF の間に結合が成立するという．
γ,Q, χ という拡張 GFF のパラメータは，先行研究と同じく，パラメータ κ > 0 により (3.6)

のように与えられるものとする．以下が，本講演の主定理である [34, 35, 36]．
定理 3.5. (Xt)t≥0 が径数 β = 8/κ のダイソンのブラウン運動模型 (1.7) であり，(YT ;t)t∈[0,T ]

が径数 β = 8/κ の時間区間 [0, T ] における後進ダイソン・ブラウン運動模型 (1.9) であるとき
に限り，多重 SLE と GFF との間に結合が成立する．

(3.5) の H̃t およびHt の表式のうち，第 1項を除いた部分，すなわちHη
t 上の調和関数の部

分をそれぞれ，h̃t, ht と書くことにする．定理 3.5 は次の事実によって証明される．駆動過程
として径数 β = 8/κ のダイソンのブラウン運動模型，およびその後進版を選定した場合に限
り，各 z ∈ A において (h̃t(z))t∈[0,T ] と (ht(z))t∈[0,T ] は連続局所マルチンゲールとなり，それら
の相互変動過程は

d〈h̃·(z), h̃·(w)〉t = −dG̃
fT
Hη
t (z, w), d〈h·(z), h·(w)〉t = −dGgHη

t (z, w), z, w ∈ A

で与えられる．これは，多重 SLE により変換されたことにより生じた GFF の共分散核の増
分は，結合された多重 SLE からの寄与によって完全に打ち消されることを意味する．その結
果，定常性が実現されることになるのである．
上で (3.5) で与えられた H̃t と Ht はそれぞれ量子曲面と虚曲面の形をしていると述べた．

これらの拡張 GFF は，定義 3.1 および定義 3.3 では γ–同値類と χ–同値類として定められ
たが, 定理 3.5 はこの 2 つの同値類の元が多重 SLE に伴なう時間発展として実現されるこ
とを意味している．H と初期値である元来の GFF の対は，これら同値類の代表元を与える：
(Hη

t , H̃t) ∼γ (H, H̃0), (Hη
t ,Ht) ∼χ (H,H0), t ≥ 0.

3.4. 多重 SLE の 3 相
本稿冒頭の 1.1 節後半で述べたように，多重截線は元来は多時刻 s = (s(1), . . . , s(N)) で径数
付けられたものであった．それらが1つの時刻 t ≥ 0 に従って「均一に」時間経過する場合を
特にここでは多重レブナー発展とよび，その確率過程版を扱ってきた．しかし，多重截線の時
間発展を不均一にすることも可能である．例えば，i ∈ {1, . . . , N} を１つ選び，s(i) のみを時
間経過させたとすると，i 番目の截線 η(i)(0, s(i)] のみがH 内で成長することになる．この場
合，他の截線は実軸 R 上の起点 η

(j)
0 = X(j), j 6= i として留まるが，η(i)

s(i)
の成長に伴ない, こ

れにより駆動される SLE によってR 上を運動し，X(i)
s と相互作用することになる．このよう

な系は，截線は1本のままではあるがシュラムの SLEκ を拡張したものであり，SLE(κ,ρ) とよ
ばれる [21]. 不均一な多時刻発展をする多重 SLE は，ある種の可換条件の下，均一時刻多重
SLE と共形変換によって関係付けられる [22]. デュベダ [23] が指摘しているように，SLE(κ,ρ)

と GFF の結合は共形共変性とよぶべき変換性をもつ．この特性を利用することにより，ミュ
ラー・シェフィールド [48] などの先行研究との比較が可能となる．さらに，ダイソンのブラウ
ン運動模型に関する知見を援用することにより，次を証明することができる [36].

定理 3.6. (Xt)t≥0 を径数 β = 8/κ をもつダイソンのブラウン運動模型とし，これにより駆動
される多重 SLE を (gt)t≥0 とする．以下が確率 1 で成立する．各 i = 1, . . . , N に対して，極
限η

(i)
t = limε↓0 g

−1
t (X

(i)
t +

√
−1ε) がすべての時刻 t ≥ 0 において存在し，η(i) = η(i)[0,∞) は

連続曲線を成す．また，limt→∞ |η(i)t | = ∞ である．さらに κ 依存性に関して次が成り立つ．
(a) κ ∈ (0, 4] のとき，確率 1 で，η(i), i = 1, . . . , N は各々単純曲線であり，互いに接触する

ことはなく，また，η(i) ⊂ H である．

(b) κ ∈ (4, 8) のとき，正の確率で，η(i), i = 1, . . . , N は自己接触するとともに，互いに接触
し，また，実軸 R とも接触する．



(c) κ = 8 のとき，η(i), i = 1, . . . , N は，確率 1 で H を充填する．
径数 β をもつダイソンのブラウン運動模型は β ≥ 1 の場合に確率 1 で非衝突過程である

[2, 56, 16, 27]. 定理 3.6 の主張が κ = 8/β ≤ 8 に限られているのは，この径数領域に対応して
のことである．駆動過程が衝突を起こすときには，多時刻径数付けされた多重截線を 1 時刻径
数付けすることはできないであろう．κ > 8 のときの多重 SLE 曲線の特徴づけは今後の課題
の1つである．
4. おわりに
ランダム行列理論に関連する多粒子確率過程は多くのバリエーションが考えられる [2, 6, 13, 14,

37, 33]．そのため，多岐に亘る研究が盛んである．これに応じて，ここで扱ったダイソンのブラ
ウン運動模型で駆動される多重 SLE にもいくつかのバリエーションが考えられる [67, 34, 35].

また，ランダム行列に関連する確率過程の流体力学極限 [8]や無限粒子極限 [38, 52, 53, 68, 54]

の研究も盛んである．このうち，流体力学極限に関する計算は多重 SLE に対しても報告されて
いるが [20, 19, 30, 31]，無限粒子極限に関する研究はまだない．本講演では最後に，多重 SLE

と GFF の結合に関連する今後の課題をいくつか述べる予定である．
A. 付録
A.1. ランダム行列理論と関連する多粒子確率過程
N ∈ N に対して，HN をN × N のエルミート行列全体の空間とし，UN を N × N のユニ
タリー行列全体の空間 (ユニタリー群)とする．エルミート条件Mji(t) = Mij(t) を満たす複
素数値過程 (Mij(t))t≥0, i, j = 1, . . . , N , t ≥ 0 を用いて, HN 値過程M(t) = (Mij(t))1≤i,j≤N ,

t ≥ 0 を定義する．空間 S = R と S = R+ := {x ∈ R : x ≥ 0} に対して，ワイル領
域WN (S) := {x = (x1, . . . , xN ) ∈ SN : x1 < · · · < xN} を定義する．また，この閉包を
WN (S) = {x ∈ SN : x1 ≤ · · · ≤ xN} と書くことにする．各時刻 t ≥ 0 において，M(t) を次
のように対角化するユニタリー行列U(t) = (Uij(t))1≤i,j≤N ∈ UN が存在する

U †(t)M(t)U(t) = diag(Λ1(t), . . . ,ΛN (t))

ただしここで，M(t) の固有値を{Λi(t)}Ni=1 と書いた．また，U †(t) はU(t) のエルミート共役
を表す; U †

ij(t) = Uji(t), 1 ≤ i, j ≤ N . 固有値はΛ := (Λ1(t), . . . ,ΛN (t)) ∈ WN (R), t ≥ 0 が成
り立つように番号付けをすることにする．HN値過程の変動dM(t) := (dMij(t))1≤i,j≤N に対し
て，次のような相互変動過程を考える．

Γij,kℓ(t) :=
〈

(U †dMU)ij , (U
†dMU)kℓ

〉
t
, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N, t ≥ 0

次が証明できる [13, 37, 8, 33].

命題 A.1. (Mij(t))t≥0, 1 ≤ i, j ≤ N は半マルチンゲールであるとする．このとき，固有値過
程 (Λ(t))t≥0 は次の連立の確率微分方程式に従う．

dΛi(t) = dMi(t) + dJi(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N

ただしここで，(Mi(t))t≥0, i = 1, . . . , N は相互変動過程 〈Mi,Mj〉t =

∫ t

0
Γii,jj(s)ds をもつマ

ルチンゲールであり，また，(Ji(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N は次式に従う有界変動過程である．

dJi(t) =

N∑
j=1

1(Λi(t) ̸=Λj(t))

Λi(t) − Λj(t)
Γij,ji(t)dt+ dΥi(t), t ≥ 0, i = 1, . . . , N

ただし，1(ω) は条件 ω の指示関数であり，dΥi(t) は (U †(t)dM(t)U(t))ii の有界変動部分を
表す．



ν ∈ N0 := N ∪ {0} として，(Bij(t))t≥0, (B̃ij(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N + ν, 1 ≤ j ≤ N を互いに独
立な 1 次元標準ブラウン運動とする．1 ≤ i ≤ j ≤ N に対して，

Sij(t) =

Bij(t)/
√

2 (i < j)

Bii(t) (i = j)
Aij(t) =

B̃ij(t)/
√

2 (i < j)

0 (i = j)

とおき，Sij(t) := Sji(t), Aij(t) := −Aji(t), t ≥ 0, 1 ≤ j < i ≤ N とする．

例 A.1 Mij(t) := Sij(t) +
√
−1Aij(t), t ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ N として，HN 値確率過程M(t) =

(Mij(t))1≤i,j≤N を考える．すると，t ≥ 0, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N に対して，〈dMij , dMkℓ〉t =

δiℓδjkdt,Γij,kℓ(t) = δiℓ,jk, 〈dMi, dMj〉t = Γii,jj(t)dt = δijdt,Γij,ji(t) ≡ 1が成り立つ．よって，
命題 A.1 より，固有値過程 (Λ(t))t≥0 は，次の方程式で β = 2 としたものに従うことが導か
れる．

dΛi(t) = dBi(t) +
β

2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

dt

Λi(t) − Λj(t)
, t ≥ 0, i = 1, . . . , N (A.1)

ここで，(Bi(t))t≥0, i = 1, . . . , N は，上で用いた (Bij(t))t≥0 や (B̃ij(t))t≥0 とは別の，互いに
独立な 1 次元標準ブラウン運動である．(A.1) を径数 β のダイソンのブラウン運動模型とよぶ
[25, 33].

例 A.2 (N+ν)×N の矩形行列値の確率過程K(t) := (Bij(t)+
√
−1B̃ij(t))1≤i≤N+ν,1≤j≤N , t ≥ 0

を考え，HN 値の確率過程をM(t) = K†(t)K(t), t ≥ 0 で定義する．行列 M は正定値であり，
よってその固有値は非負である：Λi(t) ∈ R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}, t ≥ 0, i = 1, . . . , N . このとき，
t ≥ 0, 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ N に対して, dMij(t) の有界変動部分 = 2(N + ν)δijdt, 〈dMij , dMkℓ〉t =

2(Miℓ(t)δjk +Mkℓ(t)δiℓ)dt, dΥi(t) = 2(N + ν)dt, Γij,ji(t) = 2(Λi(t) + Λj(t)), 〈dMi, dMj〉t =

Γii,jj(t)dt = 4Λi(t)δijdt であることが示せる．よって，命題 A.1 より，(M(t))t≥0 の固有値過
程は次式で β = 2 としたものに従うことになる．

dΛi(t) = 2
√

Λi(t)dB̃i(t) + β
[
(ν + 1) + 2Λi(t)

∑
1≤j≤N,j ̸=i

1

Λi(t) − Λj(t)

]
dt (A.2)

t ≥ 0, i = 1, . . . , N . ただしここで，(B̃i(t))t≥0, i = 1, . . . , N は，矩形行列の成分を与えるため
に用いた (Bij(t))t≥0 と (B̃ij(t))t≥0, 1 ≤ i ≤ N + ν, 1 ≤ j ≤ N とは別の，互いに独立な 1 次
元標ブラウン運動である．
M(t) の固有値の正の平方根は矩形行列 K(t) の特異値を与える. これを Si(t) =

√
Λi(t),

t ≥ 0, i = 1, . . . , N と書くことにする．これらに対する確率微分方程式は (A.2) から次の式で
β = 2 としたもので与えられることが分かる．

dSi(t) = dB̃i(t) +
β(ν + 1) − 1

2Si(t)
dt+

β

2

∑
1≤j≤N,j ̸=i

(
1

Si(t) − Sj(t)
+

1

Si(t) + Sj(t)

)
dt, (A.3)

t ≥ 0, i = 1, . . . , N . (A.3) をブルー・ウィシャート過程とよぶ [14, 69]．我々は [35] で, R+ 上
の (A.3) で駆動される, C の第1象限O := {z ∈ C : Re z > 0, Im z > 0} 内の多重 SLE と GFF

との結合についても議論した．
参考文献
[1] 新井朝雄：「量子数理物理学における汎関数積分法」, 共立出版, 東京 (2010).

[2] 香取眞理，種村秀紀：非衝突過程・行列値過程・行列式過程，数学61 (3) (2009) 225–247.

[3] 木村太郎：「ランダム行列の数理」，森北出版，東京 (2021).

[4] 越田真史：多重SLE/GFF結合から動的ランダム行列理論へ，日本物理学会誌76 (9) (2021) 584–588.



[5] 永尾太郎：「ランダム行列の基礎」，東京大学出版会，東京 (2005).

[6] 長田博文：ランダム行列，「確率論ハンドブック」（伊藤清 企画・監修，渡辺信三，重川一郎 編) 11.5
節，丸善出版，東京 (2012).

[7] 白井朋之，香取眞理：SLE (Schramm–Loewner Evolution),「確率論ハンドブック」（伊藤清 企画・
監修，渡辺信三，重川一郎 編) 11.4 節，丸善出版，東京 (2012).

[8] G. W. Anderson, A. Guionnet, O. Zeitouni: An Introduction to Random Matrices, Cambridge
University Press, Cambridge (2010).

[9] M. Bauer, D. Bernard: SLEκ growth processes and conformal field theories, Phys. Lett. B 543
(2002) 135–138.
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