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概 要
楕円関数拡張をキーワードにして，確率論に関係する２つの話題を取り上げる．前
半は単位円周上の非衝突ブラウン周遊過程とその配置が与える行列式点過程につい
て，後半は円環上の Gauss 型解析関数とその零点分布について議論する．後者は白
井朋之氏（九大 IMI）との最近の共同研究に基づく．途中，テータ関数の基本的な
性質，いくつかの行列式恒等式，また，Hilbert 関数空間の再生核である Bergman
核と Szegő 核について簡単な解説を行う．

1. はじめに

径数 q を導入し，自然数 n ∈ N の類似として

[n]q :=
1− qn

1− q
= 1 + q + · · ·+ qn−1 (1.1)

によって q–数を定義し，これに基づいて関数論や組み合わせ論，あるいは確率論を展開するこ
とを q–拡張（q–類似）とよぶ [22, 10]．q → 1 の極限で [n]q → n となり元の体系に戻る．本稿
の表題にある楕円関数拡張とは，この q–拡張のさらなる拡張であり，そこではθ(qn; p) のよう
な形の複数の（楕円）テータ関数の積やそれらの比を要素として数学的な形式を論じる．新た
な径数 p はノーム（nome）とよばれ，|p| ∈ (0, 1) を満たす複素数で与えられる．p → 0 の極
限で q–拡張に戻る [14, 20, 64, 60, 27, 52, 54, 31, 55, 7] 2.

講演者の力量不足のため，ここでは確率論，特に行列式点過程（determinantal point process;

DPP）に関連して楕円関数拡張を議論することに留める．テータ関数の定義とその基本的性質
はすぐ後に述べるが，まずは，テータ関数がどのような場面で出てくるかを具体的に示す例を
２つ述べることにする．この２つの例に対する考察を展開する形で本講演を行う予定である。

1.1. 単位円周上のブラウン運動

複素平面 C 上に原点を中心とする単位円板D := {z ∈ C : |z| < 1} を考える．ここでは，この
境界である単位円周S := {z ∈ C : |z| = 1} に着目する．以下，虚数単位を i =

√
−1 と書き，
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2行列式恒等式とパフィアン恒等式を系統的に論じたKrattenthaler 氏のレヴュー論文 [41] は有名であるが，そ
の続編として 2005 年に出版された [42] の 5.11 節に楕円関数拡張が取り上げられている．その冒頭の文章が
面白い．In special functions theory there is currently a disease rapidly spreading, generalising the earlier
mentioned q-disease (see Footnote 20). It could be called the“elliptic disease.” 途中にある “q–病”に対する
脚注 20 ([42] p.108, 5.2 節）も是非一読を．オリジンは伊達・神保・国場・三輪・尾角 [14] であると 2017 年３月
にウィーン ESI で開催された研究会のウェッブページhttps://www.mat.univie.ac.at/ schlosse/esi/EHF2017/
に書かれている．本講演者は野海正俊氏の講義や解説記事で楕円関数拡張について教えていただいた．最近のも
のとして伊藤雅彦氏と野海氏の解説記事 [1]を挙げておく．



点 z ∈ S を x ∈ [0, 2π) を用いて z = eix と表すことにする．またこのとき，x ∈ S := [0, 2π)

と書くことにする．
S 上の 1 次元標準ブラウン運動を考える．時刻 t で z = 1 ∈ S ⇔ x = 0 ∈ S を出発するもの

とする．このとき，時刻 t > 0 における位置 z = eix ∈ S ⇔ x ∈ S での確率密度をpS(0, 0; t, x)

と書くことにすると，これは次のように二通りに表わすことができる．

pS(0, 0; t, x) =
1

2π

∞∑
n=−∞

e−n2t/2 cos(nx) =

∞∑
w=−∞

1√
2πt

e−(x+2πw)2/(2t) (1.2)

最初のものは拡散方程式の S 上の基本解をフーリエ解析を用いて解いた結果である．他方２番
目のものは，拡散方程式の R 上の基本解を円周 S 上の経路の回転数 w に関して足し合わせる
ことによって得たものである．そこで，時刻 t に依存した２種類のノームを

pt := e−t, p̃t := e−4π2/t (1.3)

で定義する．すると，上記の推移確率密度は，次節の (2.1) で定義されるテータ関数 θ(z; p) を
用いて

pS(0, 0; t, x) =
1

2π
(pt; pt)∞θ(−p1/2t eix; pt) =

e−x2/(2t)

√
2πt

(p̃t; p̃t)∞θ(−p̃1/2t e−2πx/t; p̃t) (1.4)

というように，やはり二通りに表されることになる. ただし，(p, p)∞ :=
∏∞

n=1(1 − pn) であ
る 3. この等式は，ノーム p のテータ関数からノーム p̃ のテータ関数への変換公式を与える．
これはヤコビの虚数変換とよばれている．（テータ関数の引数をよく見ると，位置を表す変数が
eix から e−2πx/t に変わっていて，あたかも S 上の座標 x が虚数になったように見える．)

1.2. 単位円板上と円環上のGauss 型解析関数

密度 e−|z|2/π をもつ標準複素 Gauss 確率変数の独立同分布列を {ζn : n = 0, 1, . . . } と書くこ
とにして，

XD(z) =
∞∑
n=0

ζnz
n (1.5)

を考える．|ζn|1/n
a.s.−→ 1 であるので，このランダムな Taylor 展開は z ∈ D において確率 1 で

収束し，S は収束域の自然境界となる．これは平均が零の解析的な Gauss 場であり，その分布
は次の共分散核で定まる．

E[XD(z)XD(w)] =
1

1− zw
=: SD(z, w), z, w ∈ D (1.6)

この確率場{XD(z) : z ∈ D}をD上の（複素）Gauss型解析関数（Gaussian analytic functions;

GAF）とよぶ（4.2 節の定義 4.1 を参照）．この相関核 SD は Hardy 空間とよばれるHilbert

関数空間の再生核であり，特に Szegő 核とよばれる（4.1 節参照）．この Gauss 場の零点が与
える点過程ZXD :=

∑
z∈D:XD(z)=0 δz に関して多くの興味深い研究がある [26, 56]. 特に Peres

と Virág [51] はZXD は DPP であり，その相関関数（3.2 節を参照）を指定する相関核（3.5

節の定義 3.8 を参照）は

SD(z, w)
2 = KD(z, w) =

1

(1− zw)2
, z, w ∈ D (1.7)

3楕円関数拡張はノーム p → 0 の極限で q 拡張に戻ると述べたが, 今の場合にはもっと単純で, (p; p)∞ も
θ(−p1/2z; p) もこの極限で 1 になってしまう（次節の (2.5) を参照）．(1.3) の定義より，t→ ∞ で pt → 0 と
なるので，(1.4) の最初の式から，長時間極限では pS(0, 0; t, x)dx は S 上の一様分布λS(dx) := dx/(2π) に収束
することが分かる．他方，t → 0 では p̃t → 0 であるので，(1.4) の２番目の式から，limt→0 pS(0, 0; t, x)dx =

limt→0 e
−x2/(2t)/

√
2πtdx = δ0(dx) となり，x を出発点とするという初期条件を確かに満たしていることが見て

とれる．



で与えられることを証明した．KD は Bergman 空間とよばれる Hardy 空間とは別の Hilbert

関数空間の再生核を与える（4.1参照）．これは，GAF とその零点分布という２つの確率場に
よって，有名な２つの Hilbert 関数空間を結び付ける大変美しい結果である．
実径数 q ∈ (0, 1) を１つ定めて円環Aq := {z ∈ C : q < |z| < 1} を定義する．2019年 8 月に

京大でお会いした際に，白井朋之氏（九大 IMI）が D 上のPeres–Virág の話をAq に拡張した
らどうなるか一緒に考えませんか，と誘ってくださった 4．Hardy 空間 H2(Aq) の再生核（Aq

上の Szegő 核）は

SAq(z, w) =

∞∑
n=−∞

(zw)n

1 + q2n+1
, z, w ∈ Aq (1.8)

で与えられる [50, 53, 46]. そこで我々は，Aq 上の GAF として，次のランダムな Laurent 展
開を考えることにした．

XAq(z) =
∞∑

n=−∞
ζn

zn√
1 + q2n+1

(1.9)

その共分散核 E[XAq(z)XAq(w)] が (1.8) で与えられるからである．XAq(z) は z ∈ Aq のとき
確率 1 で収束し，Aq の外周S := {eiϕ : ϕ ∈ [0, 2π)} と内周 qS := {qeiϕ : ϕ ∈ [0, 2π)} は収束域
の自然境界になっている．(1.8) はノームが p = q2 であるテータ関数を用いて，

SAq(z, w) =
(q2; q2)2∞θ(−qzw; q2)
θ(−q; q2)θ(zw; q2)

, z, w ∈ Aq (1.10)

と書き直すことができる [46]. q → 0 で円環 Aq は単位円板 D に移行する．このときノーム
p = q2 → 0 となる．(1.10) に含まれる (q2; q2)∞, θ(−qzw; q2), θ(−q; q2) はこの極限でいずれ
も 1 になるが，分母にある θ(zw; q2) は 1 − zw になる（次節の (2.5) を参照）．したがって，
SAq はこの極限で（予想通り） SD に移行する．逆に言うと，Aq 上の Szegő 核 SAq はD 上の
Szegő 核 SD の楕円関数拡張であり，よって，我々の GAF (1.9) はPeres–Virág の GAF (1.5)

の楕円関数拡張ということになる．それでは SAq の零点分布もやはりDPP であり，その相関
核は Aq 上の Bergman 空間の再生核で与えられるのであろうか．以下に解説するように，こ
のいずれも否定され，予想外の結果が導かれることになる [38]．

2. テータ関数の定義と基本的性質

pを |p| ∈ (0, 1)を満たす複素数として固定する．次の有限積，あるいは無限積を p–Pochhammer

記号という．

(a; p)n :=

n−1∏
j=0

(1− apj), (a; p)∞ :=

∞∏
j=0

(1− apj)

また，それぞれの積を (a1, . . . , am; p)♯ :=
∏m

k=1(ak; p)♯（♯ = n,∞）と略記する．本稿では，次
式で定義される z の関数をノーム p のテータ関数とよぶ．

θ(z; p) := (z, p/z; p)∞ (2.1)

また，テータ関数の積をθ(z1, . . . , zm; p) :=
∏m

k=1 θ(zk; p) と略記する．n ∈ N に対して，ωk を
1 のk 乗根，たとえばωk = e2πi/k とする．すると，定義 (2.1) より

θ(zk; pk) =
k−1∏
j=0

θ(ωj
kz; p), θ(z; p) =

k−1∏
j=0

θ(pjz; pk) (2.2)

4長谷部高広氏，佐久間紀佳氏，矢野孝次氏，B. Collins 氏によって 2019年 8月 19日–23日に京大数学教室にて
開催された日仏国際会議 Interactions between commutative and non-commutative probability に参加させて
いただいた．そこで，旧友の Nizar Demni 氏が我々に，（2019年 4 月に亡くなった）Jaak Peetre 氏による円環
上のラプラス場に関する研究について議論してきたことがきっかけであった．



が成り立つことが示せる．

注 2.1. 冒頭の (1.1) で定義した q–数 [n]q の階乗を [n]q! := [n]q[n− 1]q · · · [1]q と定義し，これ
を q–階乗とよぶが，q–Pochhammer記号を用いると [n]q! = (q; q)n/(1−q)n と書ける．(1−q)n

が余分に思われるかもしれないが，q–二項係数というものも考えると，(
n

k

)
q

:=
[n]q!

[n− k]q![k]q!
=

(q; q)n
(q; q)n−k(q; q)k

で与えられるので，p–Pochhammer 記号 (a; p)n は（単に径数を q から p に言い直した）p-
階乗 (p; p)n に１変数 a を挿入した変形版と見なすことができる．(実際 (a; p)n は p-shifted

factorial ともよばれる．）テータ関数はその２つの積で (2.1) のように定義されるので，楕円関
数拡張をp–拡張の一種と見なしてしまうこともできる．

注 2.2. テータ関数の記法はいろいろとある．例えば，岩波数学公式 III の第２章では，「Jacobi

の楕円テータ関数」として知られる記法が使われている．そこでの ϑ1(v, τ) と本稿での θ との
関係は（p = q2 := e2τπi として）次式で与えられる．

ϑ1(v; τ) = ie−πvip1/8(p; p)∞θ(e
2πvi; p)

よって，ϑ(v; τ) は無限 p–Pochhammer の３重積（掛ける ie−πvip1/8）である．この３重積は

(p; p)∞θ(z; p) =
∞∑

n=−∞
(−1)np(

n
2)zn (2.3)

と Laurent 展開できる．これが有名な Jacobi の三重積恒等式である．

z の関数として θ(z; p) はC× := {z ∈ C : |z| > 0} で解析的である．零点はすべて一位であ
り，{pn : n ∈ Z} で尽くされる．次の関数等式を満たす．

θ(1/z; p) = −1

z
θ(z; p), θ(pz; p) = −1

z
θ(z; p) (2.4)

前者は反転性，後者は擬周期性とよばれる．両者を続けて用いると，θ(p/z; p) = θ(z; p) とい
う関係式が得られる．
p–Pochhammer 記号を使った定義式 (2.1) から

lim
p→0

θ(z; p) = 1− z (2.5)

であることが容易に確認できる．上の注 2.1 では径数 p は単に q の言い直しとも見なせると
言ったが，p とは別個に q を用意した場合を考えることもできる．そうしておいて，(2.5) で
z = qn としてみると，limp→0 θ(q

n; p) = 1− qn = (1− q)[n]q が得られる．これをもって，q–
数はテータ関数のノーム p → 0 極限（掛ける 1 − q）であると思うこともできる．あるいは，
z = e−2ix とした場合を考えると，limp→0 θ(e

−2ix; p) = 2ie−ix sinx を得るので，p→ 0 極限で
テータ関数は三角関数（や双曲線関数）に帰着される（逆にいえば，テータ関数は三角関数の
p–拡張である）ともいえる．実際，テータ関数は関数等式

θ(xy, x/y, uv, u/v; p)− θ(xv, x/v, uy, u/y; p) =
u

y
θ(yv, y/v, xu, x/u; p) (2.6)

を満たすが，これは三角関数の加法定理の楕円関数拡張と見なすことができる 5．これをWeier-

strass の加法公式とよぶ 6．この応用として次の恒等式を導くことができる．r, x1, x2, a1, a2 ∈
5例えば，x = e−2iϕx , y = e−2iϕy , u = e−2iϕu , v = e−2iϕv として，p→ 0 の極限 (2.5) をとると, 4種類の sine
関数の間の関係式が得られるが，これは三角関数の加法定理の一つ sin(ϕx+ϕy) sin(ϕx−ϕy) = sin2 ϕx− sin2 ϕy

に他ならないことが分かる．この式を (ϕx + ϕy)(ϕx − ϕy) = ϕ2
x − ϕ2

y という初等的な因数分解の式の「三角関
数拡張」と見なしたとすると，その上位にある楕円関数拡張が (2.6) ということになる．

6Riemann の加法定理とよばれることが多いが，Weierstrass の名前を冠するべきであると [40] にあるので，そ
れに従った．



C \ {pn : n ∈ Z} に対して，∣∣∣∣∣∣∣∣
θ(rx1a1; p)

θ(r, x1a1; p)

θ(rx1a2; p)

θ(r, x1a2; p)
θ(rx2a1; p)

θ(r, x2a1; p)

θ(rx2a2; p)

θ(r, x2a2; p)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
x2a2θ(rx1x2a1a2, x1/x2, a1/a2; p)

θ(r, x1a1, x1a2, x2a1, x2a2; p)
(2.7)

左辺の行列式は２つの項の差で与えられるが，通分すると右辺の分母が出てくる．分子に (2.6)

を使うと等式が証明される．Frobenius の行列式恒等式として知られる次式は，(2.7) の多変数
拡張である．n = 2, 3, . . . に対して

det
1≤j,k≤n

[
θ(rxjak; p)

θ(r, xjak; p)

]
=
θ(r
∏n

ℓ=1 xℓaℓ; p)
∏

1≤j<k≤n xkakθ(xj/xk, aj/ak; p)

θ(r; p)
∏n

j=1

∏n
k=1 θ(xjak; p)

(2.8)

ただし，r, xj , aj ∈ C \ {pn : n ∈ Z} とする 7.

本稿では以下，ノームが実数の場合だけを取り扱う：p ∈ (0, 1). このときには, θ(z; p) = θ(z; p)

であり，x ∈ (−∞, 0), あるいは，x ∈ (p2n+1, p2n), n ∈ Z で θ(x; p) > 0 となる．
次の無限級数は Ramanujan の 1ψ1 関数とよばれる．

1ψ1(a; b; p, z) :=

∞∑
n=−∞

(a; p)n
(b; p)n

zn, |b/a| < |z| < 1 (2.9)

有名な Ramanujan の 1ψ1–和公式 [11, 22, 63] とは次のものを指す．

∞∑
n=−∞

(a; p)n
(b; p)n

zn =
(az, p/(az), p, b/a; p)∞
(z, b/(az), b, p/a; p)∞

, |b/a| < |z| < 1 (2.10)

3. 単位円周上の非衝突ブラウン周遊過程と行列式点過程

3.1. 単位円周上の KMLGV 行列式と結合確率密度

本稿の冒頭で，円周 S 上のブラウン運動を一つ考えた．ここでは N ∈ N として，N 個のブラ
ウン運動を考えることにする．0 ≤ s < t < ∞ として，時刻 s での配置をu = (u1, . . . , uN ),

時刻 t での配置をv = (v1, . . . , vN ) とする．いずれにおいても重複点はないものとする．S 上
の重複のない N 点の配置空間WN (S) := {x = (x1, . . . , xN ) ∈ SN : 0 ≤ x1 < · · · < xN < 2π}
はワイル・アルコーブ (Weyl alcove) とよばれる．この N 個のブラウン運動に対して，「時間
区間 [s, t] の間，互いに衝突することがなく，したがって，粒子の順番は保たれたままである」
という条件を課す．強い斥力相互作用をもった粒子系の統計力学模型（vicious walk 模型とよ
ばれる [15]）を得るためである．
Karlin–McGregor [28], Lindström [44], あるいは Gessel–Viennot [23] の議論を思い出す

と，N 個のブラウン運動の時空平面 [s, t] × S 上の非衝突経路全体の確率重率は，行列式
det1≤j,k≤N [pS(s, uj ; t, vk)] で与えられることが予想できる．これを Karlin–McGregor– Lind-

ström–Gessel–Viennot (KMLGV) 行列式 [28, 44, 23] という．この主張のポイントは次のよ
うである．j = 1, . . . , N に対して，j 番目のブラウン運動の経路 (s, uj) ; (t, vj) 全体の確
率重率はpS(s, uj ; t, vj) := pS(0, 0; t − s, vj − uj) で与えられる．(右辺は (1.2) あるいは (1.4)

で定義されたもの．）しかし，N 本の非交差経路全体の確率重率を計算するには，出発点と終
点をそれぞれ u と v の各成分から任意に選んで得られるN × N 個のデータ pS(s, uj ; t, vk),

j, k ∈ {1, . . . , N} が必要となる．これらを各成分としてもつ行列の行列式は成分の N 重積の

7この式は Cauchy の行列式恒等式 det
1≤j,k≤n

[(1− xjak)
−1] =

∏
1≤j<k≤n

(xk − xj)(ak − aj)
/ n∏

j=1

n∏
k=1

(1− xjak) の

楕円関数拡張として [42, 52] などに登場する．そこでは，Frobenius の 1882 年の論文が引用されている．



足し引きを計算した結果得られるが，これがちょうど，接触したり交差したりする経路の確率
重率を差し引いて，非交差経路の分だけを取り出す操作になっているのである．
ところが，上の予想はN が奇数のときには正しいが，偶数のときには正しくないことが 1990

年に Forrester によって指摘された [16]. 円筒状の時空平面 [s, t]× S を巻き付くN 本の非交差
経路を [s, t] × R 上に展開して描いてみた結果である．このパリティ問題は 2004 年になって
Fulmek によって解決された [21] 8. それによると，N が偶数の場合には，(1.2) の２番目の表
式の回転数についての和を交代和に置き直すことになる. これを p̃S と書くことにすると，その
テータ関数表示は

p̃S(0, 0; t, x) :=
∞∑

w=−∞
(−1)w

1√
2πt

e−(x+2πw)2/(2t) =
1

2π
e−ix/2p

1/8
t (pt; pt)∞θ(−eix; pt) (3.1)

で与えられる．p̃S(s, u; t, v) := p̃S(0, 0; t− s, v− u) として行列式det1≤j,k≤N [p̃S(s, uj ; t, vk)] を
計算すると，N が偶数の場合には，これこそが N 本の非交差経路全体の確率重率を与えるの
である．
パリティ変数σ(N) := 1 (N が奇数のとき）σ(N) := 0 (N 偶数のとき）を導入し，

pσS(s, u; t, v) :=

pS(s, u; t, v), σ=1 のとき

p̃S(s, u; t, v), σ=0 のとき
(3.2)

と定義しておくことにする．p
σ(N)
S (s, u; t, v) はN が偶数のとき正値ではないが，Chapman–

Kolmogorov の式は満たす．他方，行列式det1≤j,k≤N [p
σ(N)
S (s, uj ; t, vk)], N ∈ N は上述のよう

に正値であり，0 ≤ t1 < t2 < t3 <∞ に対して Chapman–Kolmogorov の式∫
WN (S)

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (t1, u

(1)
j ; t2, u

(2)
k )] det

1≤j,k≤N
[p

σ(N)
S (t2, u

(2)
j ; t3, u

(3)
k )]du(2)

= det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (t1, u

(1)
j ; t3, u

(3)
k )]

も満たす (du(2) :=
∏N

j=1 du
(2)
j ）

9. よって，行列式 det1≤j,k≤N [p
σ(N)
S (s, uj ; t, vk)] を N 個のブ

ラウン運動からなる粒子系の推移密度と見なすことができる．
ここでは，初期配置と終配置がともに u ∈ WN (S) で与えられる時間区間 [0, T ] での周遊

過程を考えることにしよう．M ∈ N に対して，0 < t1 < · · · < tM < T を満たす時刻の列
(t1, . . . , tM ) に対して，結合確率密度を p

σ(N)
S (t1,x

(1); . . . ; tM ,x
(M);T,u) と書くことにする．

x(m) = (x
(m)
1 , . . . , x

(m)
N ),m = 1, . . . ,M である．

定義 3.1. u ∈ WN (S) を初期配置かつ終配置とする時間区間 [0, T ] での S 上N–非衝突ブラウ
ン周遊過程は，任意の M ∈ N と任意の時刻列 (t1, . . . , tM ) に対して，結合確率密度が次式で
与えられるマルコフ過程である．x(m) ∈ WN (S), ∀m ∈ {1, . . . ,M} のとき，

p
σ(N)
S (t1,x

(1); . . . ; tM ,x
(M);T,u) = det

1≤j,k≤N
[p

σ(N)
S (0, uj ; t1, x

(1)
k )]

×
M−1∏
m=1

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (tm, x

(m)
j ; tm+1, x

(m+1)
k )]

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (tM , x

(M)
j ;T, uk)]

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (0, uj ;T, uk)]

とし，x(m) /∈ WN (S) である時刻 tm がある場合には，p
σ(N)
S (t1,x

(1); . . . ; tM ,x
(M);T,u) = 0

とする．
8Fulmek の論文は離散系（周期的な非交差格子経路）に対するものである．[43] でFulmek の議論の連続極限と
して S 上の非衝突ブラウン運動が定式化されている．他方，永尾太郎氏と Forrester の 2003 年の論文 [49] に
は，このパリティ問題に対して正しい処方箋が示されており，時空相関関数の厳密解が与えられている．

9行列式の公式としては，これは Andréief 恒等式とよばれている．Gram や Heine の名が冠されることも多い．



3.2. 点過程に対する相関関数の定義

上述の定義 3.1 でM = 1, t1 = t の場合を考えると，時刻 t ∈ (0, T ) での配置 x に対する確率
密度が得られる：x ∈ WN (S) に対しては

p
σ(N)
S (t,x;T,u) = det

1≤j,k≤N
[p

σ(N)
S (0, uj ; t, xk)]

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (t, xj ;T, uk)]

det
1≤j,k≤N

[p
σ(N)
S (0, uj ;T, uk)]

(3.3)

であり，x /∈ WN (S) に対してはp
σ(N)
S (t,x;T,u) = 0 である．本稿では，S 上の N–非衝突ブ

ラウン周遊過程が各時刻 t ∈ (0, T ) で与える粒子配置を，径数 t ∈ (0, T ) をもつ点過程として
特徴付けしたい．
点過程について，少し一般的な議論をしておくことにする．S を可分な局所コンパクト・ハ

ウスドルフ空間とし，参照測度（reference measure）として Radon 測度 λ をもつものとする．
S 上の点過程 Ξ の配置空間は

Conf(S) :=
{
ξ =

∑
j

δxj : xj ∈ S, すべての有界な Λ ⊂ S に対して ξ(Λ) <∞
}

で与えられる．確率空間を (Ω,F ,P) とする．n ∈ N に対して，L(∈ N) 個の S の部分領域
Λj ⊂ S, j = 1, . . . , L としてΛj ∩ Λk = ∅, j ̸= k であるものと，

∑L
j=1 nj = n を満たすL 個の

指数 (n1, . . . , nL) ∈ NL
0 を考える．このような条件を満たす任意の{(Λj , nj)}Lj=1 に対して，

E

[
L∏

j=1

(
Ξ(Λj)

nj

)]
=

L∏
j=1

1

nj !
λn(Λn1

1 × · · · × ΛnL
L )

となるような Sn 上の測度 λn があるとき，これを点過程 Ξ の相関測度という．（ただし，組合
せ数

(
N
n

)
:= N !/{n!(N −n)!} に対して，n < 0, n > N のときには

(
N
n

)
≡ 0 と解釈する．）その

上で，相関測度が参照測度の n–直積測度λ⊗n と絶対連続であるとき，その Radon–Nikodym

微分をρn(x1, . . . , xn) と書き，参照測度 λ に対するn–点相関関数という．すなわち，

λn(dx1 · · · dxn) = ρn(x1, . . . , xn)λ
⊗n(dx1 · · · dxn)

が成り立つとき，(S, λ) 上の点過程 Ξ はn–点相関関数 ρn(x1, . . . , xn) をもつという．
3.5 節において，S 上 N–非衝突ブラウン周遊過程が各時刻 t ∈ (0, T ) での粒子配置として与

える S 上の点過程 Ξt について述べる．この点過程は S 上の一様測度λS(dx) = dx/(2π) に対
して相関関数をもち，それらは次節で説明する Rosengren–Schlosser のテータ関数を成分にも
つ行列の行列式によって系統的に与えられることになる．

3.3. Rosengren–Schlosser のテータ関数とMacdonald 分母式

(2.5) で右辺の 1− z を仮に y と置いてみると，左辺のテータ関数は単項式 y を楕円関数拡張
したものと思える．それでは，y = 1− z の多項式の楕円関数拡張は何であろうか．y = 1− z

の n 次多項式に対応するのは，θ の n 次式と思えば良さそうに思える．ところが (2.2) を見る
と，θ の冪数は表示するときのノームの取り方に依存して変わってしまうことに気が付く．そ
れでは，表示方法に依らないノームの本質は何かというと，(2.4) の第２式が表すように，それ
は擬周期である．Rosengren と Schlosser はテータ関数を分類するのに次のような定義をおい
た [52].

定義 3.2. f(z) を C× 上の解析関数とする．次の等式が成り立つとき，f をノルム（norm）r
をもつ An−1 型テータ関数という．

f(pz) =
(−1)n

rzn
f(z)



(2.4) の第２式を上の定義式と見比べると，θ(z; p) はノルム r = 1 の A0 型テータ関数とい
うことになる．ノルム r をもつAn−1 型テータ関数の一般形は，C と b1, . . . , bn を z に依らな
い定数であり

∏n
j=1 bj = r を満たすものとしたとき，f(z) = Cθ(b1z, . . . , bnz; p) で与えられる

[52]．これはノーム p のテータ関数を n 個掛けたものであり，n 次多項式の楕円関数拡張とい
う訳である 10．

注 3.3. 径数 r をノルムとよぶが，これは一般には複素数であり，特に正値である必要はない．

ノームを p に固定した上で，ノルム r をもつ An−1 型テータ関数全体をE(p,n,r) と書くこと
にする．これは n 次元関数空間を成す．n 個の関数を

ψ
(n,r)
j (z; p) := zj−1θ

(
(−1)n−1rpj−1zn; pn

)
= zj−1

n−1∏
k=0

θ
(
ζαj−1ωk

nz; p
)
, j = 1, . . . , n (3.4)

と定義する．ただし，ζn = (−1)n−1r, αn = p とする．次を証明することができる [62].

補題 3.4. {ψ(n,r)
j (z; p)}nj=1 はE(p,n,r) の基底を成す．

Rosengren–Schlosser [52] は次の行列式恒等式を証明した．

命題 3.5. z = (z1, . . . , zn) ∈ (C×)n に対して，

WAn−1(z; p) :=
∏

1≤j<k≤n

zkθ(zj/zk; p) (3.5)

とする. 次の等式が成り立つ．

det
1≤j,k≤n

[
ψ
(n,r)
j (zk; p)

]
=

(p, p)n∞
(pn, pn)n∞

θ
(
r

n∏
ℓ=1

zℓ; p
)
WAn−1(z; p) (3.6)

(3.5)で与えられる WAn−1 はA型の既約被約アフィン・ルート系（irreducible reduced affine

root system）[45] の Macdonald 分母式とよばれる 11．
(2.5) を用いて p→ 0 極限をとると，Rosengren–Schlosser の An−1 型テータ関数は

lim
p→0

ψ
(n,r)
j (z; p) :=

1− (−1)n−1rzn, n = 1 のとき

zj−1, n = 2, . . . , n のとき

となる．これらの関数の張る空間 E(0,n,r) は n 次多項式から成るが，最高次数である n 次の
係数と定数項の比は (−1)n−1r であるという拘束条件が生じるので，空間の次元は n である．
(3.5) の p → 0 極限WAn−1(z; 0) := lim

p→0
WAn−1(z; p) =

∏
1≤j<k≤n

(zk − zj) は Weyl 分母式とよ

ばれる．また，行列式恒等式 (3.6) は次に帰着される．

det
1≤j,k≤n

[
zj−1
k − (−1)n−1rznk δj1

]
=
(
1− r

n∏
ℓ=1

zℓ

) ∏
1≤j<k≤n

(zk − zj) (3.7)

10 p → 0 の極限では，「ノルム r をもつ An−1 型テータ関数」は n 次多項式 a0 + a1z + · · · + anz
n で定数項

a0 と最高次数の係数 an の間に r = (−1)nan/a0 という関係式が成り立つものということになる．したがって,∏n
j=1 bj = r であるような定数 b1, . . . , bn があってC(1− b1z) · · · (1− bnz) の形で与えられる n 次多項式はノ

ルム r をもつ [52]．
11Rosengren と Schlosser は，既約被約アフィン・ルート系の７つの型Rn = An−1, Bn, B

∨
n , Cn, C

∨
n , BCn, Dn

に対して，定義 3.2 と同様に Rn 型テータ関数を定義し，それらの行列式として各 Macdonald 分母式を与えて
いる [52]. ただし，ノーム p とは別の径数であるノルム r を含むのはAn−1 型だけである．また，他のルート系
は Rn というように下付き添え字が n であるが，A 型だけ An−1 と書く．以下，本文中に記したように，p→ 0
極限を見るとこれら A 型の特殊事情を少し理解できた気がする．



r = 0 とすると n 次多項式の空間 E(0,n,r) における上述の拘束条件がなくなり，次数が一つ
下がった n − 1 次多項式全体の空間として E(0,n,0) が得られる．この事柄を逆に言うと，元の
E(p,n,r) は『n− 1』次多項式全体からなる空間を（r–ノルム条件を課した状況で）楕円関数拡
張したものと言える．恒等式 (3.7) で r = 0 とすると，det1≤j,k≤n[z

j−1
k ] =

∏
1≤j<k≤n(zk − zj)

となる．右辺は Vandermonde 行列式であり，これを Weyl の分母公式という．

3.4. Forrester の行列変換と直交性

WN (S) 内の配置として，特に等間隔のものを考えることにする．すなわち，

u0ℓ :=
2π

N
(ℓ− 1), ℓ = 1, . . . , N (3.8)

とし，u0 = (u01, . . . , u
0
N ) とおく．これに合わせて，j, ℓ = 1, . . . , N に対して

ajℓ（p,N) :=
2π

(pN2 ; pN2)∞N
×

p−(j−1)2/2ei(j−1)u0
ℓ , N が奇数のとき

p−(j−1/2)2/2ei(j−1/2)u0
ℓ , N が偶数のとき

と定義しておく．

補題 3.6. 次の等式が成り立つ 12．

N∑
ℓ=1

ajℓ(pt, N) p
σ(N)
S (0, u0ℓ ; t, xk) = ψ

(N,rt)
j (eixk ; pNt)×

1, N が奇数のとき

eixk/2, N が偶数のとき
(3.9)

ただし，

rt = rt(N) :=

−ptN2/2, N が奇数のとき

ptN(N+1)/2, N が偶数のとき
(3.10)

とする．

証明. (1.4), (3.1), (3.2) に従って，p
σ(N)
S をテータ関数で表し，Laurent 展開 (2.3) を行う．そ

れに, n,N ∈ N に対する恒等式
∑N

ℓ=1 e
inu0

ℓ = N
∑∞

m=−∞ 1(n + Nm = 0) を適用する．ただ
し，1(ω) は条件 ω の指示関数であり，ω が満たされれば 1, そうでないときには 0 を与える
ものとする．最後に ψ

(n,r)
j を定義する (3.4) の第１式を用いればよい．ノーム pt は (1.3) の第

１式で与えられているので, pNt = e−Nt = pNt が成り立つ．

いま仮に，(3.9)の左辺のajℓ(pt, N)を (j, ℓ)成分とする行列を A，p
σ(N)
S (0, u0ℓ ; t, xk)を (ℓ, k)

成分とする行列をP と書き，右辺を (j, k) 成分とする行列をΨ と書くことにすると，AP = Ψ

と書けるので，この式を行列 P から行列 Ψ への（行列 A による）変換公式と見なすことがで
きる．両辺の行列式をとると，（行列 A は正則であることが示せるので [34]）3.1 節で議論した
S 上のブラウン運動のKMLGV 行列式 detP が（3.3 節の (3.6) 式でdetΨ と関係付けられる）
A 型既約被約アフィン・ルート系の Macdonald 分母式WAN−1

とが比例関係にあることが結
論される．
ここで，(3.9) の右辺の A 型テータ関数の引数は S 上の点 eixk となっていることに注目す

る．そこで，S 上の線積分によって次のように内積を定義することにする．

⟨f, g⟩H2(D) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eiϕ)g(eiϕ)dϕ (3.11)

12上述の「Forrester のパリティ問題」の影響で，N が偶数のときには右辺に eixk/2 という因子が付いてしまう．
ただ，(3.13) のように，このような表式とその複素共役との積を考える場合には，この因子は相殺される．



この内積は4.1 で Hardy 空間における内積としても使うので H2(D) という添え字をつけてお
くことにする．すると，Rosengren–Schlosser のテータ関数はこの内積に関して次の直交関係
を満たすことが証明できる．

補題 3.7. T ∈ (0,∞) とすると，任意の t ∈ (0, T ) に対して，〈
ψ
(n,rt)
j (·; pt), ψ

(n,rT−t)
k (·; pT−t)

〉
H2(D)

= c
(n,rT )
j (t, T )δjk, j, k = 1, . . . , n

が成り立つ．ただし，

c
(n,r)
j (t, T ) = c

(n,r)
j (T − t, T ) :=

(pnT ; pnT )∞
(pnt; pnt)∞(pn(T−t); pn(T−t))∞

ψ
(n,r)
j (1; pT ) j = 1, . . . , n

である．

証明. (3.4) の第１式で定義された ψ
(n,r)
j に対して Laurent 展開 (2.3) を行う．ここでは，恒

等式 1
2π

∫ 2π
0 ei{(j−k)+(ℓ−m)n}ϕdϕ = 1((j − k) + (ℓ−m)n = 0) を用いる．j, k = 1, . . . , n に対し

て，ℓ,m ∈ Z である場合には，1((j − k) + (ℓ−m)n = 0) = 1(j = k)1(ℓ = m) である．また，
(1.3) より，ptpT−t = pT が成り立つことを用いると，命題が証明できる．

補題 3.7 は，径数が t である関数と T − t である関数との間の直交性を示しており，（t ̸= T/2

の場合には）双直交性（biorthogonality）とよばれる．補題 3.6 と t = T/2 の場合（通常の直
交性の場合）の補題 3.7 とは Forrester のランダム行列の教科書 [19] のpp.216–217 に書かれ
ている 13．ただし，アフィン・ルート系との関連は言及されていない．既約被約アフィン・ルー
ト系の他の６つの型R = B, B∨, C, C∨, BC, D に対しても，この２つの補題に相当する結果
を証明することができる [34]. また，これらの７つの既約被約アフィン・ルート系に随伴する
テータ関数を用いることによって，C 上のある有界領域での面積分によって定義した内積に対
する直交関数系を構成することも可能である [35].

補題 3.7 の結果より，

φ
(N)
j (z, t) :=

1√
c
(N,rT )
j (Nt,NT )

ψ
(N,rt)
j (z; pNt), j = 1, . . . , N, t ∈ (0, T ) (3.12)

と定義すると，{φ(N)
j (·, t) : j = 1, . . . , N, t ∈ (0, T )} は内積 ⟨·, ·⟩H2(D) に対して正規双直交系

を成すことになる．この定義より，S 上の N–非衝突ブラウン周遊過程の時刻 t ∈ (0, T ) での
確率密度 (3.3) は

p
σ(N)
S (t,x;T,u0) = det

1≤j,k≤N
[φ

(N)
j (eixk , t)] det

1≤j,k≤N
[φ

(N)
j (eixk , T − t)] (3.13)

で与えられることになる [34]．また，命題 3.5 の (3.6) より，この確率密度はMacdonald 分母
式と双線形関係

p
σ(N)
S (t,x;T,u0) ∝WAN−1

(eix; pNt)WAN−1
(eix; pN(T−t)), t ∈ (0, T ) (3.14)

にあることが結論される．ただしここで，eix := (eix1 , . . . , eixN ) という略記を用いた 14．

13そればかりではなく，（ノルム r に対して (3.10) と同等の特別な設定をした形ではあるが）命題 3.5 の (3.6) も
Forrester の教科書 [19] の p.216 にProposition 5.6.3 として証明されている．これらの記述は，1990年の論文
[16, 17] や 2006年の「１成分プラズマ模型の楕円関数拡張」の論文 [18] などに部分的に書かれていたことを纏
めたものと思われる．ランダム行列理論のバイブルとしてMehtaの教科書 [47] が有名であるが，Mehta は旧約，
Forrester は新約といった感じであろうか．

14本稿冒頭の (1.4) や (3.1) を思い出すと，個々のブラウン運動を記述するテータ関数のノームは pt = e−t であっ



3.5. 行列式点過程（DPP）

行列式点過程 (DPP) は次のように定義される．Soshnikov [59] および白井–高橋 [57, 58] に
よって一般論が展開されている．（[36, 37] も参照のこと．）

定義 3.8. (S, λ) 上の点過程 Ξ がすべてのn ∈ N に対してn–点相関関数 ρn をもち，ある関数
K : S × S → C を用いて

ρn(x1, . . . , xn) = det
1≤j,k≤n

[K(xj , xk)]

という表式が任意のn ∈ N，任意の配置 (x1, . . . , xn) ∈ Sn に対して成り立つとき，Ξ を (S, λ)

上のDPP であるという．このとき，関数 K を相関核とよぶ．

u ∈ WN (S) を初期配置および終配置とする時間区間 [0, T ] での S 上 N–非衝突ブラウン
周遊過程が各時刻 t ∈ (0, T ) で与える粒子配置 x ∈ WN (S) は, 一般には (3.3) で与えられ
ることを 3.2 節で導いた．3.4 節では，初期配置と終配置が特に, (3.8) で与えられる S 上の
等間隔配置 u0 のときには, 確率密度p

σ(N)
S (t,x;T,u0),x ∈ WN (S) は (3.13) という表現をも

つことを導いた．これを用いて，t ∈ (0, T ) を径数にもつ S 上の点過程の族 {Ξt
S}t∈(0,T ) を定

義する．まず，x ∈ SN が重複点（xj = xk となるような j ̸= k の対）をもたない場合には，
κ(x) := (xκ(1), . . . , xκ(N)) ∈ WN (S)となるような置換 κ ∈ SN が存在するので，それを用いて

Ξt
S(dx) =

1

N !
p
σ(N)
S (t, κ(x);T,u0)dx

とする．x ∈ SN に重複点がある場合にはΞt
S(dx) = 0 とする 15．（一般に，重複点をもたない

点過程を単純点過程という．）次が成り立つ．

定理 3.9. S 上の一様分布λS(dx) = dx/(2π) を参照測度とする．各 t ∈ (0, T ) に対して，Ξt
S

は (S, λS) 上の DPP であり，相関核はKt
S(x, y) =

∑N
j=1 φ

(N)
j (eix, t)φ

(N)
j (eiy, T − t), x, y ∈ S

で与えられる．

証明は，(3.12) の定義に下，補題 3.7 が与える{φ(N)
j (·, t)}1≤j≤N,t∈(0,T ) 正規双直交性に基づ

く．ランダム行列理論では標準的とされるものであるので，本稿では省略する 16.

注 3.10. 時間区間 (0, T ) のちょうど真ん中の時刻，すなわち t = T/2 のときには，相関核は

K
T/2
S (x, y) =

N∑
j=1

φ
(N)
j (eix, T/2)φ

(N)
j (eiy, T/2) (3.15)

で与えられる．このときに限り，相関核は Hermite 性K
T/2
S (x, y) = K

T/2
S (y, x) をもつ．ま

た，A 型テータ関数の空間 E(pNT/2,N,r(pT/2,N)) に (3.11) の内積を導入することによって N 次

元 Hilbert 空間を考えたとすると，(3.15) はその再生核を与えることになる．この (3.15) を相
関核としてもつDPP はランダム行列理論で研究されているGauss 型円アンサンブル（GCE)

の楕円関数拡張と見なすことができる [36, 37].

た．これが N 個集まった粒子系を記述するために直交テータ関数系 {φ(N)
j (·, t)}1≤j≤N,t∈(0,T ) を導入したが，こ

れを与えるψ
(N,r)
j (·; pNt) のノームは，補題 3.6 の (3.9) と (3.12) を見ると分かるように，pNt = e−Nt である．

（AN−1 型 ルート系として見るときも, 命題 3.5 の (3.6) が示すように，ノームは ψ
(N,r)
j (·; pNt) と同じく pNt

である．）ところがψ
(N,r)
j (·; pNt) は, (3.4) の第１式に従ってノーム pN2t = e−N2t のテータ関数で与えられるこ

とになる．このような階層性を目の当たりにすると「物理屋」としての血が騒ぐ．
15重複点をもつ配置は WN (S) の境界 ∂WN (S) を成す．(3.3) や (3.13) にある行列式表示より，WN (S) ∋ x →
y ∈ ∂WN (S) の極限で Ξt

S(dx) → Ξt
S(dy) = 0 となることが分かる．

16 [34] の Appendix C に書いておいた．



t = T/2 の場合には，(3.14) より，

p
σ(N)
S (T/2,x;T,u0) = c|WAN−1

(z; pNT/2)|2

= c
∏

1≤j<k≤N

|zj |2θ(zj/zk, zj/zk; pNT/2) (3.16)

である．z := eix とおいて (3.5) を用いた．ただし，c は定数ではなく z やノルム径数 rT/2
などに依存する．2 節で述べておいたFrobenius の行列式恒等式 (2.8) を用いると，(3.16) は
det

1≤j,k≤N

[
SAq̂

(zj , zk)
]
に比例することが分かる．ただし，q̂ = p

1/2
NT/2 である．ここで，SAq̂

は

(1.10) で与えられた関数，すなわち，円環 Aq̂ 上の Szegő 核である．ここで，後半の話題に移
ることにする．

4. 再生核と Gauss 型解析関数（GAF)

4.1. Bergman 核と Szegő 核

領域 D ⊊ C, D ̸= ∅ 上の解析関数からなる Hilbert 空間 H を考える．その内積 ⟨·, ·⟩H に対し
て，領域内の各点 z ∈ D に対して，次の式が成り立つようなkz ∈ H が唯一存在：⟨f, kz⟩H =

f(z),∀f ∈ H. この式で特に f = kw, w ∈ D と置いたものを

kH(z, w) := ⟨kw, kz⟩H = kw(z)

と書き，これを H の再生核とよぶ．定義よりこれはエルミート核であり，z に関しては解析
的，w に関しては反解析的である．再生核は正定値である：任意の n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ D,

ξ1, . . . , ξn ∈ C に対して，
n∑

j=1

n∑
k=1

kH(zj , zk)ξjξk =
∥∥∥ n∑

j=1

ξjkH(·, zj)
∥∥∥2
H
≥ 0

である．再生核 kH はH の正規直交基底 {en : n ∈ I} を用いて

kH(z, w) =
∑
n∈I

en(z)en(w), z, w ∈ D (4.1)

で与えられる．
単位円板 D上の Bergman空間 L2

B(D)はC上の Lebesgue測度 m(dz) := dxdy, z = x+iy ∈
C に対して D 上の２乗可積分な解析関数全体の成すHilbert 空間であり，内積は

⟨f, g⟩L2
B(D)

:=
1

π

∫
D
f(z)g(z)m(dz) =

∞∑
n=0

f̂(n)ĝ(n)

n+ 1

で与えられる．ただしここで，f̂(n) はf の原点の周りの Taylor 展開f(z) =
∑∞

n=0 f̂(n)z
n の

n 次の係数を表す．L2
B(D) の正規直交基底 ẽn(z) :=

√
n+ 1zn, n ∈ N0 より，再生核 (4.1) は

KD(z, w) := kL2
B(D)

(z, w) =
∑
n∈N0

(n+ 1)(zw)n =
1

(1− zw)2
, z, w ∈ D

で与えられる．これを D 上の Bergman 核とよぶ．他方，D 上の解析関数であって，その
Taylor 係数の２乗和が有限であるもの全体が成す Hilbert 関数をD 上の Hardy 空間 H2(D)
という．この内積は (3.11) で与えられることを示すことができる．この空間の正規直交基底
en(z) = zn, n ∈ N0 を用いて，再生核 (4.1) は

SD(z, w) := kH2(D)(z, w) =
∑
n∈N0

(zw)n =
1

1− zw
, z, w ∈ D (4.2)



で与えられる．これを D 上のSzegő 核という．
円環 Aq := {z ∈ C : q < |z| < 1} 上の Bergman 空間 L2

B(Aq) の内積は ⟨f, g⟩L2
B(Aq) :=

(1/π)
∫
Aq
f(z)g(z)m(dz) で与えられ，

ẽ(q)n (z) =


√

n+ 1

1− q2(n+1)
zn, n ∈ Z \ {−1}√

1

−2 log q
z−1, n = −1

は正規直交基底を成す．Aq 上の Bergman 核は

KAq(z, w) := kL2
B(D)

(z, w) =
∑
n∈Z

ẽ(q)n (z)ẽ
(q)
n (w)

= − 1

2 log q

1

zw
+

1

zw

∑
n∈Z\{0}

n

1− q2n
(zw)n, z, w ∈ Aq (4.3)

で与えられる 17. Aq 上の Hardy 空間 H2(Aq) の内積は, Aq の外周 S に沿った線積分と内周
qS に沿った線積分の和

⟨f, g⟩H2(Aq) =
1

2π

∫ 2π

0
f(eiϕ)g(eiϕ)dϕ+

1

2π

∫ 2π

0
f(qeiϕ)g(qeiϕ)qdϕ (4.4)

で与えられる．H2(Aq) の正規直交基底は e
(q,q)
n (z) := zn/

√
1 + q2n+1, n ∈ Z で与えられるの

で，この空間の再生核は (1.8) で与えられることになる．
ここまでは，D 上と Aq 上とでパラレルに話が進んで来たのであるが，次節で述べるように，

Aq 上ではこれでは話が済まないのである．r > 0 という径数を導入し，(4.4) を次の式のよう
に変えたものを内積とする H2(Aq) の変形版（これを H2

r (Aq) と記すことにする [46]）を考え
ることが必要となるのである．

⟨f, g⟩H2
r (Aq) =

1

2π

∫ 2π

0
f(eiϕ)g(eiϕ)dϕ+

1

2π

∫ 2π

0
f(qeiϕ)g(qeiϕ)rdϕ (4.5)

両者の違いは僅かである．(4.5) の右辺第２項の内周上の線要素が (4.4) での qdϕ から rdϕ に
変わっただけである．H2

r (Aq) の正規直交基底は e
(q,r)
n (z) = zn/

√
1 + rq2n, n ∈ Z で与えられ

るので，この空間の再生核は

SAq(z, w; r) =
∑
n∈Z

e(q,r)n (z)e
(q,r)
n (w) =

∞∑
n=−∞

(zw)n

1 + rq2n
, z, w ∈ Aq (4.6)

で与えられることになる．これは Aq 上の重み付き Szegő 核（weighted Szegő kernel）の一種
である [46]．ここでは，r を重み径数とよぶことにする．定義から，r = q とすると元に戻る：
H2

q (Aq) = H2(Aq) であり，SAq(·, ·; q) = SAq(·, ·) である．
この重み付き Szegő 核は Ramanujan の 1ψ1 関数 (2.9) を使って

SAq(z, w; r) =
1

1 + r
1ψ1(−r;−rq2; q2, zw)

と書けることを容易に確かめることができる．よって，Ramanujan の 1ψ1–和公式 (2.10)より，

SAq(z, w; r) =
(−rzw, q2/(−rzw), q2, q2; q2)∞
(zw, q2/(zw),−r, q2/(−r); q2)∞

=
(q2; q2)2∞θ(−rzw; q2)

θ(−r, zw; q2)
, z, w ∈ Aq (4.7)

という結果が得られる．特に r = q とした場合が，1.2 節の (1.10) であった 18．
17KAq は Weierstrass の ℘–関数を用いて表すことができる [9]
18Weil の本 [65, 70–71 ページ] によると，Laurent 展開 (4.6) で定義された SAq (·, ·; r) が無限積の比による表
現 (4.7) をもち C× 上の有理関数に解析接続されることは，Kronecker の論文に明示されているそうである．
Venkatachaliengar の本 [63] ではこの関数を Jordan–Kronecker 関数とよんでいる．



4.2. 零点付き Gauss 型解析関数と等角写像

領域 D ⊊ C, D ̸= ∅ において正定値核 SD : D ×D → C があるものとする．

定義 4.1. D 上の共分散核 S をもつ GAF {XD(z) : z ∈ D} とは，D 上の解析関数に値をも
つ確率場であり，任意の n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ D に対して，(XD(z1), . . . , XD(zn)) がn 次元標
準複素 Gauss 分布N(0, SD) に従うものをいう．したがって，j, k = 1, . . . , n に対して，

E[XD(zj)] = 0, E[XD(zj)XD(zk)] = 0, E[XD(zj)XD(zk)] = SD(zj , zk)

が成り立つ 19．

1.2 節ですでに述べたように，Peres と Virág は (1.6) のように，共分散核が Szegő 核 SD

で与えられるD 上の GAF XD を考えた [51]. また，我々はその楕円関数拡張として，Szegő

核 SAq で共分散核が与えられるAq 上の GAF XAq を調べた [38]. このように，Hilbert 関数
空間の再生核からGauss 場を定義するのと逆に，Gauss 場から話を始めて，その（正定値であ
る）共分散核が再生核を与えるような Hilbert 関数空間を構成することもできる．これを再生
核 Hilbert 空間という [6]. このように，Gauss 場と再生核 Hilbert 空間とは表裏一体である．
いま，上の定義 4.1 で与えられたGAF XD に対応する再生核 Hilbert 空間を HSD

と書くこ
とにする．このとき，SD(α, α) > 0 である１点 α ∈ D を選び，

Sα
D(z, w) := SD(z, w)−

SD(z, α)SD(α,w)

SD(α, α)
, z, w ∈ D (4.8)

と定義する．これを再生核とする Hilbert 関数空間は，HSD
の部分空間Hα

SD
:= {f ∈ HSD

:

f(α) = 0} で与えられる．したがって，この再生核 Sα
D を共分散核とする平均零の Gauss 場

は，XD(α) = 0 という条件の下でのXD と同分布であることが結論される．つまり，α ∈ D に
零点をもつ GAF の共分散核は (4.8) で与えられることになる．これをここでは，α–零点付き
GAF とよぶことにする．
(4.2) で与えられる D 上の Szegő 核の表式からすぐに，次の等式が導かれる．

Sα
D(z, w) = SD(z, w)hα(z)hα(w), z, w ∈ D (4.9)

ただし，

hα(z) =
z − α

1− zα
= z

1− α/z

1− αz
, z, w, α ∈ D (4.10)

である．hα は hα(α) = 0, かつ, h′α(α) := dhα(z)/dz|z=α > 0 であるD → D の等角写像（α
を原点に写すリーマンの写像関数）に他ならない 20.

それでは，(1.9) で Aq 上に定義した我々の GAF XAq にに対する α–零点付き GAF はどの
ように与えられるのであろうか．重み付き Szegő 核に関するMccullough と Shen の論文 [46]

から，その答えを次のように読み取ることができる．

Sα
Aq
(z, w) = SAq(z, w; q|α|2)hqα(z)h

q
α(w), z, w, α ∈ Aq (4.11)

ただし，

hqα(z) = z
θ(α/z; q2)

θ(αz; q2)
= α

θ(z/α; q2)

θ(zα; q2)
(4.12)

19GAF の各点での値の積のモーメントは，Wick の定理によりパーマネント perSD = per1≤j,k≤n SD(zj , zk) :=∑
σ∈Sn

∏n
j=1 SD(zj , zσ(j)), を用いて表すことができる（例えば [26] を参照）．

20一般に，単連結領域 D ⊊ C, D ̸= ∅ が与えられたとき，α ∈ D を原点に写すリーマンの写像関数を
hα : D → D と書くことにすると，D 上の Szegő 核 SD と α–零点付き Szegő 核 Sα

D との間に Sα
D(z, w) =

SD(z, w)hα(z)hα(w), z, w ∈ D の関係が成り立つ [8]. 上は D から D に写す場合を考えているので，リーマン
の写像関数はMöbius 変換 (4.10) で与えられる簡単な場合になっている．



である．この等式自体は，2節に書いておいた (2.7)で r = −q, x1 = z, x2 = α, a1 = w, a2 = α

としたものと同等である 21．したがって，(4.11) はテータ関数の加法定理 (2.6) から導かれる
結果である．(2.5) よりすぐに，limq→0 h

q
α(z) = hα(z), z ∈ C× であることが分かる．逆に言う

と，hqα(z) は Möbius 変換hα(z) の楕円関数拡張になっている．実際，h
q
α(z) は Aq を「D か

ら半径 |α| の円の一部分（円弧状截線）を除いた領域」へ写す等角写像である（α ∈ Aq は原点
に写される）．
SAq(·, ·; q|α|2) は (4.6) あるいは (4.7) で定義された重み付き Szegő 核の重み径数 r を特に

q|α|2 としたものである．複数の点 α1, α2, · · · ∈ Aq に零点を課した場合には，Szegő 核は

Sα1,...,αn(z, w) = (Sα1,...,αn−1)αn(z, w), z, w ∈ Aq, n = 2, 3, . . .

によって，逐次的に与えられることになる [56]．よって，n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ Aq に対して

γq{αℓ}nℓ=1
(z) :=

n∏
ℓ=1

hqαℓ
(z), z ∈ Aq と書くことにすると，

Sα1,...,αn

Aq
(z, w) = SAq

(
z, w; q

n∏
ℓ=1

|αℓ|2
)
γq{αℓ}nℓ=1

(z)γq{αℓ}nℓ=1
(w), z, w ∈ Aq (4.13)

となる．付加する零点を増やしていくにつれて，重み径数 r が逐次的に q → q|α1|2 → · · · →
q
∏n

ℓ=1 |αℓ|2 というように置き替わっていく．
(1.9) で定義された GAF XAq の拡張として，Aq 上の重み付き GAF

Xr
Aq
(z) =

∞∑
n=−∞

ζn
zn√

1 + rq2n
, z ∈ Aq (4.14)

を導入する．重み径数 r を r = q とすると元の GAF に戻る：Xq
Aq

= XAq . この Gauss 場の相
関核はSAq(·, ·; r) で与えられることになる．重み付き Szegő 核に対する上の結果は，確率論的
には次のように解釈することができる．

命題 4.2. 任意の n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ Aq に対して，次の２つの GAF は同じ確率法則に従う．

• XAq(α1) = · · · = XAq(αn) = 0 の下での GAF {XAq(z) : z ∈ Aq}

• GAF
{
γq{αℓ}nℓ=1

(z)X
q
∏n

ℓ=1 |α|2
Aq

(z) : z ∈ Aq

}
上の結果を裏返して言うと，Aq 上の GAF XAq に零点を付加していくと，逐次的に重み径

数が異なる別の GAF X
q
∏n

ℓ=1 |α|2
Aq

が生成されることになる．(4.9) が示すように，D 上の GAF

においては零点を付加しても別の GAF が生じることはない．

4.3. パーマネント–行列式点過程

重み r 付き GAF Xr
Aq
の零点からなる点過程を

ZXr
Aq

:=
∑

z∈Aq :Xr
Aq (z)=0

δz

と書くことにする．特に ZXq
Aq
は元の GAF XAq の零点過程であり，ZXAq と書くことにする．

また，XAq に零点XAq(α1) = · · · = XAq(αn) = 0 を課したGAF の零点過程をZα1,...,αn

XAq
と書

くことにする．
21 4.1 節で導入した重み径数 r は正であるが，3.3 節の文脈でいうと，これは A 型テータ関数のノルムが負である
場合になる．注 3.3 で述べたように，定義 3.2 を見る限り「ノルム」が負でも問題ない．



(4.12) で与えられたhqα(z), z ∈ Aq はz = α のときに限り零でありAq \ {α} では非零である．
したがって，γq{αℓ}nℓ=1

(z) は z ∈ Aq \ {α1, . . . , αn} では 零点をもたない．よって，命題 4.2 か
ら次が結論される．

系 4.3. 任意の n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ Aq に対して，Zα1,...,αn

XAq

d
= Z

X
q
∏n

ℓ=1
|αℓ|2

Aq

である．

D 上の GAF の零点過程ではZα1,...,αn

XD

d
= ZXD である．本稿冒頭の 1.2 節で述べたように，

「ZXD は DPP である」というPeres と Virág [51] の美しい結果があるが，ZXAq の振舞はそれ
とは違って複雑であることが予想される．
n×n の行列M = (mjk)1≤j,k≤n に対してパーマネントと行列式をそれぞれperM , detM と

書いたとき，その積をまとめて

perdetM = perdet
1≤j,k≤n

[mjk] := perM detM

と略記することにする．特に M が正定値行列のときには，perdetM ≥ 0 である．次が証明で
きた [38].

定理 4.4. Aq 上の零点過程 ZXAq は, 参照測度 λ := m/π に対して相関関数 {ρnAq
}n∈N をもち，

それらは次で与えられる．n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ Aq に対して，

ρnAq
(z1, . . . , zn) =

θ(−q; q2)
θ(−q

∏n
ℓ=1 |zℓ|4; q2)

perdet
1≤j,k≤n

[
SAq

(
zj , zk; q

n∏
ℓ=1

|zℓ|2
)]

(4.15)

である．

すべての n ∈ N に対してρnAq
> 0 であることから，ZXAq

は無限個の点からなる点過程であ
る（つまり，GAF XAq の零点は Aq 上に無限個ある）ことが分かる．ρ1Aq

はλ に対する密度
を与えるが，(4.15) より，

ρ1Aq
(z) =

(q2; q2)4∞θ(−q,−q|z|4; q2)
θ(|z|2,−q|z|2; q2)2

∼


1

(1− |z|2)2
, |z| → 1

q2

(|z|2 − q2)2
, |z| → q

(4.16)

であり，Aq の外周 S と内周 qS に零点が集積している様子が分かる．この点過程 ZXAq はAq

を Aq に写す等角写像（これはSchottky の定理より，回転と反転だけからなる）に対して不変
である．

4.3.1. q → 0 極限

証明を与える前に，我々の ‘permanent-determinantal point process (PDPP)’ は，q → 0 の極
限でPeres–Virág の DPP に帰着することを示しておくことにする．(2.5) より (4.15) の右辺
の係数は limq→0 θ(−q; q2)/θ(−q

∏n
ℓ=1 |zℓ|4; q2) = 1 となり，相関核は

lim
q→0

SAq

(
z, w; q

n∏
ℓ=1

|zℓ|2
)
=

1

1− zw
= SD(z, w)

となる．SD の逆数を成分にもつ行列 (SD(zj , zk)
−1)1≤j,k≤n = (1 − zjzk)1≤j,k≤n はランクが 2

であることから，Borchardt の恒等式 [48, 26]

perdet
1≤j,k≤n

[
(1− zjzk)

−1
]
= det

1≤j,k≤n

[
(1− zjzk)

−2
]

(4.17)

を用いることができる 22．よって，冒頭の 1.2 節で述べたように，D 上の GAF XD の零点過
程はDPP であり，その相関核は (1.7) で与えられることになる [51].

22D ⊊ C が C∞ 級境界をもつ成分数 n の有界な多重連結領域であり，Bergman 核 KD と Szegő 核 SD をもつ
とき，SD(z, w)2 = KD(z, w) +

∑n−1
j=1 aj(w)ω

′
j(z) という関係が成り立つ [50, 8]. ここで，{wj}n−1

j=1 は調和測



4.3.2. 定理 4.4 の証明

白井氏の論文 [56] に与えられている次の命題を用いることにする．

命題 4.5 ([56]). 領域 D ⊊ C, D ̸= ∅ の上の共分散核が S(z, w) で与えられる GAF を考
える．その零点過程の参照測度 λ = m/π に対する相関関数は，任意の n ∈ N において,

det1≤j,k≤n[S(zj , zk)] > 0 となるn 点 z1, . . . , zn ∈ D に対しては

ρnD(z1, . . . , zn) =
per1≤j,k≤n

[
(∂z∂wS

z1,...,zn)(zj , zk)
]

det1≤j,k≤n

[
S(zj , zk)

]
で与えられる．

Mccullough–Shen 等式の n 点拡張 (4.13) に着目する．(4.12) より，

hqα(α) = 0, hqα
′(α) =

(q2; q2)∞
θ(|α|2)

> 0 (4.18)

であることが示せる．よって，

(∂z∂wS
z1,...,zn
Aq

)(zj , zk) = SAq

(
zj , zk; q

n∏
ℓ=1

|zℓ|2
)
γq ′{zℓ}nℓ=1

(zj)γq ′{zℓ}nℓ=1
(zk)

であり，命題 4.5 より，

ρnAq
(z1, . . . , zn) =

per1≤j,k≤n

[
SAq

(
zj , zk; q

∏n
ℓ=1 |zℓ|2

)]∏n
m=1 |γq

′
{zℓ}nℓ=1

(zm)|2

det1≤j,k≤n

[
SAq(zj , zk)

] (4.19)

を得る．ところが，(4.18) を用いて少し計算すると

n∏
m=1

∣∣∣γq ′{zℓ}nℓ=1
(zm)

∣∣∣2 = ((q2; q2)2n∞
∏

1≤j<k≤n |zk|2θ(zj/zk, zj/zk)∏n
j=1

∏n
k=1 θ(zjzk)

)2

と式変形することができるので，Frobenius の行列式恒等式 (2.8) を使って

n∏
m=1

∣∣∣γq ′{zℓ}nℓ=1
(zm)

∣∣∣2 = θ(−q; q2)
θ(−q

∏n
ℓ=1 |zℓ|4; q2)

× det
1≤j,k≤n

[SAq(zj , zk)] det
1≤j′,k′≤n

[
SAq

(
zj′ , zk′ ; q

n∏
ℓ=1

|zℓ|2
)]

と書き直すことができる．この結果を (4.19) に代入すれば (4.15) が得られる．

5. おわりに

今後の研究課題になるのではないかと思われる事項を列挙して，本稿を終わりにしたい．

(i) 本稿では，q–拡張の径数 q と楕円関数拡張の径数 p の他に，r と書いた径数が重要な役
割を果たした．話の前半では An−1 型テータ関数を特徴づけるノルムであったが，後半

度関数である．D が単連結領域のときのみ S2
D = KD であり，(4.17) も成り立つので，「単連結領域 D ⊊ C 上

では，SD を相関核とする GAF の零点は KD を相関核とする DPP を与える」という Peres–Virág の定理が
成り立つ．Aq 上ではSAq (z, w)

2 = KAq (z, w) + b(q)/(zw), b(q) = −2
∑

n∈N(−1)nnqn/(1− q2n) + 1/(2 log q)
であり，２つの再生核の間の関係式に (log z)′ = 1/z に比例する新たな項が登場する．今回の我々の結果は，単
連結領域から多重連結領域への拡張は，GAF とその零点分布の研究においてもチャレンジングであることを示
唆しているように思われる．



の話では円環上の Szegő 核の重み径数であった．しかしてその実体は何か，まだ理解不
足である．q = 0 であるが r > 0 である C× 上の重み付き Szegő 核として

SD×(z, w; r) := lim
q→0

SAq(z, w; r)

=
1 + zwr

(1 + r)(1− zw)
=

1

1− zw
− r

1 + r
, z, w ∈ C×, r > 0

を考えることができる [46]. これに付随する GAF や PDPP 自体興味深い [38].

(ii) DPP の動的拡張を行列式過程（determinantal process; DP）という [3, 30]. S 上非衝突
ブラウン運動 [49, 29] や Dyson 模型の楕円関数拡張 [31, 32, 33] に関する知見より，本
稿で扱ったS 上の非衝突ブラウン周遊過程もDP であることが予想されるが，時空相関
関数の導出はまだされていない．ここで初期配置と終配置が u0 で与えられる場合を詳
しく述べたが，R 上のβ = 2–Dyson 模型に対する [39] のように，一般の初期配置と終配
置に対して解析することはできないだろうか．

(iii) 3.5節の注 3.10では，この非衝突ブラウン周遊過程がちょうど真ん中の時刻 t = T/2で与
える点過程 Ξ

T/2
S について述べた．これを Ξ

T/2
S =

∑N
j=1 δY T/2

j

と書くことにする．これは S
上のN 点からなる行列式点過程であり，相関核は (3.15)で与えられた．p ∈ (0, 1)を固定し
た上で，粒子数 N に依存してこの相関核と参照測度をそれぞれK

(− log p)/N
S (2x/N, 2y/N)

とdx/(Nπ) のように時空変数をスケール変換し，N → ∞ をとる．すると，相関核は R
上の Lebesgue 測度dx に対して，次の関数に一様収束する [34, 37]．

Kp(x, y) =
e−i(x−y)

π

(p; p)2∞
(p2; p2)∞

∫ 1

0
e2i(x−y)s θ(−pse2ix; p)θ(−pse−2iy; p)

θ(−p2s; p2)
ds, x, y ∈ R

このことは，スケール変換した N–点 DPP (N/2) ◦ Ξ(− log p)/N
S :=

∑N
j=1 δNY

(− log p)/N
j /2

が，N → ∞ 極限で，Kp を相関核にもつ R 上のDPP に（漠位相に関して）弱収束する
ことを意味する．この極限 DPP を (Ξ,Kp, dx) と書くことにする．(2.5) より，

lim
p→0

Kp(x, y) =
e−i(x−y)

π

∫ 1

0
e2i(x−y)sds =

sin(x− y)

π(x− y)
:= Ksin(x, y), x, y ∈ R

を得る．これを sine核（あるいは sinc核 [37]）という．Ksin を相関核とする R上の DPP

は sine 点過程とよばれ，ランダム行列理論において中心的な役割を担う [4, 2, 47, 19].

以上のことは，(Ξ,Kp, dx) は sine 点過程 の楕円関数拡張の一つであることを意味する．
sine 点過程, および，その離散版の楕円関数拡張と見なせる DPP として（本講演者が知
るところ）他に２つの例があり，それぞれ [61] と [13] で報告されている．後者は表現論
やヤング図形に関係する確率論 [25, 5] において現れたものである．しかし，これら３つ
の楕円関数 DPP の間の関係は明らかではない．

(iv) 本稿では [46]に従って，(4.12) で定義された関数 hqα(z) を用いた．これは Aq を D \
{円弧状截線}に写す等角写像を与える．この関数は [53, 17ページ]や [12, 386–388ペー
ジ] で議論されているBlaschke 因子と

ĥqα(z) = z− logα/ log qhqα(z)

という関係にある．（ただし，上記の文献では円環として {z ∈ C : q1/2 < |z| < q−1/2} を
考えているので，それを Aq に変換したものを ĥqα と書いた．) この Blaschke 因子は Aq

を D に写すが単葉ではない．Peres–Virág の D 上の DPP をこの写像で Aq に引き戻し
た点過程はどのように特徴づけられるか．



(v) 4.3.1 節で述べたように，(4.16) において q → 0 極限をとると，Peres–Virág の D 上の
DPP の（参照測度 λ = m/π に対する）密度ρD(z) = (1− |z|2)−2 が得られる [51]. 計量
テンソルが

ds2 = 4ρ1D(z)dzdz =
4(dx2 + dy2)

(1− x2 − y2)2

で与えられる Riemann 多様体はPoincaré 円板模型とよばれる [24]．これは 2 次元双曲
空間であり，Gauss 曲率はKD = (−1/8)∆ log ρ1D(z)/ρ

1
D ≡ −1 となる（∆ = 4∂z∂z であ

る）．このことから，Peres–Virág の DPP はPoincaré 円板模型上の一様分布であると
いうことができる．このような幾何学的な考察に対する楕円関数拡張は可能か．
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[46] Mccullough, S., Shen, L.C.: On the Szegő kernel of an annulus. Proc. Amer. Math. Soc. 121,
1111–1121 (1994)

[47] Mehta, M. L.: Random Matrices, 3rd ed., Elsevier, Amsterdam (2004)

[48] Minc, H.: Permanent. Encyclopedia of Mathematics and Its Applications, Vol. 6, Addison–
Wesley, Mass. (1978)

[49] Nagao, T., Forrester, P. J.: Dynamical correlations for circular ensembles of random matrices.
Nucl. Phys. B660, 557–578 (2003)

[50] Nehari, Z.: Conformal Mapping. Dover, New York (1952)

[51] Peres, Y., Virág, B.: Zeros of the i.i.d. Gaussian power series. A conformally invariant determi-
nantal process. Acta Math. 194, 1–35 (2005)



[52] Rosengren, H., Schlosser, M.: Elliptic determinant evaluations and the Macdonald identities for
affine root systems. Compositio Math. 142, 937–961 (2006)

[53] Sarason, D.: The Hp Spaces of an Annulus. Memoirs of the American Mathematical Society, No.
56, Amer. Math. Soc., Providence, RI (1965)

[54] Schlosser, M.: Elliptic enumeration of nonintersecting lattice paths. J. Combin. Theory Ser. A
114, 505–521 (2007)

[55] Schlosser, M. J., Spiridonov, V. P., Warnaar, S. O. (Eds.): SIGMA, Special Issue on Elliptic
Hypergeometric Functions and Their Applications.
available at https://www.emis.de/journals/SIGMA/EHF2017.html

[56] Shirai, T.: Limit theorems for random analytic functions and their zeros. In: Functions in Number
Theory and Their Probabilistic Aspects – Kyoto 2010, RIMS Kôkyûroku Bessatsu 34, 335–359
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