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1-1
 

vicious walkersとは

vicious walkersとは同じサイトを２つのウォーカーが占有
することないランダムウォーカーのこと

今回は１次元で１列に並んでスタートし、単位時間あたりに
上に一歩進むか、またはそこに留まったままだとするvicious
walkersを考える

0tt = 1tt = 2tt = 3tt =
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1-2.半標準ヤング盤とは

で表すλい、もとの図形の共役といして反転したものを、また図形を対角線に関

がλであるという

ヤング図形の形をヤング図形といい、を会わせて並べたもの個の箱などを順次左端λ

に個の箱を２行目に水平平にλに対応して１行目に水・・・λλこのとき分割λ＝

　と書くλを　　λを分割というまた　・・・λλ　なる整数のセット・・・λλ

′

≥≥≥ ∑

2

121

2121

),,(

),,(0
i i

（ボックスの数）＝λ　

）のヤング図形λ＝（

7
1,2,4

＝４λ1

＝２λ2

＝１λ3

例

31＝λ′

＝２λ2′

＝１λ3′

＝１λ4′

　

）＝（λ 1,1,2,3′
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ヤング図形に対して以下の規則に従って正整数を挿入した
ものを半標準ヤング盤という

jiij
jiij

<

≤

）より大きい　）が上側の数字（ペアは下側の数字（　垂直方向に隣り合う

）以上である　）が左側の数字（ペアは右側の数字（　水平方向に隣り合う

.2
.1

１ ２ ２ ３

２ ３

３

≤

＜

例

の重みという）をμ・・・μ＝（μと入っているとき、μ

個、・・・個、２がμに対し、１がμ半標準ヤング盤

T,,,
T

21

21

l

呼ぶと書き、コストカ数と

盤の総数μを持つ半標準ヤング共通のλ

場合もある。そこで

いくつか存在するもつ半標準ヤング盤が同じ形λで、重みμを

μλ ,, =K
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1-3. vicious walkersと半標準ヤング盤の対応

ていく・・も同様の操作をし三番目、四番目、・・

く書いた箱を用意していの列に、動いた時刻をに対応させた箱の右側

ー目のランダムウォーカーカーについては一番二番目のランダムウォ

くいた箱を下につけてい同様に動いた時刻を書

る先ほどの箱の下につけ

して２と書いた箱をとしたら、これに対応次に移動した時刻が

するて１と書いた箱を用意そのときこれに対応し

る　で初めて移動したとすーカーが時刻一番上のランダムウォ

2

1

tt

tt

=

=

0tt =

１ ２ ２ ３

２

３

３

1tt = 2tt = 3tt =
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く数について説明していここからはシューア関

ーア関数が役に立つ応して定義されるシュ上げには、その形に対半標準ヤング盤の数え

い決まる盤の総数に等し

よりその形が置の数は、 終位置にステップ後の可能な配のよって　ｎ　

。半標準ヤング盤である

う情報を含んだのがの時刻で動いたかといンダムウォーカーがどさらに、それぞれのラ

形の形に対応するの 終位置はヤング図ようなつまり、今考えている

ても同様三番目、四番目につい

に対応するλの数はーカーが進んだサイト二番目のランダムウォ

に対応するλの数はーカーが進んだサイト一番上のランダムウォ １

N walker vicious

 walkersvicious

2′

′
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２－１．シューア関数の定義式

( ) ( )
( )

1

1

,´

´,1

)(det

)(det

λ１λ

λλλ

ｘ　　　　　

ｘ　ｘ・

≤≤+−

≤≤+−

=

=

jiji

jiji

i

i

e

hs

( ) ∑=
半標準盤

α
λ ｘｘ・s

シューア関数を表す式は以下のようなものがある

μλ,K ：コストカ数

( )ｘμm ：モノミアル対称関数

( ) ( )ｘｘ・ μ
μ

μλλ mKs ∑= ,

( ) ( )
( )ｘ
ｘ

ｘ・
δ

δλ
λ a

as += ( )ｘλa ：n変数反対称関数

rh ：完全対称式

re ：基本対称式

),,( 21 Lααα=

00 ==< rr ehr なら　　
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( ) ( )ｘｘ・ μ
μ

μλλ mKs ∑= ,

( )

　と書く

ｘｘ　　　　

いノミアル対称関数といの和をとったものをモについてｘ　異なる像

と書く行ったもの像をに対して、或る置換を　分割

モノミアル対称関数

異なる
λ ∑=

α

α

αα

αλ

m

o

について

321

2
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1

)1,1,1(2

)0,1,2(

xxxm

xxxxxxxxxxxxm

=
=

+++++=

=

λ

λ

　　　　　

で三変数のとき　　例

　　　　　

で三変数のとき例１　　

λ

λ

2-2.モノミアル対称関数を用いたシューア関数の表示
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( ) ( ) ( )

2
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1321

)0,1,2()0,1,2)(1,2()1,1,1()1,1,1)(1,2(

2

)0,1,2(

xxxxxxxxxxxxxxx

mKmKs

s

++++++=

+=
=

　　　　　　　　　　

ｘｘｘ　　　　

で三変数の場合　　

を計算してみよう次に、具体的に

λ

λ

λ

１ 2

3

１ 3

2

１ 1

2

１ 1

3

１ 2

2

2 2

3

１ 3

3

2 3

3

上記のように半標準ヤング盤と対応付ける事が出来る！
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( ) ( )
( ) 　について
ｘ

ｘ
ｘ・　

δ

λ
λ a

as δ+=

( ) るを以下のように定義すｘλa

( )
n

n

n

nnn xxx

xxx
xxx

a

λλλ

λλλ

λλλ

λ ｘ

L

MOMM

L

K

21

21

21

222

111

=

の反対称関数符号が変わる　ｎ変数

と変数の入れ替えを行う行の入れ替え、つまり

( ) ∏
≤<≤

−−

−−

−−

−==
nji

ji

n
n

n
n

nn

nn

xx

xx

xx
xx

a
1

21

2
2

1
2

2
1

1
1

)(

1

1
1

L

MOMM

L

K

ｘδ

ができるこれは差積で表すこと

（δ

行列式はヴァンデルモンドのｘδ

)0,,2,1
)(

L−−= nn
a

2-3．反対称関数を用いたシューア関数の導入
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( ) ∏
≤<≤

−=
nji

ji xxa
1

)( の証明ｘδ

( )

1)()(

1)()(
1000

1)()(

1)()(
100

1

1
1

)(

)(
0

1

1
1

11
3

1
2

1212
3

212
2

2

1
3

1
2

212
3

212
2

2

1

2
1

2

2
2

212
2

2

1
2

1

21

2
2

1
2

2
1

1
1

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx
x

xxxxx

xxxxx
xx

xx

xx
xx

a

nn
n
nn

n
n

nn

nn
n
nn

n
n

nn

n
n
nn

n
n

nn

n

n
n

n
n

nn

nn

−−−

−−−
=

−−

−−

−

−
==

−−

−−

−−

−−

−−

−−

−

−−

−−

−−

L

MMOMM

L

L

L

MMOMM

L

L

M

L

MOMM

L

K

L

MOMM

L

K

　　　

　　　＝

ｘδ

以下順次繰り返す

に加えるを掛けたものを第２列第３列に

に加えるを掛けたものを第１列第２列に

1

1

x

x

−

−
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∏
≤<≤

−

−−−

−
−

−−

−−

−−

+

−−

−−

−=

−
−−

−−−
−−−−=

−−−=

−−−−=

−−−

−−−
=

nji
ji

nn

nnnn

n

n

n

n
nn

n
n

n
n

nn

nn

n
n

nn
n
nn

n
n

nn

xx

xx
xxxx

xxxxxx
xxxxxxxx

x
x

xxxxxx

xx

xx
xx

xxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx

1

1

212

24232

1413121

1
23121

32

3
3

2
3

3
2

2
2

11312
1

11
3

1
2

1212
3

212
2

2

)(

)(
))((

)())((
)())()((

1
1

)())((

1

1
1

)())(()1(

1)()(

1)()(
1000

MO

MO

LLLLLLLL

LLLLLLLL

LL

M

L

MOMM

L

L

L

L

MMOMM

L

L

第１行で余因子展開する

それぞれの行から共通因子を
括りだす

余因子の符号

n-1項

以下同様の操作を繰り返す
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( ) ( )
( ) なるかみてみるの具体的な計算がどう
ｘ

ｘ
ｘ・

δ

λ
λ a

as δ+=

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

3212
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1

323121

323121

2
3

2
2

2
1

2
3

2
1

2
2

)0,1,2(

)0,2,4(

323121

3
2
3

2
2
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1
2
1
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2
2

2
1
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3

2
1

2
22

3

2
22

1
2
3

2
1

2
2

2
1

2
3

2
1

2
3

2
3

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
3

2
1

2
3

2
3

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
3

4
3

2
2

4
2

2
1

4
1
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))()((

))()((
))()((

))()((
1
1
1

))()((
1
1

))((

1)(
1)(
100

1)(
1)(
10

1
1
1

)0,2,4()0,1,2(
)0,1,2(

xxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx

a
a

a
as

xxxxxx
xx
xx
xx

a

xxxxxx
x
x

xxxx

xxxxx
xxxxx

xxxx
xxxx
x

xx
xx
xx

a

++++++=

+++=

−−−
−−−

===

−−−==

−−−=−−=

−−
−−=

−
−==

=+=
=

+

+

　　　　

　　　　

ｘ

ｘ

ｘ

ｘ
ｘ

これらより

ｘ　

　　　　　　

ｘ　

δ　　λδ

で三変数の場合

δ

λ
λ

δ

δλ

δ

λ
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( ) ( )
( )

1

1

,´

´,1

)(det

)(det

λ１λ

λλλ

ｘ　　　　　

ｘ　ｘ・

≤≤+−

≤≤+−

=

=

jiji

jiji

i

i

e

hs

00 ==< rr ehr なら　　

について

上の等式は、ヤコビ・トルーディの公式という

( )

( )

( )

( )

( )

　　　　と定義する

ｘ　　　　　　　

として生成母関数をｘ　　　

ｘ　　　　　　　

　　のとき　　　　　例　　

ｘ　　　

も同じである多項式らなる項の次数がどれ　　全て異なる変数か

基本対称式

∏∑

∑

==

≤<<≤

+==

=

++=
==

=

n

i
i

n

r

r
r

r

niii
iiir

r

txtetE

e

xxxxxxe
nr

xxxe

e

r

r

10

0

133221

1

)1(,

1

32

1

21

21
L

L

2-4.完全対称式と基本対称式によるシューア関数の表示
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∑

∏

=

−

=

=

++++=

++++++++++=

+++=+

n

r

r
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n
nnnn

n
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i
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tetetete

txxxtxxxxxxtxxx

txtxtxtx

0

2
21

0
0

21
2

1312121

21
1

)()(1

)1()1)(1()1(

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　

　　　　　

証明）

L

LLLL

L
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( )

( )

　　　　と定義する

ｘ　　　　　　　

として生成母関数をｘ　　　　

　　　　　　　　　

　　　　　　　

　　のとき　　　　　　　例　　

る　となる条件で和をと　　　　　ただし　　

ｘｘ　　　　　

多項式項も次数が同じであるきていてもいいがどの　どの変数の積からで

完全対称式　

∏∑

∑

∑

=

∞

=

=

=

−
==

=

+++++

==

=≤≤
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n
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xxxxxxxxxh
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h

10

0
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2
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2
2

2
1

1

'

)1(
1,

1)(

32

0

)2(

αα

α

α
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α
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ααα
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α
ααα

α
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α

αα

α

αα

α

αα
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( )

2
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1321

321133221321

0312
10

32

2
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1321

3212
2
31

2
33

2
21

2
23

2
12

2
1

3
3

3
2

3
1

133221
2
3

2
2

2
1321

0312
10

32

2

))((
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ｘ　　　　　　

ⅱ　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ｘ　　　　　

ⅰ　　　

で三変数の場合　　λ　　　λ

を求めてみる同様に、具体的に

λ

λ

λ
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( ) ( ) の証明ｘ　ｘ・
λλλ

1́,1
)(det

≤≤+−=
jijii

hs

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ }
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∏

∏
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∞
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⎧
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ｘ
　ｘｘ

であるから

ｘｘ

とすれば　ｘ対応する母関数を　

　と定義するｘｘを　　ｘに対してある

　と書き直すｘｘｘを定義だとして　
ｘ

ｘ
ｘ
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ｎ00 =−<− rr hh αα のとき

r

和のとり方を変えた

　とおいてsr +=α

とるように変えた

まで　の和を

　なので

nr
h r 00 =<−α

えた順に和をとるように変

のとすることによって

の順に和をとるのを　を　

0
0

→−

→

nrn
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たから和をとることにしよって

の項を含むので０は必ず

1
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=r
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k
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が成立するよって
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で定義するならば
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となることがわかる
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( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) が示せた　　ｘｘよって

ｘｘ一方

ｘ
ｘ

ｘ

ととればλ　に代入してｘ　これをｘゆえに

＝１と選ぶと特に

ｘ

両辺の行列式をとって
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)(det)(detdet

det

detdetdet

1

01
001

det,

detdetdetdet

λ

δ

δ
δ

αα

α

α

ααα

ααα

ααα

ααα

δα

δα

′≤≤+−

+−+−−++

+
+

−−

+−−

−−

+−+−−+−−

+−+−−+−−

=

==

==

+===

===

====

jiji

ijinjn

nn

nn

nn

nnnnn

nnnnn

nnn

i

jj

n

n

n

hs

hh

s
a

a
aa

hh

h

hhh

hhh
hhh

a

xxx

xxx
xxx

H

H

HMM

H

AHMMH

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

K

10 =h

00 =<rh



24

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

　　となる

ｘ　　　

ｘ　　　

は　　これらの行列式

　　

えるという２つの行列を考　と　　　　　

　の証明ｘ　ｘ・
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となる　よって

　　　　　　　　　

　　　

　　　

EH

0)1(

100

010
0001

1)1()1(

01)1(
0001

)1()1(

0
00

)1()1(

0
00

0
00

HE

1

0

2

2

0
1

1

0

1

1

0

0020
2

130210
1

1201

001001

00

02
2

1
1

01

0

021

01

0

=

=−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++−−++−

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

=
−

−−

−

=
−−

−

=

−
=

−
−

−−−
−

−−

−
−

−
−

−−

∑

∑∑

∑

l

r
rrl

r

rrN

N

r

r
rrN

N

r

r

rr
r

r

N
N

NNN
N

NN

N
N

N
N

NN

eh

eheh

eh

eheheheheheheh

eheheh
eh

eee

ee
e

hhh

hh
h

Q

L

MOMM

L

L

MOMM

L

LLL

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L

L

MOMM

L

L



26

のとき　　λ　　λ　　　　　例　

ているに関する補集合となっは互いにλとλ

とするとλ　λここでλを分割として
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

が成り立つ

ｘ　　　　　　　　　　

ｘ　ｘ　　　　　・

よって

とすればここでμ

しいからの対応する余因子に等の小行列式はりラプラスの展開定理よ

μλ前述より補集合は

えるからなる小行列式を考列μの行λ次に、
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( )

を考えるを持つ全てのヤング盤　　　　　λ

個　　ステップ数ウォーカーの数　　　　　　ランダム

のとき例　　　λ

ーの数したランダムウォーカ番目のステップで移動は　

　　ｘｘ・
半標準盤
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2-5.半標準ヤング盤によるシューア関数の表示
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( ) 2
2
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2
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13212 xxxxxxxxxxxxxxxs ++++++== ∑ 　ｘｘ　　　・

以上より

半標準盤

α
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

ある総数になっているので　が半標準ヤング盤の特殊値　　つまりシューア関数の

かる。になっていることがわ半標準ヤング盤の総数λ

関数の値がとすればそのシューア

　　　で　ｘｘ

ることは確認できた。具体的な計算が一致す

いがの同等性は示していな
ｘ

ｘ
ｘとｘｘとｘｘ

の同等性を示した。

ｘ　　　　　

ｘ　ｘ

と
ｘ

ｘ
ｘ表現についてシューア関数の４つの

まとめ
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