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株価が右下がりでも
 上がりでもない場合
 を考える

ランダムウォークの条件
時点をｔ。<t1 <t2 <…….<tn

そのときの時系列Z（ｔi）をZ（ｔ１
 

）,Z（ｔ２
 

）,Z（ｔ３
 

）……Z（ｔｎ
 

）としたとき
 の時系列の変化量はΔZ＝Z(ｔｋ

 

)ーZ(ｔｋ-１
 

)

ΔZは平均０、分散Δｔの正規分布Nに従う。
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次に図のランダムウォ－クのグラフの幅Δｔを０に近づける。

図のような連続的な時系列Z（ｔ）の動きをブラウン運
 動といいます。ランダムウォークの極限がブラウン運
 動になります。
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次に右上がりのとき

時系列X(t)=傾きaの直線+ブラウン運動の時系列Z(t)
X(t)＝a・t+b・Z(t) （a;ドリフト、ｂ；ディフィージョン）

+
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伊藤過程
時系列X(t)の変化量ΔXが次の式にした

 がって示せます。
ΔX＝a（x.t）・Δｔ+ｂ（ｘ.t）・ΔZ

このX(t)の動きを伊藤過程といいます。
またΔｔ→０のとき

ｄX＝a・ｄｔ+ｂ・ｄZ
この伊藤過程を利用すると‘伊藤のレンマ’
を出すことができます。



伊藤のレンマの説明
Xとｔの関数ｆ（X.t）の変化量Δｆは、２変数関数の

 テイラー展開から

Xが伊藤過程にしたがっているので、ΔXに
a(X,t)・Δｔ+ｂ（X,t）・ΔZ

を代入します。
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Xとｔの関数の動きは

に従います。
これを伊藤のレンマといいます。

例 株価Sが伊藤過程
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ポートフォリオの定義
ポートフォリオとはいくつかの株式、債券、通貨などの資産
の組み合わせのこと。

価格 ・・・・・・

単位数 ・・・・・・

収益率 ・・・・・・
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)(
)(

)()(
)(

)(
)()(

)(
)(

)()(
)( 2

22
1

11 tR
tW

tWtn
tR

tW
tWtn

tR
tW

tWtn
tR p

pp⋅⋅⋅++=

ポートフォリオの収益率

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
株式、債券などの金融商品の組み合わせによって、リスクの最小化とリターンの最大化が可能 



ブラックショールズの偏微分方程式を作る

株価Sが伊藤過程
dZSdtSdS ⋅+⋅= σμ に従ってるとします

伊藤のレンマから

“株価Sよる派生証券の価格ｆ（S,t）の微分ｄｆ”は
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に従います。

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
σは株価ボラリティ、μは期待収益率。この両辺をSで割った値が一般化したブラウン運動になります。



ポートフォリオを作る
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このときのポートフォリオの変化量に
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
つまりこのポートフォリオを作ると、ウィーナー過程ΔZの部分を消去することができるわけです。

ΔZの部分はランダムウォークの動きなのでこれが消去されると楽になります。



この右辺
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の中は、ブラウン過程の動きの部分ΔZが消え去ってます。
つまり、このポートフォリオはこのΔｔ時間の間、リスク
（分散）がなくなっていることを意味します。
そこで、非危険利子率ｒとすると
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
１．リスクを完全に除去しようとすることをデルタ・ヘッジと言います。

２、

これがブラックショールズの偏微分方程式になります。
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この式は株価S派生証券の価格をｆ（S,t）とした
ときｆ（S,t）が満たすべき偏微分方程式

この偏微分方程式が解ければ、派生証券（株価
オプション）の価格評価公式が求められる
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Ｘｔ T

現在 満期日

:現在の株価S TS ：時点Tの株価

σ ：株価のボラティリティ X ：オプションの行使価格

r ：非危険利子率
),( tSf ：コールオプションの価値
（1株当たり）

時間

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
境界：この条件は、時点ｔが満期Tになったときの境界条件です。満期の株価Stがオプションの行使価格Xより小さいときには、コールオプションの価値がないので権利は行使されず０とします
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１回目の変数変換
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とすることによってブラックショールズの偏微分方程式を
簡単な形にします。
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
２つの変数u,xを導入します。　　X＞０という条件

Ｙ（u,x）は未知関数です。
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次にこの２つの微分方程式を解きます。

xu

u x

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
１、



2

)(
)( k

uV
uVuu −= を解く

0)()( 2 =⋅+ uVkuVuu

とすると、この微分方程式は
“定数係数２階線型微分方程式”

であるので、解の公式より

)sin()()cos()()( kukDkukCuV ⋅+⋅=

となります。



2)(
)( 22k

xW
xWx σ

−= を解く

0)(
2

)(
22

=⋅+ xWkxWx
σ

とすると、この微分方程式は
“変数分離形”

xk

eCxW 2
3

22

)(
σ

−
⋅=

であるので、解は

以上のことから、 ),( xuy は

)()(),( xWuVxuy ⋅=

( )
xk

ekukDkukC 2

22

)sin()()cos()(
σ

−
⋅⋅+⋅=

これが求める偏微分方程式の解のひとつです。



この解をすべての )0( ∞<≤ kk について重ね合わせた関数
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ブラックショールズの偏微分方程式の解
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２回目の変数変換
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
１回目の変数変換Uを元に戻してやる



Bについての積分
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ここで、次の変数変換
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となり、最後にAとBを合わせていきます。

vz =



BAxuy −=),(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅⋅=

x
uNXx

x
uNeS rx

σ
σ

σ

最後にブラックショールズの解
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となり、ブラックショールズの公式が求まる
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プレゼンター
プレゼンテーションのノート
確率密度関数なので標準正規分布の形にできる



ブラックショールズを使ってオプション価格を導きだし、
実際のオプション価格と比較しました

権利行使価格 ８５００円 ８７５０円 ９０００円 金利（％）

１ヵ月後のオプション価格 ６３４円 ４９６円 ３８１円 ０．４７

２ヵ月後のオプション価格 ８１９円 ６９０円 ５７６円 ０．５６

理論値（コールオプション）

権利行使価格 ８５００円 ８７５０円 ９０００円 金利（％）

１ヵ月後のオプション価格 ６９５円 ５３０円 ４１０円 ０．４７

２ヵ月後のオプション価格 ８７０円 ７２０円 ５８０円 ０．５６

実際の値（コールオプション）

σ ：株価のボラリティーは４４．５で行いました。

プレゼンター
プレゼンテーションのノート
ボラリティーは４４．５：ボラティリティーとは収益率の変動を表す尺度で、通常単位時間あたりの収益率の標準偏差をボラティリティーとする



権利行使価格 ８５００円 ８７５０円 ９０００円 金利（％）

１ヵ月後のオプション価格 ２９５円 ４０７円 ５４１円 ０．４７

２ヵ月後のオプション価格 ４７５円 ５９５円 ７３１円 ０・５６

権利行使価格 ８５００円 ８７５０円 ９０００円 金利（％）

１ヵ月後のオプション価格 ３４０円 ４４５円 ５４９円 ０．４７

２ヵ月後のオプション価格 ５２０円 ６１５円 ７４０円 ０・５６

理論値（プットオプション）

実際の値（プットオプション）



理論値よりも実際の値の方が高い

コールオプション価格は権利行使価格
が高いほどオプション価格が低い

プットオプション価格は権利行使価格が
高いほどオプション価格は高い

期間が長くなるとオプション価格は高くなる
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