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22. Schramm-Loewner Evolution (SLE)
2.1 Riemann の写像定理
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42.2  Loewner 方程式
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例：γ(t)が直線の場合 （Schwarz-Christoffel 変換）
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92.3  SLEκ

逆問題

ランダムネス



10Schramm の observation (2000)



11stochastic Loewner equation (SLE)
Schramm-Loewner Evolution (SLE)
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Oded Schramm (December 10, 1961 in Jerusalem, Israel 
– September 1, 2008, Washington State, USA) 

http://research.microsoft.com/~schramm/IMGP0845.JPG�


13SLEκとBES(d)



14SLEκ曲線の 3相（3態)
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d-次元ベッセル過程 (BESd)
d 次元ブラウン運動

ＢＥＳｄ （＝Ｂｔ の動径成分）

伊藤の公式により確率微分方程式(SDE)は次のように求まる

ｄを１以上の連続変数とする．

の初期条件の下での解
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(b) の場合：γ(t)が実軸 R と接した瞬間に，斜線領域内の点はすべて同
時に呑み込まれて(swallowed)，γ（ｔ）とともに Ut に写されてしまう．
(c) の場合：γには隙間はなく，実軸上の点 x1, x2, … は原点に近いものか
ら順にUt に写されていく．

(c)
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0.1=κ

0.2=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写



19

0.3=κ

0.4=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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0.5=κ

0.6=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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0.7=κ

0.8=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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232.4  局所性と制限性

緑の領域が A
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283.  対応関係



293.  対応関係
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334.  今後の課題

[1] SLEκの基礎理論の整備

Ut=Bt → filtration, Bessel flow ⇔ SLEκ
可逆性，双対性，径数付けについて

[2] SLEκ曲線の研究とSLEκの拡張

SLE(κ，ρ), multiple SLE, ・・・
[3] 統計力学模型の連続極限（フラクタル曲線）の同定

SAW, Ising 模型，Potts 模型，O(N) 模型，・・・

DLA, height models, Coulomb gas, ・・・
（なぜ, 特定の κの値が物理のモデルを実現するのか？

universality class の確率論的な意味づけ．)
[4] 共形場理論との対応

共形場（多点）相関関数⇔（多点）マルチンゲール

(Cardy’s formula, Schramm-Zhou’s 2pt martingale)



34共形場理論の再構築
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κ＜8/3 のとき ⇒ h > 5/8 ⇒ γをより「太らせればよい」

SLEκ曲線γに Brownian loop を密度λで付加する
（Lawler,Schramm, Werner(2003), Friedrich and Werner (2003))

ストレス・テンソルの確率論的な意味づけ （これが出来るのは c<0 の場合）



35数値計算によるＳＬＥ研究
共形不変と思われる曲線を，数値的に描かせたＳＬＥ曲線と比較
することにより，κの値を予測する．
[格子模型] Picco, Santachiara, Numerical study on SLE in nonminimal conformal 
field theories, PRL 100 (2008).
[乱流] Bernard, Inverse turbulent cascades and conformaly invariant curves, PRL 
98 (2007). SQG: surface quasigeostrophic turbulence.
Zero temperature isolines ・・・ SLE4
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[スピングラス] Amoruso et al., Conformal invariance and SLE in 
two-dimensional spin glasses, PRL 97 (2006).

[height model] Sabari et al., Conformal curves on the WO3 surface,
PRL 100 (2008). 酸化タングステン表面
Isoheight lines ・・・ SLE3



37おわりに
• ２次元格子上の統計物理模型の臨界現象
２次元格子模型のフラクタル・パターン
⇒連続（スケーリング）極限，共形場の理論

• ブラウン運動
（マルコフ性，スケーリング性，マルチンゲール性）
⇒ベッセル過程，複素ブラウン運動，ＳＬＥ
[昨日の話題：ランダム行列，非交差経路，非衝突拡散過程]

複雑系と複素系（complex systems): 反還元論

• 粒子系の確率法則・確率過程
⇒曲線（道，経路）の確率法則・確率過程
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