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Introduction
ここで扱う”グラフ”とは点(vertex)と辺(edge)

 の集合の事を示す。このグラフの性質につ
 いて研究する学問をグラフ理論と呼ぶ。

グラフは、辺に向きが指定されているか否
 かによって有向グラフと無向グラフの二つ
 に分けることが出来る。

無向グラフ 有向グラフ



2 グラフ理論に関する問題
2.1 ハミルトン閉路問題

ハミルトン閉路問題とは与えられたグラフ
 について全ての点を一度だけ通る閉路の
 存在について調べる問題である。

閉路とは始点と終点とが一致している路
 の事を言う。



2.2 オイラー閉路問題

ハミルトン閉路に対してオイラー閉路とは
 グラフ上の全ての辺を一度ずつ通る路の
 事を言う。

・名前の由来
『ケーニヒスベルグの町（現在のカリーニ

 ングラード）を流れる川にかかっている七
 つの橋を一度しか通らずに全部渡る事が
 出来るか？』という問題をオイラーが解い
 た事に基づいている。



ケーニヒスベルグの橋

これは一筆書き不可能！

一筆書きの条件
・全ての頂点の次数が偶数
・次数が奇数の頂点が２個、他の頂点の次数は偶数



2.3
 

オイラー閉路の導出

例

方向グラフ

 
G

このグラフG上でのオイラー閉路の
 数を考える。



1)各辺に番号付けをする
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1p を始点(終点)とする

各点において、1と番号付けされた辺を
最初に通り次に同じ点に来たとき今度は
2と番号付けされた辺を通るものとする。



2)根付き木(rooted tree)を作る
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始点から出ている辺と各点から出ている辺
の最高次以外を消す。

reverse rooted tree H

root



3)定式化

G上の各点から出ている辺の最高次数を
とする。i

各点において、
 

にあたる辺を決めた時
 残りの辺への番号付けは

i
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の異なる場合がある。



Gにおいて、点
 

を始点とした時の
 treeの数を

 
と書く。
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1pよって、点
 

を始点とした時のオイラー閉路の
 総数
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また、上式の左辺は
 

によらないので
より一般的に以下のように表せる。
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キルヒホッフ行列(Kirchhoff
 

matrix) B

ijb ip jpから
 

にのびている辺の数( )

iii pb  にのびている辺の数

を用いると

   GBpGN jjj
T det; 

となる。

以上より
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2.4 2部グラフとマッチング

2.4.1 2部グラフ

グラフの頂点の集合
 

が共通部分を
もたない2つの部分集合に分かれて
辺が

 
と

 
の間にのみ存在する

グラフを2部グラフという。
1V

V

2V

1V ：赤い点

2V ：青い点



2.4.2 マッチング

2部グラフ
 

において端
 点を共有しないいくつかの辺からな

 る集合(Eは辺の集合)

),,( 21 EVVG 

)},(),(),,{( 2211 nn bwbwbwM 
 jibbww jiji  ,

をマッチングという。
例



特別な場合として、マッチングが

121 },,,{ Vwww n  221 },,,{ Vbbb n 

のように全ての頂点を覆う時、完全マッチ
ングと言う。

例



3 ダイマー模型への適用
3.1 ダイマー模型とは

ダイマーはモノマーと呼ばれる分子が
2つ重合した形

 
の分子を意味する。

ダイマー模型は、ダイマーの様々な配置
Mに関する状態和で定義される。

  
M

MEeZ

 MEe :重み(Boltzmann
 

weight)



3.2 ダイマー模型の定式化

ダイマー模型は以下のように定式化される。

1)2部グラフ
 

を決める。 EVVG ,, 21

2)各辺
 

に対して
1個のダイマーを

 
に置く時の統計力学

的重みを
 
とする。

 bwe , ),( 21 VbVw 
e

 eW

3)
 

の完全マッチング
 

に対して重みG M
 MW を定める。

   



Me

eWMW



4)分配関数を

   



M

MWGZ

AはGの完全マッチング全体の集合

と定める。

統計物理学

  
M

MEeZ

グラフ理論

   



M

MWGZ
ダイマーの配置

 

に関する状態和M 完全マッチング

 

に関する総和M



3.3 ドミノによるタイル張り




2×n の上図に1×2のタイル

を隙間なく並べることを考える。



横の長さがnの時のタイル張りの総数を

nf とする。

11 f 22 f

例

横の長さがnの場合を考える。

右端の2列に着目するとドミノの配置は

1)右端の1列に
 

を1個置く場合

2)右端の2列に
 

を2個置く場合



1)右端の1列に
 

を1個置く場合

このタイル張りの総数は2×(n-1)の場合の
タイル張りの総数

 
に等しい。1nf

2)右端の2列に
 

を2個置く場合

このタイル張りの総数は2×(n-2)の場合の
タイル張りの総数

 
に等しい。2nf

したがって
 

は

21   nnn fff

というフィボナッチ数列の形で与えられる。

nf



21   nnn fff11 f 22 f  3n を解く。
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と変形出来る。
上式は等比数列なので
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2式より
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従って、ドミノ1個あたりのエントロピーの極限は
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3.4 平方格子グラフの場合

考えるグラフのサイズが一般的なm×nの
場合、3.3のように分配関数を簡単に表す
ことは出来ない。

その場合の分配関数は

KZ det

と書くことが出来る。

:K カステライン行列



3.4.1 カステライン行列

カステライン行列とは、行列要素
 

がwbK

wbK 
0

),( bwW   
  Ebw

Ebw



,
,

となる行列のことをいう。

以下では具体例を用いて説明する。
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この展開で出てくる項は

362514 KKK

2

1 3

4

5

6
2

1 3

4

5

6
2

1 3

4

5

6

362415 KKK 352614 KKK



362514 KKK 362415 KKK 352614 KKK

この3項の係数が同符号かつ各項の値が１に

なるように重みを設定すると
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3
となり、確かに

KZ det
が言える。



3.4.2 重みの設定例
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K をN×Nの行列とすると
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と書ける。



4 今後の課題

Kdet 
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の証明

一般的な平方格子上でのエントロピー
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の計算
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